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Naive Darstellung rationaler Zahlen als Bruch

Naive Darstellung rationaler Zahlen im Rechner:

= Zihler g = Y. Q; - 2t und Nenner p = Y. P; - 2t werden hintereinander
als gleichgrolSe Datenworte D = Qg *+- Q,,_1 Py - P,,_1 abgelegt

= VVor dem Ablegen sind Nenner und Zahler mithilfe
ihres grofsten gemeinsamen Teilers (ggT) zu kirzen

" Problem: Rechnen in diesem Zahlensystem ist aufwendig und
kann schnell zu Uberlaufen im Zahler oder Nenner fUhren

0 n—1n 2n—1
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Festkommazahlen (Vorzeichenbitdarstellung)

Darstellung von Zahlen im Festkommaformat (Naiv):

" Rationale Zahlen konnen wie gewohnt im Binarsystem
mit zusatzlichem Nachkommateil dargestellt werden

= Wertigkeit des i-ten Bit im Vor- und Nachkommateil ergibt sich mit 2%

z=(-1)V2+ (Vg Vie. Ngoq = No)g = (-1)V2 - 27 (Vy_p - VieNg_1 -+ No)

n-—2
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Festkommazahlen (Zweierkomplementendarstellung)

Darstellung von Zahlen im Festkommaformat (Zweierkomplement):

" Festkommazahlen werden in realen Systemen Ublicherweise im
/weierkomplement mit zusatzlichem Nachkommateil dargestellt

" Man rechnet mit ihnen genau wie mit ganzen Zweierkomplement-Zahlen

z=Vy_g = Vi.Nj_g - No)p — 0,271 = 27K« [(Vy_g -+ VigNg—q - Ng) g — 1,2" 7]

n—1

1 .

=2k, [(Zn-2Zn-3+21Z¢); — n—12n_1] = —RZ('l)Si'"'lzizl
2 _ Kronecker-6

t=0 s = [1ifi=]
Y0 else.

Z

v, |4 N
n—1n-2 k k—1 0
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FlieRkommazahlen

" FlieRkommazahlen (Gleitkommazahlen, engl. Floating-point numbers)
stellen rationale Zahlen durch die folgenden Bestandteile dar:
= Mantisse M als normalisierte Binarzahl in gepackter, dh. impliziter Darstellung
= Kommaposition als Charakteristik C in Exzess-Darstellung (Exponent E mit Bias k)
= Vorzeichenbit v,

" Bezeichnung flr Fliellkommaformate: SmEc )

Verstecktes Bit A —

E (gIHdd bit) ¢ m-—1
f = (1) 2T (Y = (AP - g ZmZZZJ

-

Vorzeichenbit Charakteristik Mantisse
n—1n-2 mm-—1
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Zerlegungen und Verteilung der Fest- und Flieskommazahlen

(Festkommazahlen)

inf(W) 114

Aquidistante
Zerlegung

sup(W)

(FlieBkommazahlen)

Verdichtung um 0

inf(W) w sup(W)

Zerlegung in
uneinheitliche
Abstande

Theorieaufgabe d)
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IEEE-754

= Die IEEE-754-Norm umfasst drei unterschiedliche Gleitkommaformate
» Single-Precision-Format (S23E8) mit Vorzeichenbit:n =1+ 8 4+ 23 = 32
= Double-Precision-Format (S52E11) mit Vorzeichenbit: n =1+ 11 4+ 52 = 64
= Extended-Precision-Format (S64E15) mit Vorzeichenbit: n =1 4+ 15 4+ 64 = 80

" Daruber hinaus bietet IEEE-754 Mdglichkeiten, auch +£0 und + oo
darzustellen: Darstellung der Null, wenn E = 0 und M = 0 sind

=" Die Norm IEEE-754 wurde 1985 durch das
Institute of Electrical and Electronics Engineers festgelegt
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|[EEE-754 Einfaches Prazisionsformat S23E8

1 000---000 M FlieRkommazahl ohne 1 -(0.M), - 27127+1

1 0<E<?2¢1-1 M FlieRkommazahl -(1.M), - 2€-127
S0 el 000000 Unendichfposty)  ifbawer

1 111---111 000---000 Unendlich (negativ) -inf bzw. -co
S0 menmn M0 eme(wond)zanl NaNzs:Y-M)

1 111---111 M+0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %/3 - (1.M)
O

31 30 23 22 0
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|[EEE-754 Doppeltes Prazisionsformat S52E11

0 000---000 M FlieBkommazahl ohne 1 (0. M), - 2°1023+1

1 000---000 M FlieRkommazahl ohne 1 -(0. M), - 2°1023+1

0 0<E<2¢t-1 M FlieRkommazahl (1.M), - 2671023

1 0<E<2¢t-1 M FlieRkommazahl -(1.M), - 2¢~1023

0 111---111 000---000 Unendlich (positiv) inf bzw. oo

1 111---111 000---000 Unendlich (negativ) -inf bzw. -co

0 111---111 M #0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %+/_1 (1. M)
1 111---111 M=+0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %/I - (1.M)

63 62 52 51 0
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|[EEE-754 Erweitertes Prazisionsformat S64E15

0 000---000 M FlieBkommazahl ohne 1 (0.M), - 2°16383+1

1 000---000 M FlieRkommazahl ohne 1 -(0.M), - 2°16383+1

0 0<E<2¢t-1 M FlieRkommazahl (1.M), - 2616383

1 0<E<2:1-1 M FlieRkommazahl -(1.M), - 2¢~16383

0 111---111 000---000 Unendlich (positiv) inf bzw. oo

1 111---111 000---000 Unendlich (negativ) -inf bzw. -co

0 111---111 M=+0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: §+/_1 (1. M)
1 111---111 M=+=0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %/I - (1.M)

79 78 64 63 0
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Datentypen fur FlieBkommazahlen in C und C++

Rationale float Single-Precision-Format S8E32 32 Bit = 8 Nibble = 4 Byte Opf
Zalilis double Double-Precision-Format S11E52 64 Bit = 16 Nibble = 8 Byte Oolf
(@ long double Extended-Precision-Format S15E64 80 Bit = 20 Nibble = 10 Byte %Lf
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Flielfkomma-Verarbeitungseinheit

" FlieBkomma-Verarbeitungseinheit (engl. Floating-Point-Unit, kurz: FPU)
ist auf FlieBkommazahlenarithmetik spezialisierte Hardware

= Bereits 1980 nutzte die FPU 8087 von Intel® das S15E64-Format
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Lesen einer S23E8-Fliefkommazahl (Losung)

Mantisse

0190|090 |1|/0(1]0|06|/1|0(1(1(|1(|1(9|0]|/0|0/(0(0|/0(0(0|0]|/0|0]|06]6

Charakteristik (Exponent mit Bias)

Vorzeichen

—

-0.000000119209289551 ---

-0.000000238418579102 ---

-0.000000476837158203 ---

-0.000000953674316406 ---

-0.0000019073486328125

-0.000003814697265625

-0.00000762939453125

-0.0000152587890625

-0.000030517578125

-0.00006103515625

-0.0001220703125

-0.000244140625

-0.00048828125

-0.0009765625

-0.001953125

-0.00390625

-0.0078125

-0.015625

-0.03125

-0.0625

-0.125

0.25

0.5
———
-1

2

4

8

—127=

|

2

v
130

-16

- 32

64
-128

Dezimalzahl

0.] 591796875

e
®

Dezimalzahl

13

Dezimalzahl

12.734375

Dezimalzahl

591796875

-1.

Dezimalzahl

8

Dezimalzahl

. 1.| 591796875

Dezimalzahl

- 2

0
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Venn-Diagramm a)

(A&B) | (A&C) | (B&C)
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Venn-Diagramm b)

§)

(A&~B&~C)|(~A&B&~C)|(~A&~B&C)
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Venn-Diagramm c¢)

A| (B &CQ)
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Venn-Diagramm d)

A™NB~"™C
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Anhang: Rationale Zahlen |

Rationale Zahlen sind im allgemeinen als Briiche bekannt und erlauben es,
Zahlen miteinander zu dividieren, die als nicht teilbar gelten.

Q={%|qEZ,pEN¢O}EN2£ZZ (Daja N = Z gilt)

q heildt Zahler (Numerator) und p heist Nenner (Denominator)
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Anhang: Rationale Zahlen Il

2 a c axyd+ycxyb .02 o (g 5) axyd—yC*yb
tor @~ Qs (b d) 7 T begd ot Q7 = b’d bx;d
a
. )2 . (& & a*zc  p _a d_ad
*: Q7 = Qs (b'd)l_)b*zd ST b ¢ be
Eine Zahlr™ = - he|Bt Re2|proke Ratlonale Zahlen lassen sich ordnen. Es gilt
die Regel: 0 < b <a=>0<-=- < —. Dezimalbruch: a.b = a+10* —
pos P0S

Auch jede periodische Zahl ist eine rationale Zahl (dh. ein Bruch)!
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Jede periodische Zahl kann als Bruch dargestellt werden und andersherum |

X = (Cn_lcn_z ***Cp,C.1Cp " C_map_l alao)b

_CH+bP(A-C) 1 bPCH+DIPHPA-C) WP |IPCH+A-C

1—bP pm bPp™m — hMmpPhP [P p+m _ ,m

x = 15.78123 = C := 1578,4 := 123

3.1578 4+ 123 - 1578 105103
X = 342 _ 112 = 6660
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Jede periodische Zahl kann als Bruch dargestellt werden und andersherum |

X = (Cn_lcn_z ***Cp,C.1Cp " C_map_l alao)b

_CH+bP(A—C) 1 bBPC+DLPHP(A-C) PP |IPCH+A-C

1—-bP  bm™  bPhm—pmhPHP  pr | pptm—m

x = 0.999
~ 0.0) 9 00 l
0.9 = 0.9999 =z i =9Z(01)— = ——9=1
i=1 i=0 T
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Anhang: Agyptische Briiche
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Dezimalbruchin Festkommazahl(Vorzeichenbitdarstellung) & IEEE-754 konvertieren

Vorzeichen Vorkommateil Nachkommateil

a b
—0.|84375 |{2P|1
(+) | 12| |84375

.|6875 |— Q.| 6875 |H:2p|1|,|375
Dezimalzahl Dezimalzahl Dezimalzahl Dezimalzahl
C d
[
Dezimalzahl Dezimalzahl @. 375 - '2 —> e . 75 _’@. 75 = '2 —> 1 o 5
‘ Dezimalzahl Dezimalzahl e Dez. Zahl Dez. Zahl
In Binarzahl umwandeln
0..5 [12[1|.| 0 |—0O.©
Dez. Zah Dez. Zah Dez. Zahl
Vorzeichen ) Y a b C d e
] I ] I ] I ] I ] I ] [ ] I
) ~ o U —0uU— U —0uU U )
Lo heeet 7l 6 5 4 3 2 1 04 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
Komma bis vor die am
Dezimalzahl Dezima Izahl Dezimalzahl weitesten links
Bias Darstellung _ stehende Eins schieben Einsen und Nullen die rechts
3 _>(ExzessDarste||ung): 3 +127— 13@ neben dem eingetragenen Komma
Position stehen sind von links nach
| rechts in die blauen Kastchen
In Binarzahl SIS eI
umwandeln
v
Vorzeichen Exponent mit Bias l Mantisse
0110000610101 1(01(/1/0|0|0]/0(01|0]|0O
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