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Naive Darstellung rationaler Zahlen als Bruch

Naive Darstellung rationaler Zahlen im Rechner:

= Zihler g = Y. Q; - 2t und Nenner p = Y. P; - 2t werden hintereinander
als gleichgrolSe Datenworte D = Qg *+- Q,,_1 Py - P,,_1 abgelegt

= VVor dem Ablegen sind Nenner und Zahler mithilfe
ihres grofsten gemeinsamen Teilers (ggT) zu kirzen

" Problem: Rechnen in diesem Zahlensystem ist aufwendig und
kann schnell zu Uberlaufen im Zahler oder Nenner fUhren

0 n—1n 2n—1
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Festkommazahlen (Vorzeichenbitdarstellung)

Darstellung von Zahlen im Festkommaformat (Naiv):

" Rationale Zahlen konnen wie gewohnt im Binarsystem
mit zusatzlichem Nachkommateil dargestellt werden

= Wertigkeit des i-ten Bit im Vor- und Nachkommateil ergibt sich mit 2%
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Festkommazahlen (Zweierkomplementendarstellung)

Darstellung von Zahlen im Festkommaformat (Zweierkomplement):

" Festkommazahlen werden in realen Systemen Ublicherweise im
/weierkomplement mit zusatzlichem Nachkommateil dargestellt

" Man rechnet mit ihnen genau wie mit ganzen Zweierkomplement-Zahlen
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FlieRkommazahlen

" FlieRkommazahlen (Gleitkommazahlen, engl. Floating-point numbers)
stellen rationale Zahlen durch die folgenden Bestandteile dar:
= Mantisse M als normalisierte Binarzahl in gepackter, dh. impliziter Darstellung
= Kommaposition als Charakteristik C in Exzess-Darstellung (Exponent E mit Bias k)
= Vorzeichenbit v,

" Bezeichnung flr Fliellkommaformate: SmEc )

Verstecktes Bit A —

E (gIHdd bit) ¢ m-—1
f = (1) 2T (Y = (AP - g ZmZZZJ

-

Vorzeichenbit Charakteristik Mantisse
n—1n-2 mm-—1
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Zerlegungen und Verteilung der Fest- und Flieskommazahlen

(Festkommazahlen)

inf(W) 114

Aquidistante
Zerlegung

sup(W)

(FlieBkommazahlen)

Verdichtung um 0

inf(W) w sup(W)

Zerlegung in
uneinheitliche
Abstande

Theorieaufgabe d)
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IEEE-754

= Die IEEE-754-Norm umfasst drei unterschiedliche Gleitkommaformate
» Single-Precision-Format (S23E8) mit Vorzeichenbit:n =1+ 8 4+ 23 = 32
= Double-Precision-Format (S52E11) mit Vorzeichenbit: n =1+ 11 4+ 52 = 64
= Extended-Precision-Format (S64E15) mit Vorzeichenbit: n =1 4+ 15 4+ 64 = 80

" Daruber hinaus bietet IEEE-754 Mdglichkeiten, auch +£0 und + oo
darzustellen: Darstellung der Null, wenn E = 0 und M = 0 sind

=" Die Norm IEEE-754 wurde 1985 durch das
Institute of Electrical and Electronics Engineers festgelegt
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|[EEE-754 Einfaches Prazisionsformat S23E8

1 000---000 M FlieRkommazahl ohne 1 -(0.M), - 27127+1

1 0<E<?2¢1-1 M FlieRkommazahl -(1.M), - 2€-127
S0 el 000000 Unendichfposty)  ifbawer

1 111---111 000---000 Unendlich (negativ) -inf bzw. -co
S0 menmn M0 eme(wond)zanl NaNzs:Y-M)

1 111---111 M+0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %/3 - (1.M)
O

31 30 23 22 0
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|[EEE-754 Doppeltes Prazisionsformat S52E11

0 000---000 M FlieBkommazahl ohne 1 (0. M), - 2°1023+1

1 000---000 M FlieRkommazahl ohne 1 -(0. M), - 2°1023+1

0 0<E<2¢t-1 M FlieRkommazahl (1.M), - 2671023

1 0<E<2¢t-1 M FlieRkommazahl -(1.M), - 2¢~1023

0 111---111 000---000 Unendlich (positiv) inf bzw. oo

1 111---111 000---000 Unendlich (negativ) -inf bzw. -co

0 111---111 M #0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %+/_1 (1. M)
1 111---111 M=+0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %/I - (1.M)

63 62 52 51 0
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|[EEE-754 Erweitertes Prazisionsformat S64E15

0 000---000 M FlieBkommazahl ohne 1 (0.M), - 2°16383+1

1 000---000 M FlieRkommazahl ohne 1 -(0.M), - 2°16383+1

0 0<E<2¢t-1 M FlieRkommazahl (1.M), - 2616383

1 0<E<2:1-1 M FlieRkommazahl -(1.M), - 2¢~16383

0 111---111 000---000 Unendlich (positiv) inf bzw. oo

1 111---111 000---000 Unendlich (negativ) -inf bzw. -co

0 111---111 M=+0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: §+/_1 (1. M)
1 111---111 M=+=0 Keine (rationale) Zahl N.a.N.z.B.: %/I - (1.M)

79 78 64 63 0
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Datentypen fur FlieBkommazahlen in C und C++

Rationale float Single-Precision-Format S8E32 32 Bit = 8 Nibble = 4 Byte Opf
Zalilis double Double-Precision-Format S11E52 64 Bit = 16 Nibble = 8 Byte Oolf
(@ long double Extended-Precision-Format S15E64 80 Bit = 20 Nibble = 10 Byte %Lf
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Flielfkomma-Verarbeitungseinheit

" FlieBkomma-Verarbeitungseinheit (engl. Floating-Point-Unit, kurz: FPU)
ist auf FlieBkommazahlenarithmetik spezialisierte Hardware

= Bereits 1980 nutzte die FPU 8087 von Intel® das S15E64-Format
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Lesen einer S23E8-Fliefkommazahl (Losung)

Mantisse

0190|090 |1|/0(1]0|06|/1|0(1(1(|1(|1(9|0]|/0|0/(0(0|/0(0(0|0]|/0|0]|06]6

Charakteristik (Exponent mit Bias)

Vorzeichen

—

-0.000000119209289551 ---

-0.000000238418579102 ---

-0.000000476837158203 ---

-0.000000953674316406 ---

-0.0000019073486328125

-0.000003814697265625

-0.00000762939453125

-0.0000152587890625

-0.000030517578125

-0.00006103515625

-0.0001220703125

-0.000244140625

-0.00048828125

-0.0009765625

-0.001953125

-0.00390625

-0.0078125

-0.015625

-0.03125

-0.0625

-0.125

0.25

0.5
———
-1

2

4

8

—127=

|

2

v
130

-16

- 32

64
-128

Dezimalzahl

0.] 591796875

e
®

Dezimalzahl

13

Dezimalzahl

12.734375

Dezimalzahl

591796875

-1.

Dezimalzahl

8

Dezimalzahl

. 1.| 591796875

Dezimalzahl

- 2

0
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Analyse und Extraktion — Aufgabenstellung

Implementieren Sie die Funktion extract _parts, um eine gegebene 32-
Bit-Zahl u in ihre Bestandteile zu zerlegen. Nutzen Sie dazu die
definierten Masken (SIGN_MASK, EXP_MASK, MANT_ MASK) und Shift-

Operatoren:
" |solieren Sie das Vorzeichenbit in die Variable sign.

= Extrahieren Sie die 8 Exp-Bits und schieben Sie diese an die
niederwertigste Stelle (exp).

= Extrahieren Sie die 23 Mantissen-Bits (mant).

Bit 31 Exponent Mantisse Bit O

S E (8 Bit) M (23 Bit)
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Analyse und Extraktion — Code

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

static void print_float parts(uint32_t u, const char

}

uint32_t sign = 9, exp = 9, mant = 0;

// a)

sign = (u & SIGN_MASK) >> 31;
(u & EXP_MASK) >> 23;
(u & MANT_MASK);

exp
mant

printf("%s = %g\n\r", label, (double)as_decimal);
printf("Sign bit of %s: %u\n\r", label, sign);
printf("Exponent of %s: ", label);

print_bits uint(exp, EXP_BITS);

putchar('\n'");

putchar('\r');

printf("Mantissa of %s: ", label);

print_bits uint(mant, MANT_BITS);
putchar('\n');

putchar('\n'");

putchar('\r');
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Multiplikation zweier FlieRkommazahlen — Aufgabenstellung

Berechnen Sie das Vorzeichen per XOR sowie den Exponenten unter
Berucksichtigung des Bias und multiplizieren Sie die Mantissen inklusive
Hidden Bit. Normalisieren Sie das entstehende Produkt und fuhren Sie
abschliellend die Rundung ,Round to Nearest, Ties to Even” durch, wobei
auch ein maglicher Uberlauf nach dem Runden abgefangen werden muss.

E Ey

oy = (1) 2R (1), - (1) 2R (1 v)

Ex Ey
= (-1)"x® "y . plx ket vy~ .norm(1.M, - 1. 3’)2

_ Xy Exy Xy
S +Cy—k—k _ou
— - x Y x ° O —— °

A
7 N
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Multiplikation zweier Flielfkommazahlen — Code (1)

61 static uint32 t ieee32 mul u(uint32 t a, uint32 t b) {

62 int32_t res_exp = 0;

63 uint32 t res_sign = 0;

64 uinté64 _t prod = 0;

65

66 if (is_nan_u(a) || is_nan_u(b)) return 0x7FC00000;

67 if (is_zero_u(a) || is_zero_u(b)) {

68 if (is_inf_u(a) || is_inf_u(b)) return 0x7FCoO0000; // © * Inf

69 return (a » b) & SIGN_MASK;

70 }

71

72 if (is_inf_u(a) || is_inf _u(b)) return ((a » b) & SIGN_MASK) | EXP_MASK;
73

74 // a) Vorzeichen bestimmen

75 res _sign = (a * b) & SIGN_MASK;

76

77 // b) Exponenten addieren

78 res_exp = (int32_t)((a & EXP_MASK) >> 23) + (int32_t)((b & EXP_MASK) >> 23) - EXP_BIAS;
79

80
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Multiplikation zweier FlieRkommazahlen — Code (2) Aufgabe 2

80 // c) Mantissen inkl. Hidden Bit holen
81 uint64_t mant_a (a & MANT_MASK) | HIDDEN BIT;

82 uint64_t mant_b = (b & MANT_MASK) | HIDDEN BIT;
83

84 // d) 48 Bit Produkt berechnen

85 prod = mant_a * mant_b;

86

87 // e) Entscheiden, ob man um 23 oder 24 Bit shiftet
88 int shift;

89 if (prod & (1ULL << 47)) { // Ergebnis >= 2.0
90 shift = 24;

91 res_exp++;

92 } else {

93 shift = 23;

94 }

95
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Multiplikation zweier FlieRkommazahlen — Code (3) Aufgabe 2

96 // f) Extrahieren der Bits, die weggeworfen wiirden (Rest)

97 uint64 t remainder = prod & ((1ULL << shift) - 1);

98 uinté4 _t half = 1ULL << (shift - 1); // Das Bit genau bei 0.5
99

100 prod >>= shift; // Normalisieren

101

102 // Round to nearest, ties to even

103 if (remainder > half) {

104 prod++; // Aufrunden

105 } else if (remainder == half) {

106 if (prod & 1) prod++; // Bei genau 0.5 zur geraden Zahl runden
107 }

108
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Multiplikation zweier FlieRkommazahlen — Code (3) Aufgabe 2

109 // g) Falls durch das Aufrunden ein Uberlauf in der Mantisse passiert (z.B. alle 1ler
werden zu 100...)

110 if (prod & (1ULL << 24)) { // Sollte nach Shift max 23 Bits haben (Bit 24 ware Hidden
flir nachste Stufe)

111 prod >>= 1;

112 res_exp++;

113 }

114

115 if (res_exp >= 255) return res_sign | EXP_MASK;

116 if (res_exp <= 0) return res_sign; // Underflow -> 0

117

118 return res_sign | (res_exp << 23) | (prod & MANT_MASK);

119 }

Einfihrung in die Programmierung 20



Reziproke einer FlieRkommazahl — Aufgabenstellung

Implementieren Sie die Funktion ieee32 inv_u, um das Reziproke 1 / x zu
berechnen, indem Sie den neuen Exponenten Uber 253 — exp bestimmen
und die neue Mantisse durch ganzzahlige Division von 2.0 durch die
Eingangsmantisse ermitteln. Runden Sie das Ergebnis anschlielsend
korrekt ("Round to Nearest, Ties to Even") und normalisieren Sie es bei
Bedart.

z'1=(_1) Ty )2=(-1) W, “k.2m.1.0/
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Reziproke einer FlieBkommazahl — Code (1) Aufgabe 3

222 // a) Zerlegung der Eingabe
223 sign = x & SIGN_MASK;

224 exp = (int32_t)((x & EXP_MASK) >> 23);

225 mant = (x & MANT_MASK) | HIDDEN_BIT;

226

227 // Sonderfalle (IEEE 754)

228  if (is_nan_u(x)) return 0x7FC00000; // NaN -> Quiet NaN
2290 if (is_zero_u(x)) return sign | EXP_MASK; // +/- @ -> +/- Inf
230 if (is_inf _u(x)) return sign; // +/- Inf -> +/- ©
231
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Reziproke einer FlieBkommazahl — Code (2) Aufgabe 3

Code
232 // b) Berechnung des neuen Exponenten

234 // Wir berechnen (2/M) * 2~(-E-1) um im Bereich [1.0, 2.0) zu bleiben.

236 res_sign = sign;

238
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Reziproke einer FlieBkommazahl — Code (3) Aufgabe 3

239 // c) Division der Mantisse (2.0 / M)
246 // Wir nutzen einen 64-Bit Zahler (1ULL << 47), der 2.0 reprasentiert.

241 // Division: (2747) / mant. Ergebnis liegt um 2724 (Bit 24 gesetzt wenn >= 2.0,
sonst Bit 23).

242 numerator = 1ULL << 47;
243 res_mant = numerator / mant;

244 remainder = numerator % mant;
245
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Reziproke einer FlieBkommazahl — Code (4) Aufgabe 3

246 // d) Rundung (Round to Nearest, Ties to Even)
247 // Ist der Rest groBer als der halbe Divisor? -> Aufrunden

248 // Ist der Rest genau halb und das aktuelle Ergebnis ungerade? -> Aufrunden
(zur geraden Zahl)

24 if (remainder > (mant / 2)) {

250 res_mant++;

251} else if ((remainder * 2 == mant) && (res _mant & 1)) {
252 res_mant++;

253  }

254
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Reziproke einer FlieBkommazahl — Code (4) Aufgabe 3

Code
246 // e) Normalisierung nach Division

248 // Dann ist Bit 24 gesetzt (1ULL << 24). Wir miissen durch 2 teilen und Exp erhohen.

250 res _mant >>= 1;

252}
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Venn-Diagramm a)

(A&B) | (A&C) | (B&C)
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Venn-Diagramm b)

§)

(A&~B&~C)|(~A&B&~C)|(~A&~B&C)
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Venn-Diagramm c¢)

A| (B &CQ)
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Venn-Diagramm d)

A™NB~"™C
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