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Definition Algorithmus

Ein Algorithmus ist eine endliche Folge von wohldefinierten,
ausfuhrbaren Anweisungen zur Losung eines Problems

* Problem: Berechnung einer totalen Abbildungf: D € N - N

" Ein Algorithmus heilst genau dann korrekt, wenn er bei jeder zulassigen
Eingabe (dh. x € D) in endlicher Zeit das Bild f(x) liefert

" Bei einem deterministischen Algorithmus ist die Folge der auszufihrenden
Anweisungen fur jede beliebige Eingabe exakt vorhersagbar
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Beispiel: Gaul3-Jordan-Algorithmus

" Der Gaull-Jordan-Algorithmus |6st lineare Gleichungssysteme
durch geschickte Elimination innerhalb der Koeffizientenmatrix

= Zulassige Eingabe: Koeffizientenmatrix [A ; E] eines losbaren LGS
= Man wahle ein Pivot-Element (i, i) aus der Hauptdiagonalen
= Die i-te Zeile sei derart zu skalieren, dass das Pivot-Element zu 1 wird

= \Von allen anderen Zeilen j # i sei ein Vielfaches der i-ten Zeile so zu
subtrahieren, dass diese darauf an der i-ten Stelle eine Null enthalten

= \Wiederhole die Schritte fur alle n Pivot-Elemente
= Ausgabe des Algorithmus: [1; x] mit x als Ldsungsvektor

A€ R™" b € R"
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Beispiel: Gaul3-Jordan-Algorithmus
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus

» Bei dem babylonischen Wurzelziehen (Heron-Verfahren bzw. Heron-
Algorithmus) handelt es sich um ein einfaches Verfahren, welches die
Quadratwurzel einer positiven Zahl x berechnet: f(x) := sqrt(x) = /x

+

= Das Verfahren lasst sich geometrisch gut veranschaulichen:
Man stelle sich ein Rechteck vor, welches eine Seitenlange a =1
und eine andere Seitenlange b = x besitzt

= Offensichtlich hat es den Flacheninhalt x
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Skizze ) Aufgabe 1
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Herleitung 1)

= Nun wollen wir das Rechteck in die Form eines Quadrates mit gleicher
Flache bringen, fUr dessen Seitenlangen alsoa = b = x gilt

. . . L . b
" Hierzu nehmen wir von beiden Seitenlangen den Mittelwert % und

verwenden diesen als neue Seitenlange a,

X
, b a+=
* Daa-b = xalsob=§g||t,folgta1=%=7“

" Die andere Seitenlange b; muss naturlich so gewahlt werden,
dass die Flache gleich bleibt, also weiterhin a; - b; = x gilt

X 2x?
bl i
a;, ax+a
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Herleitung 1)

= Nun wollen wir das Rechteck in die Form eines Quadrates mit gleicher
Flache bringen, fUr dessen Seitenlangen alsoa = b = x gilt

. . . L . b
" Hierzu nehmen wir von beiden Seitenlangen den Mittelwert % und

verwenden diesen als neue Seitenlange a,

X
, b a+=
* Daa-b = xalsob=§g||t,folgta1=%=7“

" Die andere Seitenlange b; muss naturlich so gewahlt werden,
dass die Flache gleich bleibt, also weiterhin a; - b; = x gilt

» Das Rechteck mit den neuen Seitenlangen a4, by
ist nun einem Quadrat viel ahnlicher
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Skizze ) Aufgabe 1
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Skizze II) Aufgabe 1

aq
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Herleitung I1)

Wiederholt man den ganzen Vorgang fur die neuen Seitenlangen, ergibt
sich ein Rechteck mit Seitenlangen a,, b, das einem Quadrat noch viel
ahnlicher ist und man kann sogar zeigen, dass beide Seitenlangen bei
unendlicher Wiederholung fur alle x > 0 gegen x konvergieren

" Esreicht fur die Berechnung der Quadratwurzel aus,
einer der beiden Seitenlangen des Recktecks zu betrachten:
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Skizze II) Aufgabe 1

aq
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Skizze 111) Aufgabe 1

a;
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Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen - Heron-Algorithmus (Skizze 111) Aufgabe 1

%

\4

... und so weiter ...
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Der Heron-Algorithmus im Pseudocode

" Die Folge a;;q = :_ konvergiert zwar
gegen i/x, damit der rechts stehende
Algorithmus aber auch terminiert,

wird eine Haltebedingung benotigt

= Der Algorithmus soll bein = N
terminieren: Je grofSer N ist, desto
genauer ist das Ergebnis

" return gibt das Ergebnis zurick und
den lasst den Algorithmus terminieren
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sqrt(x)

O 0O N UTH WD -

if 0<x: return 0

a:=x

n:=1

while n < N :
n=n+1
b:=x/a
a:=a-+b
a:==a/2

return a
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Beispiel: Der bubblesort-Algorithmus

bubblesort(all],a[2]:--a[n])
1 i=n
2 whilei>1":
3 j=1
whilei >j:
ifalj] >alj + 1]
swap(alj],alj + 1])
j=j+1
l=i—1
swap(ali], a[j])
1 al0] := ali]
2 ali] = alj]
3 alj] = al0]

0 J O Ul H
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Bei dem Algorithmus handelt es sich
um den sogenannten bubblesort-
Algorithmus, der eine Folge von
Zahlen (Feld) aufsteigend sortiert

swap( ..., ... ) tauscht benachbarte
Elemente innerhalb des Feldes

Grolse Zahlen steigen bei der
Ausfuhrung des Algorithmus im
Feld auf, so wie auch Luftblasen im
Wasser aufsteigen!

Der Algorithmus terminiert miti = 1
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bubblesort-Algorithmus an einem Zahlenbeispiel erklart Aufgabe 2
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bubblesort-Algorithmus an einem Zahlenbeispiel erklart Aufgabe 2
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bubblesort-Algorithmus an einem Zahlenbeispiel erklart Aufgabe 2
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bubblesort-Algorithmus an einem Zahlenbeispiel erklart Aufgabe 2
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bubblesort-Algorithmus an einem Zahlenbeispiel erklart Aufgabe 2
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Induktion

= Es soll gezeigt werden, dass eine Aussage %7 (n) fur alle n € N gilt

" Durch testen einzelner n kann man zeigen, dass eine nicht leere Menge
M < N, existiert, so dass Vn € M. %7 (n) gilt: Insbesondere sei 0 € M

= Wir wollen nun zeigen, dass M = N gilt!

® Nach den 5. Peano-Postulat gilt M = N, wenn man zeigen kann,
dass wennn € M auch fur den Nachfolger stets p(n) € M gilt:

0EMA(REN > (meEM=>¢p(n)EM))>M=N

AN ADOES %(cb(n))) = Vn € M. % (n)
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Gaullsche Summenformel

Das Aufsummieren der Zahlen von 1 bis n lasst sich mit einer einfachen
Formel berechnen, die als Gaufische Summenformel bekannt ist.

" Ein einfaches Beispiel um eine allgemeine Formel herzuleiten: sum(5)

k Gaufdsche Summenformel:

sumn) = n = . ] = > = 5 5
HE. )

5-(5+1) 56 30
...k sum(5) =1+2+3+4+5= 5 = > =7=15
..... 100+ (100+1) 100-101 _ 10100

2 2 2

sum(100) = = 5050
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Gaullsche Summenformel (Beweis 1)

Induktionsanfang: Wir zeigen, dass die Summenformel firn = 1 gilt:

1
=1
j=1

1-(1+1) 1_'2

2 7 1

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Summenformel
fur eine beliebige, aber feste naturliche Zahl n gultig ist.
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Gaullsche Summenformel (Beweis Il)

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass die Summenformel auch fir den

Nachfolger vonn, alson + 1gilt. Z.z.: 372} j'= (nﬂ);n”):
n+1 n
n-n+1
j=1 =1
2-(n+1) n-(n+1) 2-n+1)+n-(n+1)
-T2 T 2 T 2

=(n+1)-n+(n+1)-2=(n+1)-(n+2)

2 2 L]
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Analyse von bubblesort |

Anweisung
l:=n
whilei > 1:
j=1
whilei > j:
ifalj] > alj + 1]:
swap(alj],alj + 1])
j=j+1
1=1—1

RO IO Ul H WD -
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Analyse von bubblesort |

ta (M) = tpypblesort (@lll 2

Wc(n)—1+n+(n—1)+2

—1+n+(n—1)+z

n-(n+1)

=1+n+Mm—1)+ —1+5

2
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al2] 2 --- 2 a[n])

+52 i — 1]
nl
—1+5z

(n—1):n

=3n*+n-—2
> n n
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Analyse von bubblesort Il

ta (M) = tpypblesort (@lll 2

tbc(n)—1+n+(n—1)+z

—1+n+(n—1)+z

—14+n+(n—1)+— —1+3
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al2] 2 --- 2 a[n])

+32 i — 1]
nl
o143y
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Landau-Symbole

= Obere asymptotische Schranke, O-Kalkil (f wachst héchstens so schnell wie g):
def f(n
fe 0(g) & lim supg <
n-oo  g(Mn)

» Untere asymptotische Schranke (f wachst mlndestens SO s(ch)nell wie g):
fe Q( )(:0 < lim inf——=
5 n-ow g(n)

Einfihrung in die Programmierung 30



Landau-Symbole
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Starke Landau-Symbole

= Exakte asymptotische Schranke (f wachst genau so schfnell wie g):
def n
fe (9(g)<:Q>0< lim—)<oo

n—co g(1n)
= Wachstum gleicher Ordnung (f wachst zur gleichen Ordnung wie g):
def  f(n)  gln
f~ge lim —— = lim 1

nowg(n)  now f(n)
= Starke obere Schranke (f wachst langsamer als g):

def =~ f(n) _g(n)
= Starke untere asymptotische Schranke (f wachst schneller als g):
fe @ im0~ o o 1im B — g
= 0O —
T e g() noo ()
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Hilfstafel

f(n)

lim —=
n—oo g(n)

Grenzwert des Quotienten

f(n)

lim —==0
n%ofg(n)

lim ) _ = 42
n-o g(n)
f(n)

lim —= = oo
n—0o gf(n)

lim _(n) =1
n-oo g(n)
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f e 0(g)

f wachst hochstens
so schnell wie g

f € o(g)

f wachst genau so
schnell wie g

f € Q(g)

f wachst mindestens so
schnell W|e g

f € o(g)

langsamer als g

f € w(g)

schnellerals g

0< hm—

f(n)
0 < lim —% <
n—w g(n)

im —— =
n—w g(n) n—e g(n)



Regel von L'Hospital

f(n)

lim f(n),g(n) = 0,0 = lim —= = lim

Nn—>00
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n—oo g(n) n—oo d

1)

dn [g(n)]
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Asymptotische Analyse von bubblesort

2
ty € O(n°)

t.~(n 3n?+n—2 bn+1 6

0 < lim wel )= lim = lim = —
n—oo N2 N— 00 n2 n-oo 2n )

3 5
oty (n) 77’12"'771—2 - 3n+25
0 < lim = lim = lim =
n—ooo N2 1— 00 n2 1— 00 N
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