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Kapitel V' Reelle Zahlen

Glaubhafte Rechenregeln fiir Grenzwerte

Falls die Folgen a,b,c: IN — R Grenzwerte besitzen und fiir alle n € IN ¢, = a, + b,
gilt, so gilt

i @, = hm an + hm bn,
n—oo

Falls b,, > 0 fiir alle n € IN gilt
1 1

n—o0 by, hmn—>oo by
Fiir jedes A € R gilt

lim (Aa,) = A lim a,

Eine Anwendung der Monotonie-Eigenschaft findet sich im Babylonischen Verfahren bzw.
Heron-Algorithmus zum Wurzelziehen:
Babylonisches Verfahren oder Heron-Algorithmus

Definition

Es seien a > 1 und b > 0 sowie die Folge (z,),,cy, rekursiv definiert durch

1
ro=b und =z, := 3 (:nn + a> Vn € INg. (%)

n

Behauptung: Die in (x) definierte Folge (), ist antiton, beschrinkt und es gilt

lim z, = va.

n—oo

Beweis der Behauptung

(1) Zeige zunichst, dass x, > 0 fiir alle n € Ny (dann darf man damit dividieren) durch
vollstéandige Induktion iiber n € INy.

(IA) n=0:
Es gilt g = b > 0, ist also erfiillt.

(IV) Angenommen, fiir ein n € IN gilt z,, > 0.



(IS) n+—n+1:

Es gilt
1 a
~~ >0 \2/
>0 >0, mit TV

Also gilt x,, > 0 fiir alle n € INy.

Zeige nun, dass x,, > +/a fiir alle n € Ny: Fiir alle n € INy ist ndmlich

>0 (quadrat)

2
1 2_9 Tn —Va
$n+1_\/a:<xn+a>_\/gzxn ﬁmn‘i‘a:(n \/>) 20

2x, 22,
~~
>0 nach (1)

Fiir alle n € INg gilt

Tn+1 1 a 21( a) 1
=—|1+= | <=(1+—-)==-2=1.
Tn, 2<+x2>_2 T 2

n

Daher gilt z,41 < =z, fiir alle n € N, (z,,) ist also antiton, und zusammen mit (2) ist
(%), en konvergent.

Identifiziere nun den Grenzwert der Folge x := lim x,. Lasse dazu n — oo auf beide
n—oo

Seiten in (x) laufen. Es gilt

_1 < lim z, + a) "

Bemerkung: Insbesondere ist x dann ein Fizpunkt der Iteration (x), es gilt also

Tp =0T = Tpy1 =2
Lose nun (k%) auf: Es gilt

1
:1;:5(:1:—1—3) & 23521’—#g & 2°=a & r € {—Va,Va}.
x x

Wegen x,, > 0 fiir alle n € INg muss auch x > 0 gelten, und man erhélt x = y/a als Losung.
Dies endet schon den Beweis. Wir geben noch eine heuristische Bgriindung an.

Fehlerabschitzung:
Wegen (2) gilt fiir alle n € IN:

2 2
fonia = va] = oy = va = VO < LB o 2,

Ist beispielsweise |z, — /a| = 107" fiir ein k € IN, so gilt

|n41 — Val < %10—2’?



In der Tat verdoppelt sich in jedem Iterationsschritt die Anzahl der “korrekten (Dezimal)Stellen”
von x,. So gilt zum Beispiel fiir a =2 und b = 1:

r = 5 = 1,5
17
= — =1,416...
2 12"
577
= T =1,414215...
x3 408 ’ )
im Vergleich zu v/2 = 1,41421356 . ... O

Beobachtung. (i) Sind a,b € Q, so ist auch z,, € Q fiir alle n € IN, auch wenn der Limes
V/a irrational ist.

(ii) Der Startwert zo = b beeinflusst den Grenzwert sowie die Konvergenzrate nicht.
Eine Erweiterung dieses Verfahrens zum Ziehen der k-ten Wurzel ist gegeben durch:
Verfahren zum Ziehen der k-ten Wurzel
Es seien a € (0,00), k € N, k > 2, b* > a und

1
xo=0b und x4 := % ((k — Dz, + :U;l> Vn € INp.

Dann ist lim z, = {/a.
n—oo

Exponentielles Wachstum

Eine Anlage von Anfangskapital A mit jahrlichem Zinssatz p > 0 ergibt nach einem Jahr das
Endkapital

. p
E=A-(1 ta=_——.
(1+«), mita 100

Nach ¢t € IN Jahren ohne Zinseszins hat man

E=A-(1+t-a).

Haben wir eine Zinsauszahlung zu den Zeitpunkten % und t, so gilt

= (u(3)) () <o)’

Bei n Zinsterminen hat man entsprechend Zeitpunkte

t ot
—2—, ..., (n—1
n7 n7 7(n )

=t

t
yN—
n

3|

und damit eine Zinsauszahlung von £ = A (1 + %a)n.
Einer “stetigen Verzinsung” entspricht also der Limes n — oo. Dies motiviert die Untersuchung
der Folge

(en(@)pen, TE€R, mit ey(z)= (1+%)".



Das Kapital wichst mit Zinseszins schneller als ohne. Daraus folgt, dass die Folge (e, (z))
flir x > 0 isoton beziiglich n € N ist.

nelN

Betrachte nun die modifizierte Folge gegeben durch

fal@) = (14 %)"H = ea(w) (1+ %) :
wobei f(z) > ey (z) fir = > 0.

Man kann zeigen, dass die Folge (f,,(x)) streng antiton ist. Insgesamt gilt also fiir x > 0:

n>ng

e1(z) <ez(w) <es(x) <...< f3(z) < fa(@) < f1(®).

Damit ist (e,(z)),cn streng isoton und von oben beschrénkt und (fn(7)),c streng anti-
ton und von unten beschrénkt. Nach dem Satz der letzten Vorlesung sind die Folgen dann
konvergent. Wir schreiben

lim e,(z) =:e(z) und lim f,(z)=: f(x).

n—oo n—oo

Da bekannterweise lim,,_yso (1 + %) =1, folgt

i ) = Jim ealo)- fim (14 ) = Jim ea(o),

es gilt also e(x) = f(x).
Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit

T\ "
exp(z) := lim (1+ —) .
n—o00 n
Damit haben wir die Exponentialfunktion
exp: R = R, 2z~ exp(x)
definiert. Speziell heifst
e:=exp(l) die Eulersche Zahl.
Insbesondere ist e € (2,3): Setzt man e, := ey (1) bzw. f, := fy(1) fiir n € N, gilt ndmlich

2=e1<e< f3<3.

Die ersten Dezimalstellen lauten 2, 718281828 ..



