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Definition (Rationale Zahl)

Eine reelle Zahl o« € R heifit rational, falls sie sich als Bruch zweier ganzen Zahlen
darstellen 1dft, d.h., wenn a,b € Z existieren mit b # 0 und o = %

Die Menge aller rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.
Die reelle Zahlen, die nicht rational sind, also die der Menge R \ Q gehoren heifsen
wrrationale Zahlen.

Aufgabe 1) (V2 ¢ Q)

In dieser Aufgaben werden Sie per Widerspruch beweisen, dass v/2 irrational ist.
(a) Sei n € IN eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie:
ist n gerade, dann teilt 4 die Zahl n?.

(b) Sei n € IN eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie: wenn 2 ein Teiler von n? ist, dann ist 2
bereits ein Teiler von n.

.. a e
(c) Angenommen es existieren a,b € IN, sodass v/2 = 7 Wir konnen annehmen, dass a und

b keinen gemeinsamen Teiler haben. Erreichen Sie einen Widerspruch, indem Sie zeigen,
dass a und b beide gerade sind.

Aufgabe 2)

(a) Seien a, 8 € @ rationale Zahlen. Zeigen Sie, dass a + (8 sowie af auch rational sind,
nach der obigen Definition.

Seien im folgenden «a, f € R\ Q. Fiir die néchsten beiden Fragen geben Sie einen Beweis
(falls die Antwort positiv ist) oder ein Gegenbeispiel an.

(b) Ist @f immer irrational?
(c) Ist a+ (8 immer irrational?

(d) (Bonus) Zeigen Sie, dass mindestens eine der beiden Zahlen «+ 8 und o — (3 irrational
ist.



Aufgabe 3)

Zeigen Sie: fiir n € IN:

(a) Firx,y e R,z > 1, y > 1 gilt

|%_W‘: lz -yl _ lz -yl
n—1 n—1
kgo n/.’Ek n/ynflfk kgo( W)k (W)nflfk

(b) Bestimmen Sie, falls moglich, eine obere Schranke, die kleinste obere Schranke, das

Maximum der Funktion:
f:[l,00) x [1,00) — R
n—1 -1
f(z,y) = (Z({’/E)k (W)"_l_k>

k=0

(c) Bestimmen Sie, falls moglich, eine obere Schranke, die kleinste obere Schranke, das
Maximum fiir simtliche Differenzenquotienten der Funktion:

W:D:=[l,00) — R
W) = 7

(d) (Diskussionsfrage) Warum haben wir bei (¢) den Definitionsbereich der Wurzelfunk-
tion nicht als D := (0, 00) gewihlt?



