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Aufbau der heutigen Vorlesung

1. Einstieg — was ist das uberhaupt?

2. Beweistypen aus fachlicher Perspektive

a. Beweis durch vollstandige Induktion
3. weitere Beweistypen

4. Beweis-Check
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Grundlegendes

» Was ist alles wichtig im Zusammenhang mit Beweisen?

Definition:

Satz (oder Theorem):

Beweis:

Vermutung:

Axiom:



« Anforderungen an Beweise

» Luckenlosigkeit und Vollstandigkeit
* Minimalitat
* Formalisierung in Struktur, Sprache und Symbolik



Grundlegendes

* Funktionen von Beweisen

Verifikation:
Erklarung:
Kommunikation:
Entdecken:

Systematisierung:

(Villiers, 1990)
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Beweistypen aus fachlicher Perspektive

Was kommt heraus, wenn man

die Zahlen von
1 bis 100 addiert?




10

Beweistypen aus fachlicher Perspeltiva

® 4
Carl Friedrich Gauf}
29 gehort zu den
bedeutendsten
Mathematikern,
die je gelebt haben.

Erwurde 1777 in

Braunschweig geboren.

Carl Friedrich Gaufg (1777-1855)

Als Carl Friedrich Gau 10 Jahre alt war, stellte sein

Lehrer der Klasse eine grofse Rechenaufgabe:

Carl Friedrich Gaufy

29 gehort zu den

Berechnet die Summe aller Zahlen von 1 bis 100.
Viele Kinder rechneten 1 +2 + 3 + 4+ ... + 99 + 100.

bedeutendsten
Mathematikern,

die je gelebt haben. Aber Carl Friedrich Gberlegte ein wenig und nannte
Erwurde 1777 in als Ergebnis die Multiplikation 50+ 101.

Braunschweig geboren. Warum passt die Multiplikation zur gropen

Carl Friedrich Gauf$ (1777-1855) Rechenaufgabe?

Als Carl Friedrich Gauf3 10 Jahre alt war, stellte sein
Lehrer der Klasse eine grofte Rechenaufgabe:
Berechnet die Summe aller Zahlen von 1 bis 100.
Viele Kinder rechneten 1+2+3+4+..+99 + 100.
Aber Carl Friedrich Uberlegte ein wenig und nannte
als Ergebnis die Multiplikation 50-101.

MCELIRERE  Uberlegen Sie gemeinsam:

Wie sehen die
unterschiedlichen

Rechenaufgabe?

Begriindungsformen, die Sie
gestern kennengelernt haben,
fur dieses Beispiel aus?




Reminder: Beweistypen aus didaktischer Perspektive

Darstellungsebene/ symbolisch ikonisch
Formalisierungsgrad

beispielgebunden | beispielgebunden

beispielgebunden symbolisch ikonisch

generell generell symbolisch ' generell ikonisch
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Beweistypen aus didaktischer Perspektive Die Summe der Zahlen 1
bis 100 entspricht 5050.

Beispielgebunden symbolisch

Beispiel bereits

vorhanden
1 + 100 = 101
Beweis: 2 + 99 = 101
3 + 98 = 101
4 + 97 = 101
5 + 96 = 101
49 + 52 = 101
50 + 51 = 101

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe der aufeinanderfolgenden Zahlen von 1 bis 100 in 50 Teilsummen aufteilen lasst, die jeweils 101 ergeben,

folgt daraus, dass das Ergebnis 50 -101 = 5050 ist.
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Beweistypen aus didaktischer Perspektive Die Summe der Zahlen 1
bis 100 entspricht 5050.

Beispielgebunden lkonisch

2+99=101 1+100=101
OOOO0O 00000 OOOCO 00000
Oder ist das ololololololololele olololololioolole0
h I 910100000000 QO000: 00000
schon genere OO0000O: 00000 LOC0O0:O0O0O00
ikonisch? Q0000 00000 Q000000000
OQOCO0:00000 COCOQ 00000
OO0O000 00000 OOOCO 00000
10O0000 00000 1OOO000 00000
OO0O0O: 00000 eleleeolelo oo o
IOCO0O0C 0000 1OC0CO 00000

o

—_

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe der aufeinanderfolgenden Zahlen von 1 bis 100 in 50 Teilsummen aufteilen lasst, die jeweils 101 ergeben,

folgt daraus, dass das Ergebnis 50 -101 = 5050 ist.
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Beweistypen aus didaktischer Perspektive Die Summe von zwei

aufeinanderfolgenden

generell ikonisch natlrlichen Zahlen ist
immer ungerade.

Voraussetzungen:

=" @ - 00 ey,
=11 @ - O O® -

Beweis:

2

‘N
atb=n+(n+1)=2-n+1 ® O

+ 1

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe aus a + b als immer Plattchen mit der Lange 2n + 1 darstellen lasst, ist die Summe ungerade.

Diese Beweisfuhrung gilt analog fur alle naturlichen Zahlen a, b, mit b= a+1.

technische universitat
dortmund

Vorkurs 2024



Beweistypen aus didaktischer Perspektive

generell symbolisch

Voraussetzungen:

a=n
Betrachtung der Vorauss

b=n+1

Beweis: mungen herleiten

Behauptung mit Termumfor
atb=n+(n+1)=2-n+1

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe aus a + b als 2n+ 1 darstellen lasst, ist die Summe ungerade.

Diese Beweisfuhrung gilt analog fur alle naturlichen Zahlen a, b, mit b= a+1.

Die Summe von zwei

aufeinanderfolgenden

naturlichen Zahlen ist
immer ungerade.

E ty,
/7’76
l‘u h
8.

deduktive Schlussfolgerung
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» Beweismethode, um eine Behauptung fur alle naturlichen Zahlen
nachzuweisen

Satz: Prinzip der vollstandigen Induktion

Es sei A(n) fir n € N eine unendliche Folge von Aussagen. Es gelte
(1) A(n) ist wahr fir einn € N und
(2) A(n) > A(n+ 1) farallen € N.

Dann ist A(n) wahr fir allen € N.

* Bemerkung

« Die Prufung von Bedingung (1) wird als der Induktionsanfang (l.A.)
bezeichnet.

* Die Prufung von Bedingung (2) wird als der Induktionsschritt (1.S.)
bezeichnet.
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Bewels durch vollstandige Induktion

e Peano-Axiome

Axiom 1: 1 ist eine naturliche Zahl

Axiom 2: Jede naturliche Zahl hat genau einen Nachfolger.
Axiom 3: Es gibt keine natlrliche Zahl, dessen Nachfolger 1 ist.

Axiom 4: Unterschiedliche naturliche Zahlen haben unterschiedliche
Nachfolger.

Axiom 5: Es sei M eine Menge natUrlicher Zahlen mit den Eigenschaften:
1 gehort zu M und wenn x zu M gehort, so gehort auch der Nachfolger von
x zu M. Dann umfasst M alle natUrlichen Zahlen.

Induktionsaxiom

(eines der grundlegenden
Prinzipien der Mathematik)




* Inhaltliche Vorstellung Behauptung

l.A.

I.V.
I.B.

Fir alle passend aufgestellten Dominosteine gilt:
werden die Dominosteine angeschubst, so fallen sie um

oy

Die Aussage gilt furn =1 LLA. Der erste Stein fallt um
die Aussage gilt fir einn L.V. der Stein Nr. n fallt um
die Aussage gilt firn + 1 1.B. Stein Nr.n 4+ 1 fallt um

— Priifen dieser Behauptung im Induktionsschritt
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« Ausgangsbeispiel: Summe aller naturlichen Zahlen von 1 bis 100

1 + 100 =
2 + 99 =
3 + 98 =
4 + 97 =
5 + 96 =

49 + 52 =
50 + 51 =

100
100

i=1

101
101
101
101
101

101
101

Behauptung
Fur allen € N gilt
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Bewels durch vollstandige Induktion

Behauptung
Fir alle n € N gilt
n
n n-m+1)
i=—-(n+1) =
D= ) ="
=1
Induktionsanfang .
Die Behauptung gilt fir n = 1, denn es gilt Z = (1 + 1)
=1
Induktionsannahme/-
(41 voraussetzung (l.V.)
WENN Annahme: Es gelte Zl = > fireinn € N,

i=1

S i+ -(n+D+1)
DANN zu zeigen: zl=

2 Induktionsbehauptung
=1 (.B.)




2

Bewels durch vollstandige Induktion

’ili_(n+1)-((n+1)+1)_(n+1)-(n+2)
B 2 B 2

Zu zeigen:
i=1

Induktionsschritt

Anwenden der

Induktionsannahme/-
voraussetzung

(n+1)-(n+2)
B 2
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Bewels durch vollstandige Induktion

Satz: Dreiecks und Quadratzahlen
Die Summe zweier benachbarter Dreieckszahlen ist eine Quadratzahl. Formal:

Dy +Dpy1 = Qnia

Legt man verschiedene Dreiecks- und Quadratzahlen
mit Plattchen, wird der Zusammenhang zwischen
ihnen schnell ersichtlich.

Aber warum ist das so? Skizzieren Sie selbst die Aussage

mithilfe von Punktemustern, um

sich den Zusammenhang zu

Legt man zwei gleiche Dreieckszahlen aneinander, so muss verdeutlichen.
man, um ein Quadrat zu erhalten, die Diagonale doppelt

belegen. Zieht man die Anzahl der sich Gberlappenden

Plattchen ab, so erhalt man die nachstkleinere Dreieckszahl.
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: iy : : o
Beweis durch vollstandige Induktion . #5 mee
- Satz: Dreiecks- und Quadtratzahlen o 33'
o oo ooe <
n+l Q=1 Q=4  Q3=9 Q: = 16
Behauptung: D,+ Dy, = Z L+ z i=M+1)* = Qns o0
o0
Beweis:  LA. Firn=1gilt: D, +D,=1+3=4=2?=(,
I.V. Esgelte D,, + D,;;.1 = Q.41 fUreinn € N .
1.B. zu zeigen: D1 + D, = (n+2)% = 0,4
l.S. n+1 n+2 n+1

2l+zl—zl+(n+1)+zl+(n+2)

=n+1D?*+(n+1D+n+2)
=m*+2n+1)+ (2n+3)
=n*+4n+4

= (n + 2)*
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: .. : : o
Beweis durch vollstandige Induktion . #5 mee
- Satz: Dreiecks- und Quadtratzahlen o 33'
o oo ooe <
n+1 Q-1 Gt G=9 a-16
Behauptung: D,+ D,y = 2 L+ 2 i=m+1)"=Qnss o0
o0
Beweis:  LA. Firn=1gilt: D, +D,=1+3=4=2?=(,
I.V. Esgelte D,, + D,;;.1 = Q.41 fUreinn € N .
1.B. zu zeigen: D1 + D, = (n+2)% = 0,4
l.S. n+1 n+2 n+1

zl+zl—21+(n+1)+21+(n+2)

=(n+1)2 +(n+1)+ (n+2)
=m*+2n+1)+ (2n+3)
=n*+4n+4

= (n + 2)*



Begrunden oder Beweisen?

1. ,Begrindung” mit speziellem Beispiel

5. Begriindung mit Algebraisierung
2. Begriindung mit generischem Beispiel
1+2.+3 +4 05 +b+7+3+J+0=85 2:(Av.sn) sA s 2 v v neh e
' '" J *+0 anAe o 2 + A
e b ! | l - " l J (nad) ¢ (nad) ¢ oo * (Beh) = (nea)
R
S WV
= \l o (nea)
=N

Do odse 2: (A4.4n) » ne(nen) | ish Ae., .h..';_..(h./\)‘
3. Begriindung mit generischem Bild 4. Begrindung mit allgemeinem Bild

6. Begriindung mit vollstandige Induktion
| Y AUAN D Vadu honsankung :
P z’ ; 2 Es)tfb /71.273=:l(2+4)=.j..§
[ " D D 'S,.\,L,.Alrg.h(mSuhnux'(/Au-w: '
lz = E n+d Sel ua zine boliebje  dolt fle e gt
(1212 ML+ Az 2 m)
6/2. % n Sn\Lu RhOo NS L\\».\'S <
A+2+3+44S5+06 3%'(‘0:‘\ 3- 2\,« *((25/\ Laenn (hg‘sgur m;’.ﬂ.l, \‘*‘ s (‘NL‘ .}’M' "“4
Atd 4vn 4 (eA) = (W\‘/t)"m'/‘)
:MlmM) 4 Am 2
.e . . A .’1
Was Uberzeugt Sie am meisten? e midm A
2
Was ist der Unterschied zwischen den == ((weA) L
unterschiedlichen Begriindungen und Beweisen? [Eiiresvrsemrsmemmcmm

Vorversion des in PM-Heft 30 erschienenen Artikels. Praxis der Mathematik in der Schule 51(30), S



Grundlegendes

* Funktionen von Beweisen

Verifikation:
Die Wahrheit einer Aussage soll bewiesen (verifiziert)
werden.

Erklarung:
Die Leser*innen sollen verstehen, warum eine
Behauptung gilt.

Kommunikation:

Ein Beweis vermittelt mathematisches Wissen und
erlaubt es, die Wahrheit einer Aussage zu prufen (und
sich daruber auszutauschen).

Entdecken:
Grunde fur die Richtigkeit einer Aussage werden beim
Beweisen entdeckt.

Systematisierung:

Beweise stellen Zusammenhange zwischen Satzen her.

(Welche bekannten Satze und Definitionen spielen bei
einem Beweis eine Rolle? Wie hangen die Satze einer
Theorie miteinander zusammen?)

We | C h e F u n kt i O n e n VO n 5. Begriindung mit Algebraisierung
Beweisen werden hier

2:(A+.on)mA ¢ 2 ¢+ v 0-A ¢+
*0 e A o 2 + A

(nan) ¢ (nad) ¢ oo % (ned) =+ (nen)
J

bericksichtigt? Was ist flr R
Sie am wichtigsten?

Do olse 2 (A+.4n) » ne(nen) L ish Ae, ~|\a1;—.(|\.A).

6. Begriindung mit vollstandige Induktion

"Vadik honsantan
Yok he S« v ) : % o -
head ¢ €3 )xG :
Yndbulzhonsannofivag
1 uwa 2ine belic fe ook e 'y \((
2 + = 2= +1)
Yaduuzhonsscln S ¢
+A
Ra g wenn dus ¢ ’u‘, \( weha g
At d w + (e A) 3 (waea )t | 1)
M) 4 Am2
S >
st 2m + A
B G
i) [ mAsA) p
4. ,DEBIUNnUUNng (1L SpeELZICielll pespiel Z. DEEIUNUUILIE ITHL BEHENIsLen peispie

l+2.+Z+4 +5+6+7+3 +J+0=5\

JIEE 2]

3 N\
aW
=N
3. Begriindung mit generischem Bild 4. Begriindung mit allgemeinem Bild
VAVAV D
i el
i
7 beA [ 4 D [:]
A
3 g
(7122 EB L
= )
(’/2. n j_

(Villiers, 1990)
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1. Widerlegen durch Gegenbeispiel (Widerlegen einer Vermutung)
Ein Gegenbeispiel zur Implikation A = B ist ein Sachverhalt, bei dem
A wahr und B falsch ist. Dadurch wird die Vermutung A= B
widerlegt, d.h. gezeigt, dass A = B kein Satz ist.

2. Indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch)
(A=>B)e (AN B> 0)

3. Kontraposition
(A= B) & ("B > -A)
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Beweis-Check

Behauptung: Furallen € Ngilt 2| 2n+2)2 +2n = (4n? +8n+4) + 2n

Beweis: LA. Firn = 1 gilt:
I.V. Es gelte fireinn € N,
l.B. ZU zeigen:
Induktionsschritt

Cn+1)+2)?*+2(n+1)

=2n+2)*+2n+2(4n+7)
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Fragen? Vielen Dank!
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