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Aufbau der heutigen Vorlesung

1. Argumentieren im Mathematikunterricht
2. Begrundungen fokussieren

3. Beweistypen aus didaktischer Perspektive
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Kompetenzerwartungen

Die Schuilerinnen und Schuler
. uber mathematische (auch algorithmische) Muster und Strukturen an,
* benennen Beispiele fur vermutete Zusammenhange,

« vergleichen mathematische Muster und Strukturen im Hinblick auf Zusammenhange, Gemeinsamkeiten und
Unterschiede,

. ihre Vermutungen anhand von Beispielen,

. allgemeine Uberlegungen in Bezug auf Beziehungen und GesetzmaRigkeiten anhand von Beispielen,
. ihre Vorgehensweisen nachvollziehbar,

. eigene und fremde Vermutungen oder Aussagen,

* geben Begriundungen anderer wieder,

. die Nachvollziehbarkeit der Begrindungen anderer
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Literatur

., sind der Ort, an dem Bedeutungen ausgehandelt werden, wozu ein
explizit angezeigt werden muss.”

« Argumentieren ist ein wichtiges

« Mathematik befasst sich im wesentlichen mit (Regelhaftigkeiten, Ordnungsgesetzen
oder Strukturen), diese sollen werden

« ,Ausgangspunkte oder Ausloser fur Argumentationen in Lehr-Lern-Situationen sind
Koordinationsprobleme im Bemuhen um gemeinsames Handeln, um Konsens."

« Rechenwege erklaren ist nicht gleich Argumentieren, wichtig ist wird,
ist eine ?
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Argumentieren im Mathematikunterricht

Argumentationsanlasse

Argumentationsanldsse mogliche Fragen Beispiele
bzw. Auftrage
elementare arithmetische »Wenn du eine gerade und eine un- 4+5=9
Aussagen gerade Zahl zusammenzahlst, erhéltst 5+ 6 =11
du eine ungerade Zahl. Stimmt das?
Begriinde! «
Rechenwege / vorteilhaftes »Warum hast du das so gerechnet?« 6+ 5 =11
Rechnen »Was fallt dir auf?« 6+6-1=11
»Geht das auch noch anders? « 5+5+1="11
Rechengesetze »Wer hat Recht?« Marie: 3 +5 =8
»Gilt das immer?« Paul: 5+3 =38
»Warum ist das so?« Kommutativgesetz
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Argumentieren im Mathematikunterricht

Bausteine des Argumentierens

Wahrnehmen von

Beschreiben des Begriinden des

mathematischen
Phanomenen

Wahrgenommenen Wahrgenommenen

geo‘imijﬁge iNersis Vorkurs 2024 (Bezold, 2010)



Wahrnehmen von

Argumentieren im Mathematikunterricht e

Aufgabe: Doppeltreppe I

Setzt die Folge fort!

Welche Muster und Strukturen entdeckt ihr? Warum ist das so?

Bearbeiten Sie diese Aufgabe.
Beschreiben Sie lhre
Entdeckungen, notieren Sie
diese stichpunktartig.
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Argumentieren im Mathematikunterricht

Wahrnehmen von

Wahrnehmen von mathematischen Phanomenen mathematischen

Phdanomenen

 Wahrnehmen mathematischer Sachverhalte
(z. B. Wahrnehmen von Mustern,
Aufgabenzusammenhangen, vorteilhaften
Rechenwegen ...)

» Fokussierung auf relevante

(und ggf. irrelevante) mathematische
Zusammenhange

Immer plus und das
Gleichzeichen steht
immer untereinander.
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Argumentieren im Mathematikunterricht

Beschreiben des Wahrgenommenen

« Wahrgenommene mathematische Phanomene
in eigenen Worten beschreiben

* Nicht allen Kindern fallt es leicht ihre
Gedanken in Worte zu fassen

« Bestmogliche Unterstutzung der Kinder durch
Sprachspeicher

Immer plus. Die erste Zahl wird
um eins kleiner, die zweite um
eins grolRer. Das Ergebnis ist
gleich.
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Argumentieren im Mathematikunterricht

Hinterfragen des Wahrgenommenen

« Ausgangspunkt: Das wahrgenommene
Phanomen wird erstmal angenommen (von
den anderen Kindern oder von sich selbst)

« Hinterfragen liefert Begrindungsnotwendigkeit Ist das immer

so? Warum ist

Das sind nur einige
Rechnungen. Konnte das
auch so weiter gehen?

Ist das auch bei anderen
Packchen so?
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Argumentieren im Mathematikunterricht

Begrunden des Wahrgenommenen

« Untersuchung des Wahrheitsgehalts der
gewonnenen Vermutungen auf allgemeiner
Ebene

« Dafur: Vermutungen an weiteren Beispielen
positiv testen; dabei nichts Widerspruchliches
entdecken

Es ergibt sich ein Muster
bis alle Plattchen blau
sind ...
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Aufbau der heutigen Vorlesung

1. Argumentieren im Mathematikunterricht
2. Begrundungen fokussieren

3. Beweistypen aus didaktischer Perspektive
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Was zeichnet eine gute Begrundung aus?

Allen Begrundungen im Mathematikunterricht ist gemeinsam:

Sie beantworten die Frage nach dem Warum.

Um diese beantworten zu konnen, mussen Lernende ...
« Zusammenhange uber Einzelbeispiele hinaus erklaren.

 die Richtigkeit von Aussagen hinterfragen.
* einbeziehen, wie sie vorgegangen sind.
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Mathematikunterricht?
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Begrundungen fokussieren

Vollstandigkeit begrunden

Zwei Dreierteams geben sich zur Begriipung die
Hand. Wie viele Handschléage werden getauschte

Es sind neun Handschlage,
denn das erste Madchen gibt
erst allen drei Jungs die Hand,
das kann man an den blauen
Pfeilen sehen. Danach das
Zweite und dann das Dritte. Die
Jungs haben dann mit allen
Madchen die Hande
geschiittelt.

Warum sind das alle
Lésungen?
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Begrundungen fokussieren

Zusammenhange begrunden

Der Rechenstrich passt zur Aufgabe.
Ich gehe erst sieben Hunderter vor
und dann sieben Vierer zuriick. Also
bin ich insgesamt siebenmal
Sechsundneunzig vorgegangen.

Warum passt
das?

technische universitat

dortmund Vorkurs 2024 (Pikas, i. E.)



Begrundungen fokussieren

Wirkungen von Operationen begriinden

Meine Losung

Wenn ich die Zahl im linken
Eckstein um 1 erhohe, erhoht sich
auch die Zahl im Dachstein um 4.

Das liegt daran, dass die Zahl in
einem Stein immer aus den
Zahlen in den Steinen darunter
besteht und der Einer mehr dan
auch in den Steinen dariiber 1
hinzukommt.

Wass passiert mit der Zahl im Dachstein, wenn

ich die Zahl im linken Eckstein um 1 erhohe?
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Begrundungen fokussieren

Losungen auf Stimmigkeit uberprufen, Fehllosungen begriunden

Die Wiirfel passen nicht. Ich
sehe nur zwei Wirfel, es
missten aber drei sein, um
zu den anderen Karten zu

passen.

Hier stimmt etwas
nicht. Erklare.
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Was zeichnet eine gute Begrundung aus?

Allen Begrundungen im Mathematikunterricht ist gemeinsam:
Sie beantworten die Frage nach dem Warum.

Um diese beantworten zu konnen, mussen Lernende ...
« Zusammenhange Uber Einzelbeispiele hinaus erklaren.
« die Richtigkeit von Aussagen hinterfragen.
« einbeziehen, wie sie vorgegangen sind.

Auch die Frage nach dem Warum ist abhangig vom jeweiligen Unterrichtsgegenstand und der Art
der Begrundung
« Warum ist das (immer) so?’
* .Warum kannst du so rechnen?’
« Warum gehort etwas zusammen?
 ,Stimmt das? Warum? Warum nicht?’...
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Aufbau der heutigen Vorlesung

1. Argumentieren im Mathematikunterricht
2. Begrundungen fokussieren

3. Beweistypen aus didaktischer Perspektive
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Beweistypen aus didaktischer Perspektive

,We accuse students of the high crime of ,not even knowing what a proof is‘. Yet
we, the math teachers, don’t know it either [...]". (Hersh 1997 , S. 49)

Wann ist ein Beweis ein Beweis?
- keine generell akzeptierten Kriterien
« sozialer Prozess der Akzeptanz innerhalb der mathematischen Community entscheidend

- formaler Beweis als ein |dealbild eines mathematischen Beweises (ausgehend von Axiomen und bereits bewiesenen
Sachverhalten wird das zu Zeigende deduktiv mithilfe spezifizierter Schlussregeln nachgewiesen)

« Vollstandige formale Bewelise in der Unterrichtspraxis zu lang, unubersichtlich und damit unlesbar und unerreichbar

Die in der mathematischen Praxis gangigen Beweise sollen die Betrachter davon uberzeugen, dass
ein vollstandiger Bewels fur den gegebenen Sachverhalt prinzipiell existiert.
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Beweistypen aus didaktischer Perspektive

Beweistypen in der Vorlesung Arithmetik und ihre Didaktik

Darstellungsebene/ symbolisch iIkonisch
Formalisierungsgrad

beispielgebunden  beispielgebunden

beispielgebunden symbolisch ikonisch

generell generell symbolisch generell ikonisch
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Bewelistypen aus didaktischer Perspektive

Die Summe von zwei
aufeinanderfolgenden naturlichen Zahlen
Ist immer ungerade.

technisch i itat
ot e AR Vorkurs 2024



Bewelistypen aus didaktischer Perspektive Die Summe von zwei

aufeinanderfolgenden

beispielgebunden symbolisch naturlichen Zahlen ist
immer ungerade.

a=3,b=4
Voraussetzungen:
a=3 ¢ Voraussetzungen

Betrachtung de

b=a+1=3+1=4

Beweis:

herleiten

3+4=7

Beh
7=3+@3+1)=(2-3)+ 1> 7istungerade

R Sch\ussfo‘gerung
Schlussfolgerung:

Da sich die Summe 7 aus 3 und 4 als ein Vielfaches von 2 addiert mit 1 darstellen Iasst, ist die Summe ungerade.
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Bewelistypen aus didaktischer Perspektive Die Summe von zwei

aufeinanderfolgenden
beispielgebunden Ikonisch natUrlichen Zahlen ist
immer ungerade.

Voraussetzungen:

Die beiden aufeinanderfolgenden Zahlen werden als Plattchenreihen dargestellt, wobei die zweite
Plattchenreihe um ein Plattchen langer ist, als die erste Reihe.

a=3b=4 000 000

Beweis: 2

Legt man die beiden Plattchenreihe untereinander, lassen sich immer zwei ‘
ubereinanderliegende Plattchen als Zweiergruppen zusammenfassen, dabei bleibt ein ‘
Plattchen Ubrig.

00 .

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe aus 3 + 4 als zwei Plattchenreihen der Lange 3 und einem zusatzlichen Plattchen darstellen lasst,
ist die Summe ungerade.
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Bewelistypen aus didaktischer Perspektive Die Summe von zwei

aufeinanderfolgenden

generell symbolisch naturlichen Zahlen ist
immer ungerade.

\Voraussetzungen:

a
b=a+1
a,beN
Beweis:

atb=a+(@+1)=2-a+1

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe aus a + b als 2a + 1 darstellen lasst, ist die Summe ungerade.
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Die Summe von zwei
aufeinanderfolgenden

generell ikonisch natlrlichen Zahlen ist
immer ungerade.

\Voraussetzungen:

Die beiden aufeinanderfolgenden Zahlen werden als Plattchenreihen dargestellt, wobei die zweite Plattchenreihe um ein
Plattchen langer ist, als die erste Reihe.

] ® 00
b=a+1 @ @O@®

Beweis: 2

Legt man die beiden Plattchenreihe untereinander, lassen sich immer zwei . '
ubereinanderliegende Plattchen als Zweiergruppen zusammenfassen, dabei bleibt ein ‘ :
Plattchen Ubrig.

- a
0@
1 90®

Schlussfolgerung:

Da sich die Summe aus a + b immer als zwei Plattchenreihen der Lange a und einem zusatzlichen Plattchen darstellen lasst,
ist die Summe ungerade.
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Bewelistypen aus didaktischer Perspektive

Konstanzgesetz der Division

Fur drei naturliche Zahlen a, b und c,

mitc laund c | b gilt:
a:b=(@:c):(b:c)
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Konstanzgesetz der Division

Far drei naturliche Zahlen a, b

beispielgebunden symbolisch und ¢, mitclaund c | b gilt:

a:b=(a:c):(b:c)
a=32,b=8,c=2

Voraussetzungen:

2132 > 2-16=32
218 > 2-4=8

Beweis:

(2-16):2):((2-4):2) =

Schlussfolgerung:

Die gleichsinnigen Veranderungen heben sich gegenseitig auf,
deshalb bleiben nur der urspriungliche Dividend und Divisor Ubrig. Der Quotient bleibt also der Gleiche.
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Konstanzgesetz der Division

Fur drei naturliche Zahlen a, b
beispielgebunden symbolisch und ¢, mitclaund c | b gilt:
a:b=(a:c):(b:c)
a=32,b=8,c=2

Voraussetzungen:

2132 > 2-16=32 Beweisen Sie nun das Konstanzgesetz der Division

218 > 2-4=8 generell symbolisch.
Beweis:
e 216 2 32
) : . ) : -2 =420 = _24_ )
((2-16):2):((2-4):2) 57 > 248 32:8

2

Schlussfolgerung:

Die gleichsinnigen Veranderungen heben sich gegenseitig auf,
deshalb bleiben nur der urspringliche Dividend und Divisor ubrig. Der Quotient bleibt also der Gleiche.
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Bewelistypen aus didaktischer Perspektive NCISENEL DG AR

Fur drei naturliche Zahlen a, b

beispielgebunden ikonisch und ¢, mitclaund c | b gilt:
a:b=(a:c):(b:c)

a=32,b=8,c=2

Voraussetzungen: ‘ . . . . ’ . .
2|32 > 2-16=32 ‘.‘.‘..‘
e s oams 0000000 00000000
| - 00000000
Beide Zahlen 32 und 8 lassen sich durch Plattchenbilder
darstellen, die sich jeweils in zwei gleich grof’e Gruppen
unterteilen lassen.
technische universitat Vorkurs 2024

dortmund



Bewelistypen aus didaktischer Perspektive NCISENEL DG AR

Fur drei naturliche Zahlen a, b

beispielgebunden ikonisch und ¢, mitclaund c | b gilt:
a:b=(a:c):(b:c)

a=32,b=8,c=2

Beweis

Die 32 Plattchen lassen sich in vier 8er Gruppen einteilen. ‘ ’ . . ’ ‘ . .
00000000
00000000
00000000

Betrachten wir nur die Halfte der Plattchen, also 16 und halbieren —. ‘ . .—] ‘ ‘ . .

gleichzeitig die Grofde der Gruppen, so ist zu erkennen, dass sich 16 . . ‘ .l . . . .

Plattchen ebenfalls in vier gleich gro3e Gruppen einteilen lassen. ‘ ’ ‘ ‘l ‘

Schlussfolgerung: ‘ . ' 'l‘ ‘ ' .

>

Bei der gleichsinnigen Veranderung der Gesamtanzahl sowie der Gruppengrolie bleibt die Anzahl der Gruppen gleich.
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beispielgebunden ikonisch Wie kann eine passende lineare Darstellung aussehen?

Inwiefern andert sich dann die Sprache?
a=32,b=8,c=2

\Voraussetzungen:

Beide Zahlen 32 und 8 lassen sich durch Plattchenbilder o oo 00 ®@®@®

ST e - - 00000000 00000000
darstellen, die sich jeweils in zwei gleich grole Gruppen geoeoee00®®@®

unterteilen lassen.

00000000
Beweis 00000000
00000000
Die 32 Plattchen lassen sich in vier 8er Gruppen einteilen. Betrachten wir 00000000
nur die Halfte der Plattchen, also 16 und halbieren gleichzeitig die Grolde 00000000
der Gruppen, so ist zu erkennen, dass sich 16 Plattchen ebenfalls in vier 00000000
gleich grofRe Gruppen einteilen lassen. (XYxirxxx;
(XX XLE YL

Schlussfolgerung:

Bei der gleichsinnigen Veranderung der Gesamtanzahl sowie der Gruppengrolie bleibt die Anzahl der Gruppen gleich.
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beispielgebunden ikonisch Beweisen Sie nun das Konstanzgesetz der Division

generell ikonisch.
a=32,b=8,c=2

\Voraussetzungen:

Beide Zahlen 32 und 8 lassen sich durch Plattchenbilder o oo 00 ®@®@®

ST e - - 00000000 00000000
darstellen, die sich jeweils in zwei gleich grole Gruppen geoeoee00®®@®

unterteilen lassen.

00000000
Beweis 00000000
00000000
Die 32 Plattchen lassen sich in vier 8er Gruppen einteilen. Betrachten wir 00000000
nur die Halfte der Plattchen, also 16 und halbieren gleichzeitig die Grolde 00000000
der Gruppen, so ist zu erkennen, dass sich 16 Plattchen ebenfalls in vier 00000000
gleich grofRe Gruppen einteilen lassen. (XYxirxxx;
(XX XLE YL

Schlussfolgerung:

Bei der gleichsinnigen Veranderung der Gesamtanzahl sowie der Gruppengrolie bleibt die Anzahl der Gruppen gleich.
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Beweistypen aus didaktischer Perspektive

Beweis-Check

Beweisstruktur:
o Beweise beginnen bei der Voraussetzung und enden bei der Behauptung. Sie enthalten keine
Zirkelschlusse.
o Die Schritte der Beweisfuhrung sind erkennbar (\Voraussetzung, Beweis, Schlussfolgerung).

Argumentationsbasis:
o Beweise beruhen nicht nur auf einzelnen Beispielen, sondern auf dedukiiven Schlussfolgerungen.

o Alle verwendeten Variablen werden definiert.

Beweiskette:
o Jeder Beweisschritt folgt aus dem Vorhergehenden und wird durch eine Begrundung gestutzt. Ein
erlauternder Text sorgt bei Bedarf fur die Nachvollziehbarkeit der Beweisschritte.
o Herleitung der Aussage mithilfe von Termumformungen und/oder logischen Schlussfolgerungen,
verwendete Rechengesetze werden dabei notiert.
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« Bezold, A. (2009). Férderung von Argumentationskompetenzen durch selbstdifferenzierende Lernangebote - ein Studie im
Mathematikunterricht der Grundschule. Verlag Dr. Kovac.

« Bezold, A. (2010). Mathematisches Argumentieren in der Grundschule férdern. Verflugbar unter:
https://primakom.dzim.de/primafiles/uploads/Dokumente/Arg_Handreichung_Mathe Bezold.pdf

« Biehler, R., Kempen, L. (2016). Didaktisch orientierte Beweiskonzepte — Eine Analyse zur mathematikdidaktischen Ideenentwicklung. J Math
Didakt 37, 141-179. https://doi.org/10.1007/s13138-016-0097-1

* PIKAS-Team (im Erscheinen). Mathematik sprachbildend unterrichten. Ministerium fur Schule und Bildung des Landes Nordrhein-Westfalen
(Hrsg.).

Internetlinks

« Arithmetik digital (2024). Konstanz des Quotienten. Verflgbar unter: https://adi.dzim.de/node/118
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