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Kapitel I — Methode der kleinsten Quadraten

Nachweis des Minimums anhand der quadratischen Erganzung

Wir zeigen mit einer anderen Methode, dass in dem schon berechneten Punkt (ag, ¢p) tatséch-
lich ein Minimum vorliegt. Diese Methode kommt vollstdndig ohne Ableitung aus.
Da wir den Punkt (ag, co) gerade so bestimmt haben, dass dort beide erste Ableitungen ver-

schwinden, gilt
N

D, := 22(@01&? + Cgtj — ’r‘jtj) =0
=1

N
= QZ(CLotj +co — Tj) =0
Jj=1

Dass sich durch Einsetzen der bestimmten Werte (ag, ¢p) in der beiden Gleichungen Null ergibt
liisst sich direkt zeigen (Ubungsblatt 6, Aufgabe 2).

Wir wollen nun fiir beliebige (a,c) € R? die Funktionswerte Q(a, ¢) und Q(ao, cp) vergleichen.
Die binomische Formel liefert:

(at1 +c— 7"1)2 = [(at1 +c—apt1 — Co) + (a0t1 +co — 7"1)]2
= (at1 + ¢ — apt1 — Co)2 + (aot1 +co — 7“1)2 + 2(at1 + ¢ — aot1 — co)(aot1 +co — 1)

Analog gilt fiir alle j = 2,3,..., N. Wir erhalten:
(atj +c— Tj)z = (atj +c— aot]’ — 00)2 + (aotj “+co— T’j)Q —+ Q(CLt]’ +c— aotj — Co)(aot_j +co— T‘j)
Addiere alle N Gleichungen auf:

Qla,c) = (atj +c—r;)?
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Die letzte beide Terme sind Null, da D, = D. = 0. Also erhalten wir insgesamt
N

Q(a,c) = Q(ao,co) + Z(atj + ¢ —apt; —cp)® > Q(ao, co)

J=1

>0 (Summe von Quadraten)

Reflektion

Wir haben ganz ohne Benutzung von Ableitungen gezeigt, dass in (ag, ¢p) ein Minimum
vorliegt. Das lag daran, dass die Funktion (a,c) — Q(a, c) eine sehr spezielle Struktur
hat, inbesondere, dass nur quadratische Terme auftauchen. Diese spezielle Funktion
kann man sowohl mit den Methoden aus der “Analysis” (Stichwort Ableitung) als auch
mit den aus der “Algebra” (Stichwort Binomische Formel) untersuchen.

Frage: Ist (ap,cp) das einzige Minimum von Q7
Zwei Moglichkeiten dies zu beantworten:

1. Mit Vorwissen aus der Schule und etwas Beweislust kann man nachweisen, dass

£

fo-0
taséchlich notwendige Bedingugen fiir ein Minimum sind. Diese sind nur im Punkt
(a0, co) efiillt. Wenn es tiberhaupt ein Minimum gibt, dann ist es in (ao, co).

2. Mit Widerspruchsbeweis: angenommen es existiert ein weiteres Minimum (as, ¢,) mit
Q(ao, co) = Q(ax, ¢x). Dann gilt
N

Z(a*t]’ —agt;j + ¢y — 60)2 =0
=1

Damit eine Summe von Quadraten Null ergibt, miissen alle Summanden einzeln Null
sein. Dies bedeutet:

Cy —Co) — a0t1 —axt1 =t (a() — CL*)
Cy —Cop — aotQ — axlog = tz(ao — a*)
e —co = apty — axty =ty(ag — ax)

o Falls a, # ag darf ich durch ay — a, dividieren:

Cx —CQ — tl

ap—ax
cx—Co __
ap—ax t2
Cx—Co __
ao—ax tn

also sind alle Messzeiten gleich, im Widerspruch zu unserer (Modell-)Annahme.

o Falls ag = a, so folgt
0=uapt;1 —ast1 = cx —cop = cog = Cx

also sind (as, c,) und (ao, co) keine unterschiedliche Punkte.



Kapitel II. Der Vektorraum R”

Schon aus der Schule kennt man die Ebene R?, also den 2-dimensionalen Raum, und ebenson
kennt man R?, den 3-dim. Raum.

Elemente von R? bezeichnet man sowohl mit Zeilenvektoren (z1,x2) oder (z,y) oder (a,b)
oder (u,v) als auch mit Spaltenvektoren <§1> oder (5) oder <Z> oder <Z>

2
Man sagt, dass diese Spaltenvektoren die “ITransponierte Vektoren” zu den entsprechenden
obigen Zeilenvektoren sind, und umgekehrt. Geschrieben wird

(@, y)7 = (;) sowie (Z)T = (a,b)

Vektoren werden oft (z.B. in der Physik) mit Pfeilen bezeichnet, z.B. & = <§1) und die Zahlen
2
x1, 22 € R heiflen die erste bzw. zweite Komponente von Z.

In Mathematikvorlesung werden die Pfeilen normalerweise weggelassen, und wir schreiben
einfach etwa

v = (v1,v2,v3) € R?

Oft trifft man Spalten (oder Zeilen) mit mehr als 2 oder 3 Komponenten an, z.B. in Excel
Tabellen.

r1 Y1 2

T2 Y2 22

I3 Yz Zz3

T4 Y4 24

L5 Ys 25
hier konnen die Spalten (x1,...,x5) und (y1,...,ys) vorgegeben sein, und die Elemente der
Spalte z1,..., z5 als summe definiert sein, d.h. z; = x; + y;.

Dann ist der Vektor z € R® die summe z + 3 der Vektoren z,y € R?:

x1 Y1 T1+ Y1 21
2 Y2 T2 + Y2 z2
3|+ |ys|=|z3stys| =19
x4 Ya T4+ Y4 Z4
Ts5 Ys 5 +Ys Z5

Definition 1. (Vektoren in R™)
Ein Vektor mit n reellen Komponenten ist ein n-Tupel reeller Zahlen, darstellbar als

U1
U= (Ula"'vvn) =

Un

Fiir Vektoren in R™ definieren wir zwei Operationen



Definition 2. (Vektoraddition und Skalarmultiplikation)

Seien
Uy U1
i=\1 .|, U= e R"
Un Un
Die Summe 4 + ¥ ist definiert als
ul + U1
L U2 + V2 n
U+U= eR
Uy, + Up

Sei nun A € R eine reelle Zahl. Die Skalarmultiplikation® ist definiert als

V1 )\Ul
V2 )\’UQ

M =A-T=2A = . e R"
Un, AUy,

ONicht mit Skalarprodukt zu verwechseln!



