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Kapitel I — Methode der kleinsten Quadraten

Letztes mal haben wir festgestellt:

e Die erste Ableitung der Funktion R +— Q(R) ist Null im Punkt
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e Dies ist der einzige Wert von R mit verschwindender Ableitung (Alle Umformungen
waren Aquivalenzumformungen “ <= ")

e In R = Ry liegt ein Minimum vor, sogar ein striktes Minimum, da
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Minima und Maxima

Sei f eine Funktion mit Definitionsbereich D = (a,b) C R und Wertbereich R:
f+D—=R

e In einem Punkt zg € D liegt ein lokales Minimum von f vor, genau dann wenn
es ein (kleines) € > 0 gibt, sodass fiir alle © € (xg — €,z + €) gilt f(z) > f(x0).

e In einem Punkt xg € D liegt ein striktes lokales Minimum von f vor, genau dann
wenn es ein (kleines) e > 0 gibt, sodass fiir alle z € (xy — €, 29 + €) mit x # xo

gilt f(z) > f(zo).

e In einem Punkt zg € D liegt ein lokales Maximum von f vor, genau dann wenn
es ein (kleines) € > 0 gibt, sodass fiir alle x € (xg — €,z + €) gilt f(z) < f(xo).

e In einem Punkt zo € D liegt ein striktes lokales Mazimum von f vor, genau dann
wenn es ein (kleines) e > 0 gibt, sodass fiir alle z € (g — €, ¢ + €) mit z # xg

gilt f(z) < f(xo).



e In einem Punkt xg € D liegt ein globales Minimum vor, genau dann wenn, fiir

alle z € D gilt f(z) > f(xo).

e In einem Punkt z¢g € D liegt ein striktes globales Minimum vor, genau dann wenn,

fiir alle z € D\ {zo} gilt f(x) > f(xo).

e In einem Punkt zg € D liegt ein globales Mazimum vor, genau dann wenn, fiir

alle x € D gilt f(x) < f(xo).

e In einem Punkt xg € D liegt ein striktes globales Mazimum vor, genau dann wenn,

fiir alle x € D\ {x0} gilt f(z) < f(zo).

e Wenn man blof Minimum (bzw. Mazimum) sagt ist lokales Minimum (bzw. lo-

kales Mazimum) gemeint.

Warnung! Ein globales Minimum (bzw. Maximum) muss nicht existieren und, falls es

eins gibt, muss nicht eindeutig sein.
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In (u.a.) « = —1,z = 0,z = 1 liegen globale Minima vor.
2
f(x) = sin(x)
X=-T1/2 x=3mn/2
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Fiir jedes n € Z liegt in @ = 7 + 2nm ein globals striktes Ma-
ximum vor und in x = % + 2n7 ein globals striktes Minimum.

In x = —1 liegt ein lokales nicht-striktes Minimum vor. In
x = 2 liegt ein lokales striktes Maximum vor.
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In z = a liegt ein lokales striktes Minimum vor; in @ = b ein
lokales striktes Maximum und in z = c ein globales striktes
Minimum.

e Da die 2. Ableitung von @ iiberall strikt positiv ist, kann man folgern, dass die Funktion

Q@ folgende geometrische Form hat
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e Wenn ich mich also von xg nach links oder rechts entferne, biegt sich die Kurve nach
oben und dies schliefft intuitiv weitere Minima aus

Konvexe Funktion
Eine Funktion f: (a,b) — R heift konvez, genau dann wenn fiir jedes Punktepaar

x1,22 € (a,b) mit z1 < x2 und fiir jedes ¢ € [0, 1] gilt

f(tz1) + (1 —t)wy < tf(w1) + (1 — 1) f(x2) (A)
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Indem ich den Wert von ¢ kontinuierlich von 0 bis 1 erhohe, taste ich das gesamte Inter-
vall von x1 bis 22 ab und an jeder Stelle liegt der Funktionsgraph unterhalb der Sekante.
Mit der Notation des letzten Bilds, wo f die “rote” Funktion ist, dann ist die Sekante
die Gerade durch die Punkte (z1, f(x1)) und (z2, f(x2)). Sie hat (siehe 3. Vorlesung)
die Form

z1) — f(z z1) — f(z
g(m):f( 1) f( 2)33—|—f(:£1)f( 1) f( 2):1;1 (B)
xr1 — T2 xr1 — T2
Bonusaufgabe: Uberzeugen Sie sich von folgendem:
ist f: (a,b) — R eine konvexe Funktion wie in (A), sind x1, 9 € (a,b) mit x; < z und
ist g: R — R eine Sekante wie in (B) dann, fiir alle x € (x1,z9) gilt g(x) > f(x).

e Einsetzen des Wertes Ry in die Geradengleichung ergibt
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und dies ist die unseren Messdaten zugrundliegende beste Bestimmung des Wiederstan-

des.

Erginzende Frage: Wie fehlerbehaftet ist unsere Messung? Das kann ich ablesen aus der
Groke Q(Ry) des quadratischen Fehlers @@ an der Stelle Ry:
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Wir betrachten wieder eine Situation, wo nur ein Parameter zu optimieren ist. Aber diesmal
“der konstante Term”.

Aufgabe 7 (Beste konstante Funktion)

Zu gegebenen Daten (z1,yly, (z2,%2),..-,(*N,YN) € R? finde unter der Schaar der waage-
rechten Geraden g: R — R, g(z) = ¢ (der Wert von a ist bei waagerechten Geraden Null)
dijenige mit dem kleinsten quadratischen Fehler.

Anders formuliert: Bei welcher konstanten Funktion ¢g: R — R, g(z) = ¢ ist der folgende
quadratische Gesamtfehler am kleinsten?

Wie bei Kurvendiskussion

e Berechne die 1. Ableitung:
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e Notwendige Bedingung fiir ein Minumum: %Q(C) = 0. Wenn wir dies anwenden erhalten
wir:
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1 N
Die Grofe gy := N Z i heifst das arithmetische Mittel des Datensatzes yi,...,yN-

e Teste die 2. Ableitung, um zu sehen ob tatséchlich ein Minimum vorliegt:
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Die 2. Ableitung ist positiv fiir alle Werte ¢ € R, insbesondere fiir ¢ = §. In ¢ = § liegt
somit tatséchlich ein Minimum von @ vor.



e ¢ = y ist das einzige globale Minimum und der Graph der Funktion @ ist nach oben
gekriimmt, sie ist also konvex.
Reflektion

Der Wert ¢ = g héngt nicht von den z-Werten der Daten (21, y1), (z2,%2), - -, (N, yN)
ab. Das ist aber natiirlich. Beispielerweise hingt das Durchschnittsgewicht eine Popu-
lation nicht davon ab, ob ich die Menschen alphabetisch oder nach Alter aufliste.

e Wie grof ist Q(y)? Also, wie grof ist der minimal erzielbare quadratische Fehler? Dies
erfahren wir durch Einsetzen
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Um dem ganzen eine stochastische Interpretation zu geben, verstehen wir den Datensatz
(z1,91), (z2,92), - - -, (¥, yn) als Zufallsexperiment bei dem jeder Datenpunk mit Wahrschein-
lichkeit 1/N ausgewtirfelt wird.

Einblick in der Stochastik

Annahme: die Werte yy,...,yy werden jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/N angenom-
men. Die Grofe
T
Var(y) := y =~ Z;
]:

heiflt die Varianz des Datensatzes, und
o :=+/Var(y)
heifst die Standard-abweichung.

e Grofe Varianz = Die Werte (y1,...,yn) streuen stark.

e Kleine Varianz = Die Werte (y1,...,yn) streuen wenig.



