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Vorwort

Wie dieses Skript entstanden ist

Im Wintersemester 2022/23 habe ich an der TU Dortmund die Vorlesung , Analysis III fiir
Lehramt Gymnasium und Berufskolleg” gehalten. Die Analysis I am Anfang des Vorlesungs-
zyklus wurde wegen der damals aufgrund von Covid geltenden Einschrankungen mit Kamera
aufgenommen und die entsprechenden Videos unter Moodle zu Verfiigung gestellt. Da es bei
Lehramtsstudenten hiufiger zu Uberschneidungen im Stundenplan kommt, habe ich mich ent-
schieden, bei der Analysis III ebenfalls Videoaufnahmen zu erstellen.

Das vorliegende Skript orientiert sich zum einen an meinen handschriftlichen Notizen, anhand
derer ich die Vorlesung gehalten habe, und zum anderen an der Vorlesung, wie sie an der
Tafel stattgefunden hat und in den Videos festgehalten ist. Manchmal bin ich in der Vorlesung
selbst von den Notizen abgewichen, im Groflen und Ganzen hielt ich mich aber recht eng
daran. An manchen Stellen habe ich die handschriftlichen Notizen nach der Vorlesung nochmal
nachbearbeitet.

Die Videos — genauer: deren URLs in Moodle — sind an den Stellen im Skript, die dem
entsprechenden Vorlesungdatum entsprechen, verlinkt.

Es gibt sicherlich eine Reihe von kleineren Fehlern und ich arbeite — zusammen mit freundlichen
Menschen, die mich auf Fehler hinweisen — daran, diese auszumerzen.

Ein genereller Hinweis zum Sinn und Zweck von Skripten: Das Lesen von Vorlesungsnotizen und
Skripten kann das eigene Denken und Nachvollzichen der Sachverhalte, Schritte und Argumente
nicht ersetzen. Das eigentliche Ziel ist die Verinnerlichung der mathematischen Wahrheiten, so
dass man sie wie etwas Eigenes beherrscht und anderen mitteilen kann. Falls Ihnen an einzelnen
Stellen ein Skript zu knapp formuliert ist, um die dargestellten Sachverhalte zu verstehen,
konsultieren Sie die angegebene Literatur.

Quellen und Beziige

In der Vorlesung bezog ich mich insbesondere auf die beiden Skripte [Bru21] und [Kab18], sowie
die Biicher [Kab97, Kab99] und zu einem geringeren Mafle auf das Buch [Bral0]. Ich bedanke
mich bei den Kollegen Rainer Briick und Winfried Kaballo, dass sie mir ihre unveréffentlichten
Skripte freundlicherweise zu Verfiigung gestellt haben.

Als weitere Literatur kénnen zum Beispiel die anderen im Literaturverzeichnis aufgefithrten
Biicher niitzlich sein.

Danksagung

Ich bedanke mich bei den Assistenten der Vorlesung, Herrn Max Kamper, Frau Friederike
Lemming und Herrn A. Seelmann. Herrn Seelmann danke ich in besonderer Weise fiir die
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Organisation der Ubungen und die Vertretung in einzelnen Vorlesungsterminen. Frau Henrike
Bischoff danke ich fiir das Aufnehmen und Hochladen der Vorlesungsvideos.

Den Horerinnen und Horern meiner Vorlesung danke ich fiir die Hilfe beim Tafelwischen, das
Interesse, die Fragen und die aktive Teilnahme.

Auch diese Vorlesung hat mir viel Freude bereitet!

Herrn A. Nuss danke ich fir die kompetente und ziigige Erstellung des IKTEX-Satzes dieses
Skripts und Herrn Seelmann fiir Korrekturhinweise.

Dortmund, den 2. Juli 2024 Ivan Veselic¢
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1 INTEGRATION IM RY

|LINK: TEIL 1 DER 1. VORLESUNG VOM 12.10.2022

1 Integration im R"

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Definition und Berechnung von Integralen von Funktionen
f:R? =R, (z,y)+ f(z,y). Dies geht beispielsweise besonders einfach mit der Indikator-
funktion einer Menge A, also

f=1a

Beispiel. Im Fall n = 1 setze A = [a,b] C R fiir a,b € R mit a < b. Intuitiv erhélt man dann:

b
f=Tgy ~ /R]l[a,b](x)dx = / dr = b — a.

Im Fall n = 2 erhélt man entsprechend zusétzlich fir ¢,d € R, ¢ < d:

[ = Lagxicaq ~ /R(/R]l[a,b}x[qd](xay>dx> dy

= [ tu@de - [ Loy

= (b—a)(d—c).

Fazit. Um Indikatorfunktionen integrieren zu kénnen, muss zunéchst herausgefunden werden,
wie Flicheninhalte von Mengen im R? und Volumina von Mengen im R? (oder R") berechnet
werden. Bei Rechtecken oder Quadern besitzt man eine gewisse Intuition, was das Volumen
sein sollte — wie eben bestimmt wurde. Jedoch wird ein Volumenbegriff fiir allgemeine Mengen
benotigt.

1.1 Das Lebesgue-Maf
Bezeichne fiir ag, by, € R mit a, < b fiir kK =1,...,n die Menge
Q = [alubl) X [0’27b2) X X [anybn> == >< [ak:?bk)
k=1

als einen Quader im R™ oder n-dimensionales Intervall.
Der Menge @) wird dann das Volumen bzw. das Lebesque-Mafs

Q) = (M = ﬁ (b — ax) (1.1.1)

k=1

zugeordnet.

[Man schreibt zusétzlich das n in den Exponenten, um die Dimension zu betonen.
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Beispiel. Fir n = 2 setze @ := [a,b) X [c,d) fir a,b, c,d € R wie oben. Der Flacheninhalt des
Rechtecks () ist dann gegeben durch

N(Q)=(b—a)-(d—c).

3
Fir n = 3 setze @ := X [ag, br). Das Volumen des Quaders @) ist dann gegeben durch
k=1

3

N(Q) =TT (b — ax).

k=1

Bezeichne nun P(R") := {A| A C R"} als die Potenzmenge von R™.
Gesucht ist dann

* eine moglichst groBe Klasse M(R™) C P(R") von Teilmengen des R und

x eine Abbildung
A M(R™) = [0, 00,

die die folgenden Axiome erfiillt:

(A1) Fir alle Quader @ C R” ist die Formel (1.1.1) erfiillt; auf Quadern ist A also
schon festgelegt.

(A2) Translationsinvarianz:
Fiir die folgende Translation

7. . R"=>R" 7(r)=x+a
um a € R™ und jedes M € M(R") gelten:
To(M) € M(R") und A(1,(M)) = A(M).

(A3) Rotations- und Spiegelungsinvarianz:
Fiir jede orthogonale Abbildung ¢: R™ — R"™ und jedes M € M(R") gelten:

(M) e M(R") und A(p(M)) = AM).

(A4) Additivitit
Fir M, N € M(R") gelten:

MAN, MUN € MR und AMUN)+ MM NN) = \M) + A(N).

210, 00] := [0, 00) U {00}
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(A5) Ist Ay € M(R") fiir jedes k € N und die Mengenfolge (Ay)ren disjunkt® so

gelten
A= U A € M(Rn)
keN
und
AA) = MAw). (o-Additivitit)
keN

Motivation fiir o-Additivitat: Die o-Additivitat wird durch die Approximation des Flachen-
inhaltes eines Kreises motiviert: Dabei erhélt man das (k 4 1)-te Polygon durch das Hinzuftigen
von disjunkten Dreiecken (/& halben Rechtecken) zum k-ten Polygon.

)

Ay

Abbildung 1: Visualisierung der Approximantion einer Kreisfliche durch
Hinzufiigen von Polygonen

|LINK: TEIL 2 DER 1. VORLESUNG VOM 12.10.2022

Leider ist es jedoch nicht moglich, eine Funktion A auf ganz P(R™) zu finden, die alle Axiome
(A1) - (Ab) erfiillt. Daher muss ein Kompromiss geschlossen werden: Entweder

(a) behélt man alle Axiome (A1) - (A5) bei, wéhlt aber stattdessen M(R™) echt kleiner als
PR"),

oder

(b) man verzichtet auf einen Teil der Axiome und definiert dann dadurch eine Abbildung

At P(R™) — [0, 0.

In der Tat wird zunéchst (b) umgesetzt, um dann schliefllich ein passendes Mengensystem
M(R™) zu identifizieren, fur welches (a) gilt.

BIDie Folge (Ag)ren von Mengen heiBt disjunkt :< Fiir alle z € Uren Ax existiert genau ein ko mit z € Ag,.
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Definition 1.1.1. Zu beliebigem A C R" setzt man

A\.(A) = inf {Z AM@Qr)

keN

Alle @}, sind Quader und A C U Qk}

keN

und nennt es dufleres Maf$ von A.
Beachte: Die Bedingung ,A C Upey @r“ ist immer erfiillbar wegen

AcR = | [=kk)" = U Qs

keN keN

Abbildung 2: Visualisierung eines dufleren Mafies in R?

Auflerdem kann A, (A) alle Werte von [0, oo] annehmen. (Ubung)

Die so definierte Abbildung A, : P(R™) — [0, 0o] ist nicht o-additiv (vgl. (A5)), aber zumindest
o-subadditiv: Fir beliebige Ay, C R", k € N, gilt also

A (U Ak) < 3 M(Ap). (1.1.2)

Die o-Additivitét sollte dennoch irgendwie gesichert werden. Dazu ,erzwingt* man diese durch
die Selektion von passenden Teilmengen:

Definition 1.1.2. Eine Menge A C R" ist genau dann Lebesque-messbar (oder L-messbar bzw.
messbar), wenn fiir alle Quader @ C R™ gilt:

A (@) = M@ A) + A(Q\ A). (1.1.3)

Das System aller solcher Mengen wird (jetzt) mit M(RY) bezeichnet. Fiir A € M(RY) wird
dann A(A) := A\ (A) gesetzt und als Lebesgue-Maf§ von A bezeichnet.
Die Formel (1.1.3) wird auch Quaderbedingung genannt.
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Dank der (allgemein giiltigen) o-Subadditivitét in (1.1.2) gilt automatisch

M(Q) S A(QNA)+ A (Q\ A).

Statt (1.1.3) kann also dquivalent gefordert werden, dass

A(Q) > M(QNMA) + A (Q\ A) (1.1.4)
gilt.

Satz 1.1.3. Das Mengensystem M(R™) der L-messbaren Mengen ist eine o-Algebra, also erfillt
die Bedingungen:

(i) R" € M(R"),
(i) A e MR") = A® € M(R") und

(iii) 4y € M(R")VEk €N = [J 4, € M(R").
keN

(Ohne Beweis)
Satz 1.1.4. Das System M(R") und das Lebesque-MafS \ erfiillen:
(a) A gehorcht allen Aziomen (A1) - (AD).

(b) Es seien A, B C R", A offen und B abgeschlossen. Dann gilt
A, B € M(R").
(c) Ist A € M(R™) mit A(A) < oo, so gilt

MA) = sup {\(K) | K C A, K kompakt} .

(d) Ist A e M(R"™), so gilt:

MA) = inf {\(U) | U > A, U offen} .

(e) Ist A e M(R") und € > 0, so existieren eine offene Menge U und eine abgeschlossene
Menge B, so dass gilt

BCACU und MNU\B)<e
~——
=UNB°

(Ohne Beweis)
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Es gibt keine andere Abbildung X : M(R™) — [0, 00|, die alle Axiome (A1) - (A5) erfiillt; das
heiBt, dass das Lebesgue-Maf eindeutig durch die Axiome (A1) - (A5) festgelegt ist.

Frage: Erfiillen vielleicht alle A C R™ die Quaderbedingung? In diesem Fall wiirde dann doch
M(R"™) = P(R") gelten.

Dies ist tatsiachlich nicht der Fall. Giuseppe Vitali konstruierte ein Beispiel von Mengen A mit
A & M(R™) (vgl. Satz von Vitali).

Es werden dementsprechend Hilfsmittel bendtigt, um Lebesgue-Volumina von Mengen berechnen
bzw. abschétzen zu konnen. Einen ersten Schritt bietet die folgende Definition:

Definition 1.1.5. Eine Menge M C R"™ heifit Nullmenge, falls
A(M) =0 (%)

gilt.

Bemerkung 1.1.6.

(a) Die Formel (x) bedeutet ausgeschrieben:
Fir alle € > 0 existiert eine Folge (Q)reny von Quadern mit

M C UQk und ZA(Qk)<5.

keN keN

(b) Ist N € M und M eine Nullmenge, dann ist auch N eine Nullmenge.

(¢) A priori wurde in Definition 1.1.5 nicht gefordert, dass M L-messbar ist. Allerdings gilt:
Ist @ ein Quader und M eine Nullmenge, dann ist Q N M C M auch eine Nullmenge, es
gilt also A\, (Q N M) = 0. Damit folgt

(@) Z M@\ M) +0 =X (Q\ M) + A(QNM).

Also ist die Gleichung (1.1.4) (dquivalent zur Quaderbedingung) erfiillt und damit jede
Nullmenge automatisch L-messbar.

|LINK: TEIL 1 DER 2. VORLESUNG VOM 17.10.2022

Beispiel 1.1.7.

(a) Fiir alle k € N sei N, C R” eine Nullmenge und M C Upen NVk. Dann ist M ebenfalls eine
Nullmenge.


https://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set
https://moodle.tu-dortmund.de/mod/vimp/view.php?id=1298364
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Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann existiert nach Bemerkung 1.1.6 zu jedem k € N eine
Folge (ch) . C R™ von Quadern, so dass
J

Nec U@L wmd YA (Q)) <5.ik_

jEN jEN 2
Die Familie {Qi‘ k,je N} ist eine abzédhlbare Menge von Quadern, also eine Folge von
Quadern. Weiter gilt 4
MeUNeUUd

keN keN jeN

und damit

BDIPUI(CHIED SERE =

keN jeN keN

(b) Fiir jeden Punkt a € R™ gilt
{a} € Xlak,ar + ¢)

k=1
und damit auch
A ({a}) <e™ Ve>0.

Also ist jede einpunktige Menge eine Nullmenge.

Wegen (a) gilt insbesondere, dass jede abzahlbare Menge A C R™ eine Nullmenge ist; so
ist beispielsweise die Menge Q der rationalen Zahlen eine Nullmenge in R.

Definition 1.1.8. Eine Menge M heifit genau dann abzéihlbar bzw. tiberabzihlbar, wenn
gilt
% o: N—= M, ist bijektiv.

_

c) detze f = |0, 1|. Entlernt man aus dem [ntervall das mittlere Drittel, also das Interva

S E 0,1]. Entf dem I 11d ittlere Drittel, also das I 11
(%, %), so erhalt man dann

1 2 1 2
E, = F, — =] =10,= = 1/.
' 0\(3’3) {O’S]U[za’ ]
Setze nun analog

e (32)0(33) bl B ol 3 b

2k
By = Ek\ (U [k,j) )
j=1

und weiter

10
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wobei I, ; offene Intervalle der Linge 3~*+1 sind.

E}, ist eine disjunkte Vereinigung von 2* abgeschlossenen Intervallen der Linge 37*. Eine
Menge C' mit

C:ﬂEk

kEN
heifit dann Cantor-Menge oder cantorsches Diskontinuum.

Wie grof ist nun C?7 Es enthalt die Endpunkte aller entfernten Teilintervalle, das heifit

121278 L 2 und sowohl die Zahl 0 als auch die Zahl 1. Wie man erkennen

kann, ist C' nicht endlich. Dennoch gilt, dass C' eine Nullmenge ist.

Beweis. Es gilt
2 k
CCEB, und M(E)— (3) Wk € N.

Daraus folgt
A(C) < inf A\ (Ey).

Somit ist C' eine Nullmenge. m

Abbildung 3: Visualisierung der ersten fiinf Iterationsschritte zur Kon-
struktion der Cantor-Menge

Des Weiteren ist C tiberabzahlbar.

Beweis. Um die Uberabzihlbarkeit von C' zu zeigen, konstruiert man zunichst sowohl
eine dyadische als auch eine triadische Darstellung von s € [0, 1] (vgl. Vorlesung Analysis
IT (Lehramt), Ende §. 4): Fur a;, € {0,1} bzw. z; € {0, 1,2} besitzt s € [0, 1] eine (fast)
eindeutige dyadische bzw. triadische Entwicklung

s = Z akZ_k = Z ij_j.

keN jEN

Wie bei Dezimalbriichen kann eine abbrechende triadische Darstellung

T IN-1 1
S:§+...+3N_1 +37N
geschrieben werden als
T IN-1 2 4
s=3F o H0+ X o

meN

11
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Wird eine solche Darstellung gewéhlt, dann gilt:

s € ' < In der triadischen Darstellung kommt nie die Ziffer 1 vor.

& s €10,1] wobei alle Mittelstiicke entfernt wurden.

Begriindung: Bei der Betrachtung von FEj, erkennt man, dass die triadische Entwicklungen
jeder Zahl in Fj, niemals die Ziffer 1 an der k-ten Nachkommastelle besitzen, da jede Zahl
auf den ,mittleren Drittelintervallen®, die diese Eigenschaft besitzen, entfernt werden:
Induktiv ergibt sich

C' = () Ex = {Triadische Entwicklungen ohne Ziffer 1}.
keN

Dabei ist Folgendes zu beachten: Es gilt

1€C und £=0,13=0,02s,

e C und é =0,013 = 0,0025.

Nl

Diese Eigenschaft lasst sich fiir jegliche Randpunkte der Intervalle in Ej fir alle £ € N
aufweisen. Wegen dieser Darstellung gilt dann

Cz{se[o,l]

s besitzt eine triadische Entwicklung ohne die Ziffer 1} .

Betrachte nun fur
C= {s € [0,1]

die Abbildung ¢: C' — [0, 1] mit

‘(%))

JjeEN

JjEN JEN
1 ist bijektiv, insbesondere auch surjektiv. Da das Intervall [0, 1] iiberabzahlbar ist (s.
Lemma 1.1.9), ist auch C iiberabzahlbar. ]
Dass das Intervall [0, 1] iberabzdhlbar ist, wird in dem folgenden Lemma gezeigt:
Lemma 1.1.9. Das Intervall [0,1] ist iberabzdihlbar.

Beweis. Es sei ®: N — [0, 1] eine Abbildung. Um zu zeigen, dass ® nicht bijektiv ist, reicht es,
zu zeigen, dass ® nicht surjektiv ist. Konstruiere dazu dann ein = € [0, 1] mit  # ®(n) fiir alle
n € N mit einer Intervallschachtelung (vgl. Vorlesung Analysis I (Lehramt), §. 6).

Sei dazu J; C [0,1] ein echtes abgeschlossenes Intervall mit ®(1) ¢ J;. Teile nun J; in drei

[ Dies ist vergleichbar mit der Darstellung 0,1 = 0, 09.

12
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abgeschlossene Intervalle gleicher Lénge. Mindestens eines davon enthélt ®(2) nicht — nenne
dieses J5. Setze nun so analog fort, teile also Ji, k € N, in 3 gleich lange abgeschlossene Intervalle,
wobei mindestens eines davon ®(k + 1) nicht enthélt — nenne dieses Intervall Ji ;.

Nun gilt

1
J1DJyDJ3D ... und N (Jpp) = g)\l(Jk) und  ®(k) & J;.
Aufgrund der Intervallschachtelung gilt nun:

Jr € () Jp C[0,1], insbesondere x # ®(k) Vk € N. O
keN

|LINK: TEIL 2 DER 2. VORLESUNG VOM 17.10.2022

Ubung: Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge C' = ey Er kompakt ist und keine inneren

Punkte enthélt.
_

Bemerkung. Jedes y € C' ist ein Haufungspunkt in C.

Beweis. Sei ¢ > 0 und zu jedem k € N sei J, = Ji(y) dasjenige Intervall von Fj, das y enthélt.
Wegen \(Jy,) = 37F gilt fiir k > ko

Je C(y—e,y+e).
Sei 2y, € {min Ji, max Ji} \ {y} mindestens einer der Ji-Endpunkte mit xy # y. Es folgt direkt
zy, € C (vgl. Beispiel 1.1.7 (¢)) und |z, —y| < e.

Da € > 0 beliebig ist, erhdlt man eine Folge mit klim Tp =Y. O
—00

A A
AL L 8

Abbildung 4: Eine analoge Konstruktion im R?: Das Sierpinski-Dreieck

Beispiel 1.1.10.

(a) Zujedem N € N existiert eine kompakte Menge A C R ohne innere Punkte mit A'(A) > N.

Beweis. Sei ¢ € (0,1) und (r)ren eine Abzahlung von QN [0, 1]. Setze nun
I = (7"1@—8, 7“k+6)
okt1 okt 1

13
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und M := [0,1] \ Upen k- Da I offen ist, ist M abgeschlossen, insbesondere messbar.
Wegen M C [0, 1] ist es auch beschrankt und damit kompakt. Weiter gilt

1 (A5) €
v (Un) Y sam - -

keN kEN keN
und damit

AM) = A ([0,1]\ U 1k>

keN

> 1-> Alk)

keN

> 1—e>0.

Insbesondere kann man durch die Vereinigung von endlich vielen disjunkten Translaten
von M eine kompakte Menge A C R erhalten, wie behauptet und mit beliebig grofiem
Lebesgue-Ma$. n

Ubung: A hat keine inneren Punkte.

(b) Sei G C R? eine Gerade. Dann gilt
AG) = 0.

Beweis. Es existiert ein a € R? und eine ,Rotation‘p : R? — R?, so dass
Go := 1,0 p(G) = {(z,0) |z € R}.

Wahle nun zu € > 0 und k € N ein Q) mit

Qr = [—k, k) x {_Z L9~ (k+2) <. 2—(k+2)) ’

k
dann gilt
Gy C U Qr

keN
und 5 1 {

€

keN keN keN

Da e > 0 beliebig ist, gilt somit A\(Gy) = 0. O

Allgemeiner: Fur jedes v € R” ist

H={xeR"|{(z,v) =a}

14
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()

ist eine n — 1-dimensionale Hyperebene und erfillt

A(H) = 0.

Achtung: H = R"! x {0} C R" ist eine solche Hyperebene mit \"(H) = 0, aber
es gilt
N H) = o0,
]

Sei I C R ein (echtes) Teilintervall und v : I — R", n > 2, v € C*(I). Dann ist v(I) eine
Nullmenge in R".

Allerdings existieren auch (stetige) Wege ~ : [0,1] — R? (also v € C([0,1]), genannt
Peano-Kurven, so dass v([0,1]) = [0, 1]2.

Allgemeiner gilt: Fiir D C R? offen, f: D — R" stetig differenzierbar, d < n, ist f(D)
eine \"-Nullmenge.

Beachte, dass wir R? als Hyperebene von R™ wie in Beispiel (c) auffassen kénnen und dass
stetige Differenzierbrakeit Lipschitz-stetigkeit impliziert. Eine Anwendung des néchsten
Lemmas liefert dann die behauptete Aussage (d).

Lemma 1.1.11. Sei N C R" eine Nullmenge und f: N — R™ eine Lipschitz-stetige Abbildung.
Dann ist f(N) auch eine Nullmenge in R".

Beweis. Da f Lipschitz-stetig ist, existiert ein L < 0o, so dass

1/ (@) = fFW)lloo < Lz — yllo®

Da N eine Nullmenge ist, existiert zu jedem € > 0 eine Folge (Q)ren C R™ von Quadern mit

N C LJ Qrk, ji: A(Cgk) <E&.

keN keN

Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f ist auerdem jedes f(Q%) in einem Quader W} mit
L-mal groBerem Durchmesser enthalten.!®!

Also

gilt
fIN)c U f@r) c U W

keN keN

und damit

A(F(N)) <A (U Wk) <Y AW SLPYNQ) <L
keN keN SM) keN

Da ¢ > 0 beliebig klein ist, ist L™ - & ebenfalls beliebig klein und damit f(/N) eine Nullmenge. [

BIDa alle Normen auf R dquivalent sind, darf die Lipschitz-Stetigkeit mit || - || formuliert werden.

(6],

B.Q=X_lar,ax+R) = fQCW= xj:l[cj,cj +L-R).
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|LINK: TEIL 1 DER 3. VORLESUNG VOM 19.10.2022

1.2 Das Lebesgue-Integral

Sei M € M(R") und f: M — R.
o Wann ist das (Lebesgue-)Integral auf f definiert?
« Wie kann dieses berechnet werden?

Diese Fragen sollen in diesem Abschnitt behandelt werden.

Dazu gelte im Folgenden:
« Fir eine Menge £ C R" bezeichne 1g : R — {0, 1} wie iiblich die Indikatorfunktion.

x Ist f: M — R definiert, so wird

flx), zeM

R" - R, T) =
g 9(@) {O, sonst

das gleiche Integral haben wie f. Es reicht also, zunachst nur auf ganz R" definierte
Funktionen zu betrachten.
* Als Wertebereich wird sogar R := {—oco} UR U {+0c} zugelassen.
* Auch fiir Funktionen f, g: R® — R werden das Mazimum bzw. Minimum von f und g
max(f,g), min(f,g) : R* = R
definiert durch

max(f, g)(z) = max{f(z),g(x)} bzw. min(f,g)(x) =min{f(z) g(z)}.

Weiter sei
[ (2) == max(f,0)(x), f(2):=—min(f,0)(z),
wobei f = ft — f~ gilt.

Definition 1.2.1. Eine Funktion f: R” — R heifit genau dann messbar, wenn gilt

VaeR: f((a,]) = {x € ]R”‘ f(z) > a} e M(R").

Ubung: Ist f messbar, dann gilt auch

{z €R"| f(z) > —oc}, {z € R"| f(z) = +00} € M(R™).

Satz 1.2.2. Fir f: R® — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

16
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(i) Va e R: {z € R"| f(x) > a} € M(R"™).

) () (R™)

(ii) YVa e R: {z € R"| f(z) > a} € M(R").

(iii) Va e R: {z € R"| f(x) < a} € M(R").
) () (

VaeR: {z € R"| f(z) < a} € M(R").

Beweis. Um die Aquivalenz der jeweiligen Aussagen zu zeigen, werden zum einen die Eigen-
schaften von M(R") als o-Algebra und zum anderen die De-Morganschen-Komplementregeln!”
angewendet.

(i) = (ii): Fir alle a € R gelte {x € R"| f(z) > a} € M(R"). Dann gilt
{z eR"| f(x)>a} = () {xeR"]f(x) >a—1}

keN k

eM(R"™)

1.3

- kLEJN ({a: € R"’ f(z) >a— llf})c (u)gﬁi) M(R").

(ii) = (iii:) Fir alle a € R gelte {z € R"| f(z) > a} € M(R"). Dann gilt

(o €| f(a) <a} = ({z € RY| f(2) > a})° & MR

(ili) = (iv): Fir alle a € R gelte {z € R"| f(z) < a} € M(R"). Dann gilt

wer| fw)<ap = N {rer| s <at )

keN

eM(R™)
- U ({x eRY| f(x) = a— i})c WE Mmrn).

(iv) = (i): Fir alle a € R gelte {z € R"| f(z) < a} € M(R"). Dann gilt
113
(xR f(x) > a} = ({z € R"| (@) < a}) '€ MR") 0
Bemerkung.
(i) Sei f: R® — R messbar und a € R. Dann gilt
{zr eR"[ f(z) = a} = {x e R"| f(z) = a} N {z € R"| f(z) < a} € M(R").

M2.B. AN B = (A€ U B®)*

17
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(ii) Sei £ C R™. Dann gilt fiir die Indikatorfunktion 1p:
{r e R"| 1p(z) =1} = E, {z € R"| 1p(x) =0} = EC.

Es gilt also:
lg ist messbar < FE € M(R").

(iii) Fir eine offene Menge U C R™ ist jede stetige Funktion f: U — R messbar, denn es gilt:
fec),
Va € R: (a,00) offen 21 f71((a,00)) offen
= {zeR"| f(z) >a} € M[R")

= [ ist messbar.

Was noch interessant ist: Messbare Funktionen lassen sich — wie bei stetigen, differenzierbaren
oder integrierbaren Funktionen — zu neuen messbaren Funktionen kombinieren.

Satz 1.2.3. Es scien f, g, h,w, fi : R® = R Funktionen und k € N. Dann gilt

(a) Falls f und g messbar sind, dann sind auch max(f, g) und min(f, g) messbar.
Insbesondere sind dann auch [, f~ und |f| = f* + f~ messbar.

(b) Ist fr messbar fir alle k € N und es gilt

Fl@) = inf file).  g(x) = sup ful@). h(z) =lmsup fi(a), w(z) = liminf fy(a).
€ keN k—o0 —00

dann sind f,g,h und w ebenfalls messbar.

|LINK: TEIL 2 DER 3. VORLESUNG VOM 19.10.2022

(c) Ist fr, messbar fir alle k € N und der Grenzwert
Jimfi.(z) =: f(=)
existiert, dann ist f messbar.

Beweis.

(a) Wegen Satz 1.1.3 gilt direkt:
{z € R"| max(f,g)(x) >a} ={z € R"| f(x) >a} U{z € R"| f(x) > a} € M(R")

Fiir den Beweis der iibrigen Aussagen wird analog vorgegangen oder es wird ein Spezialfall
betrachtet, der ahnlich losbar ist.
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(b) Sei fr messbar fiir alle k € N. Dann gilt wegen Satz 1.1.3 direkt:
{z eR"| g(z) > a} = | J{z € R"| f(z) > a} € M(R").

keN

Die tibrigen Aussagen sind auf ahnliche Weise beweisbar. m

Bei der Betrachtung von offenen Mengen fallt auf, dass diese interessante Eigenschaften in Bezug
zur Messbarkeit aufweisen:

Satz 1.2.4. Sei U C R" eine offene Menge. Dann gilt:

(i) Fir k € N existieren Folgen Uy, = By, (x)) von offenen Bdllen mit

U= U
keN

(ii) Fir k € N existieren Folgen W), = X;;l (a¥,b%) von offenen Quadern mit

U= Wi

keN

(iii) Fir k € N existieren Folgen Q) = X?Zl [

keN

a?,b?) von Quadern mit

Beachte: Es handelt sich um abzdihlbare Vereinigungen.

Beweis.
(i) Falls U = R™, dann setze Uy, = B(0). Es gilt direkt
R"=U = | Uk
kEN

Betrachte nun den Fall U # R"™ und setze A = U NQ". Dann gilt wegen der Abzahlbarkeit
von Q", dass A abzahlbar ist, es gilt also

A={q, ... .}

Da Q" dicht in R™ und U offen ist, ist A dicht in U. (Ubung!)
Setze nun fir k£ € N:

e :=sup{e > 0| Bo(qx) C U, g € A} € (0,00).

Dabei ist ¢, > 0, da ¢, € A C U und U offen ist; dadurch existiert ndmlich ein € > 0 mit
B.(qx) C U. Setze nun Uy := B, (gx). Dann gilt

U, CU.

Behauptung: Es gilt U = U Ug.
keN
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Beweis. Es sei x € U. Dann existiert ein € > 0 mit B.(z) C U. Da Q dicht ist in R™,
existiert ein ¢ € Q" mit |z — ¢|| < 5. Es gilt also ¢ € Bz(z) C U, es existiert also ein
k € N mit g = qx € A. Daraus folgt dann

£
||x—qu<§ & B:(zx)CcU = <eg

DO | ™

und schliellich
|z —ql| <er = =€ B () =Us.

Damit ist dann (i) gezeigt.
(ii) Analog.
(iii) Ahnlich beweisbar.
[l

Satz 1.2.5. Seien f,g: R® — R messbare Funktionen und w € R* — R eine stetige Funktion.
Dann ist die Funktion h: R™ — R gegeben durch

h(z) = w(f(z), g(x))
messbar.
Beweis. Sei a € R und w stetig. Dann ist G, gegeben durch
Gq:=w*((a,00))
offen in R?. Wegen Satz 1.2.4 existiert dann eine Folge von offenen Quadern W, k € N, mit
U Wi =Ga, Wi = (ar,br) X (ck, dy).

keN
Dann gilt
{z eR" ar < f(z) <by}={z e R" ap < f(x)} N{x € R"| f(z) < by} € M(R"),
EM(R™) EM(R™)

da f messbar ist; dasselbe gilt analog fiir g. Also gilt
{z e R"[ ((f(2),g(x)) € Wi}

= {2z eR"| f(2) € (ar,bx)} N {z € R"| g(x) € (cx,dy)} € M(R").
Damit folgt
{z e R"| h(z) > a} = {z e R"| w(f(z),9(x)) > a}

={z e R"[ (f(z),9(z)) € Ga}
= U{z e R"| (f(x),9(x)) € Wi} € M(R). O

keN
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|LINK: TEIL 1 DER 4. VORLESUNG VOM 24.10.2022 |

Korollar 1.2.6. Sind f,g: R® — R messbare Funktionen, dann sind auch f + g, f - g messbar.

Beweis. Setze w : R? — R, w(y, z) := y + 2. Wegen Satz 1.2.5 ist dann h gegeben durch

() = w(f(x),9(x)) = f(x) + g(x)

messbar.
Der Beweis ist analog fir w(y, z) ==y - 2. ]

Die Beweisidee von Satz 1.2.5 liefert auch:

Korollar 1.2.7. Sind fi,..., fn : R® = R messbar und w : R™ — R stetig, so ist auch
h:Rn_)R7 wa(fl(x)a7fm<x)>
messbar.

Beispiel 1.2.8. Seien fi,..., f4,91,---,94 : R — R messbar. Dann ist auch
Hil@)\  (g1(x)

Raan (| || )

fa(x)) \ga()

messbar, denn

ist stetig.
Definition 1.2.9.

(a) Eine Funktion s : R™ — R heifit genau dann einfach bzw. elementar, wenn sie ein endliches
Bild s(R™) C R hat.
So ist beispielsweise fiir eine Menge E C R" die Indikatorfunktion 15 einfach. Ist des
Weiteren ¢ eine Linearkombination von solchen Indikatorfunktionen, dann ist auch g
einfach.

(b) Ist s : R®™ — R einfach, s(R") = {ay,...,an}, und B, = s 1 (ag) = {x € R"| s(z) = ax},
fir k=1,...,m, so gilt
s=Y o 1g,. (1.2.1)
k=1
Gleichung (1.2.1) wird die kanonische Darstellung einer einfachen Funktion genannt und
ist eindeutig.

Des Weiteren ist jede elementare Funktion eine Linearkombination von Indikatorfunktionen
und es gilt:

s ist eine messbare Funktion <«  Fi,..., E, € M(R").
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Erklarung zur kanonischen Darstellung: Sind F,F, C R", E1NEy; = I, o, € R und
f:R™ — R ist gegeben durch

Jf=a 1+ 1g, (1.2.2)

so ist auch f eine einfache Funktion.
Fir o # f ist (1.2.2) die kanonische Darstellung von f. Fir a = § ist dies nicht der Fall; dann
ist namlich

[ =a-1gug,

die kanonische Darstellung von f. Diese besitzt die minimale Anzahl von Summanden von
Indikatorfunktionen.

Satz 1.2.10. Sei f: R" — R eine messbare Funktion. Dann existiert eine Folge (si,)reny von
einfachen, messbaren Funktionen derart, dass
f(z) = lim sg(z) VreR"
k—o0
gilt. Ist sogar f: R™ — [0,00], so kann eine Folge (Sk)reny wie oben konstruiert werden, so dass
qilt:
N3 k — si(z) isoton Vr € R".

Beweis. Betrachte zundchst eine messbare Funktion f: R™ — [0, 0o]. Setze dann fir jedes k € N
und j € {1,2,... k- 2%}

! < @) < 2}

Fpi={z eR"| f(z) > k}, Ey;:= {x © Rn‘ jQ_k

und

Abbildung 5: Beispielhafte Darstellung von Fj, und Ej ;

s ist als Linearkombination von Indikatorfunktionen elementar. Weiter sind wegen der Mess-
barkeit von f sowohl Fj als auch Ej; messbar, weshalb auch s; messbar ist. Auflerdem ist
N 3 k + si() fiir jedes z € R™ isoton (Ubung) und es gilt

lim (x) = f(@)
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Betrachte nun eine messbare Funktion f: R® — R. Dann kann der erste Teil des Beweises auf
[T, f7 : R® = [0, 0] angewendet werden und man erhélt zwei Folgen (s{ )reny und (sj, )xen von
einfachen und messbaren Funktionen, so dass fiir alle z € R™ gilt:

lim s(2) = lim (sf(x) = 5(2)) = (f* = /) (@) = f(2). O
Korollar 1.2.11 (Fehlerabschétzung). Fir messbare Funktion f mit f > 0 gilt nach Konstruk-
tion:
1 c
OSf(x)—sk(x)SQ—k Vo € Iy .

Ist sogar f: R™ — [0,b] beschrinkt, so gilt
Vk>b: F,=@, esgiltalso F =R",
so dass sy gleichmdfig gegen f konvergiert. Auch fir messbare Funktionen f: R™ — [—b,b] gilt

Jim fls. = flloo = 0.

|LINK: TEIL 2 DER 4. VORLESUNG VOM 24.10.2022

Definition 1.2.12. Fir eine einfache Funktion

s=Y ay-1g, : R*— [0, 00] (1.2.3)
k=1

mit Ey, ..., E, € M(R") und £ € M(R") definiere das Integral

Ig(s) := /Es A= iak)\(Ek NE) € [0, 00].

Dabei ist (1.2.3) héufig (aber nicht notwendig) die kanonische Darstellung von s.
[Der resultierende Wert I (s) bleibt in diesem Fall gleich. (Ubung)]

Ist f: R™ — [0, 00] eine messbare Funktion, so setzt man

/f)\(dx) — sup Is(s), (1.2.4)
E SEF(E)

wobei Ff(E) := {g: R™ — [0, oo)‘ glge =0, g(F) endlich, Vz € E: g(z) < f(x)}

Insbesondere gilt fiir die Folge (si)ren aus dem Beweis von Satz 1.2.10:
1g-s; € Jrf(E)
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F

Abbildung 6: Visualisierung der Funktion s sowie der Mengen E und F
Das Supremum in (1.2.4) kann den Wert +00 annehmen, da bereits Ig(s) = +o00 gelten kann;
beispielsweise gilt fiir
s:R* = {0,1}, s =1p, F := {(m,y) eER*y< 1} und E = {(m,y) ER?y> 1},

dass der Streifen £ N F' ein VolumeE von oo besitzt.
Erfillt weiter f = fT — f~ : R®™ — R die beiden Bedingungen

(i) f ist messbar und
(ii) /E £+ M(da) < oo oder /E £~ A(da) < oo,

SO setzt man:

/Ef)\(dx) ::/Ef+ A(dx)—/Ef‘ A(da). (1.2.5)

Beachte: Wegen (i) sind die beiden Integrale in (ii) wohldefinierte Zahlen in [0, co]. Wegen (ii)
kann die Situation co — oo in (1.2.5) nicht vorkommen, wohl aber

+o00—a=+4+00 oder b—o00=—00

fir gewisse a,b € R.

Statt / f A(dz) schreibt man manchmal auch
E

Jf@ ). [ [

/Ef(a:) A"(dz) oder /Ef(xl,...,xn) Adzy, ..., dx,) .

oder sogar

So schreibt man beispielsweise im Fall n = 3:
[ F.y.2) N(de, dy, d2).
E
Sind beide Summanden in (1.2.5) endlich, so ist [ fA € (—o00,00) und f heifit Lebesgue-

integrierbar — oder einfach L-integrierbar — auf E. Die Menge aller Lebesgue-integrierbaren
Funktionen f auf F wird mit £(E) oder L!(E) bezeichnet.
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Anhand der Definition 1.2.12 leitet man folgende Eigenschaften her:
Satz 1.2.13 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Sei E € M(R™), dann gilt:

(i) Linearitdt:
Fir f,g € L(E) und o € R gelten af + g € L(E) mit

[ar+ga=affr+[gn
E E E
Also ist L(E) ein Vektorraum und die Abbildung
/ . L(E) - R
E
ist linear.

(ii) Majorante:
Ist f € L(E) und g: R® — R eine messbare Funktion mit |g(z)| < f(z) fiir alle x € E,

dann gilt g € L(E) und
fol= oo
E E
Ist zusdtzlich g > 0, so gilt [pg A< [p f A\

(iii) Dreiecks-Ungleichung:
Fir f € L(E) ist auch |f| = fT 4+ f~ € L(E) und es gilt

IREEN TP
(iv) Monotonie:

Sind f,g € L(FE) und f < g auf E, dann gilt
/f/\(dx) §/g/\(dm).
E E

(v) Beschrinktheit:
Ist f: R™ — [a,b] eine messbare Funktion und es gilt \(E) < oo, dann ist f € L(E) und
es gilt

- ME) < [ [ <b-ME).
E
Insbesondere gilt [ 1p = A\(E N F). (Ubung)

(vi) (Spezialfall) Holder-Ungleichung:
Ist g: R" — R eine messbare messbare und auf E € M(R") beschrinkte Funktion und
ist f € L(E), dann ist auch g- f € L(F) und es gilt

‘/E<f'g))\’§/E|f'g‘)\§H]lE'QHOO/E’f’)\.

Beachte: Es gilt [|1g - gllc = sup,ep |9(7)] < 00, obwohl [[gllec = sup,epn [9(2)]
unendlich sein kann.

]
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(vii) Nullmengen:
Ist f: R" — R eine messbare Funktion und E € M(R") eine Nullmenge, dann gilt

f e L(E) und
/fA:O
E
(viii) Mengen-Monotonie:

Sind A,E € M(R"), ACE, und f € L(E), dann gilt auch f € L(A).

|LINK: TEIL 1 DER 5. VORLESUNG VOM 26.10.2022

Definition 1.2.14.

(a) Sei E € M(R") und fiir jedes = € E sei A(z) eine Aussage, die entweder wahr oder falsch
sein kann. Dann sagt man

A gilt fast iberall (f.11.) auf F
<~ A(x) gilt fir fast alle (f.a) z € E

= {3: S ’ A(x) ist falsch} ist eine Nullmenge.
(b) Definiere auf £(E) eine Aquivalenzrelation durch
f~g < f(x)=g(x) firfastallez € E.

Bemerkung 1.2.15.

(a) Gilt f ~ g fur f,g € L(F), so ist

/Ef—[Eg=/Em{f:g}(f—g)+/ém{f7ég}<f—g)=0+0,

=0 Nullmenge

also [5 f = [ g. Fiir alle Elemente einer Aquivalenzklasse nimmt das Integral denselben
Wert an.

(b) Fiir das Auswerten von Integralen (und die meisten anderen Fragen der Integrationstheorie)
ist es daher erlaubt, eine Funktion f € £L(F) auf einer Nullmenge N C E zu verdndern,
beispielsweise durch den Ubergang von f zu g = f - 1 yc.

(c) Sei f: R — [0,00], f € L(F) fir E € M(R"). Dann gilt

m>éﬂwxmpJ“ Flz) Ada) + | Flz) A(da) .

En{f(z)<oc} En{f(z)=cc}

>0 >0
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()

Daraus folgt, dass N = EN{f(z) = oo} eine Nullmenge ist, da ansonsten A(N) =& > 0
und damit

/N F(2) Mdz) = 00 - A(N) = 0o
gelten wiirde, was ein Widerspruch wére. Daraus folgt, dass fur f € L(F) die Menge
{z € E| f(z) = —c0 oder f(z) = +oo} = {z € E| fT = oo} U{z € E| f~ = oo}
eine Nullmenge ist. Setzt man g = f - 1 yc, so folgt:
Vee E: g(x) € (—o0,00), g~ f.

Es darf also im Kontext dieser Vorlesung implizit angenommen werden, dass eine Funktion
f € L(E) nur endliche Werte auf E annimmt.

Dies bedeutet wiederum, dass im Satz 1.2.13 iiberall der Ausdruck fiir alle x € E“ durch
Hfiur fast alle x € E“ ersetzt werden darf, ebenso wie ,,g beschrankt auf E“ durch g
beschrankt fast tiberall auf E“.

Insbesondere darf in Teil (a) im Fall, dass € F existiert mit af(z) = £oo und g(z) = Foo,
der Wert an dieser Stelle so verandert werden, dass der Ausdruck af(x)+ g(z) Sinn ergibt;
dies tut man, um denn Fall oo — oo zu vermeiden. Alle solche Punkte x € E zusammen
bilden ja wegen f,g € L(F) eine Nullmenge.

Ist die Funktion f messbar auf £ und £ € M(R"), dann gilt

/|f| A=0 < {x € E| f(x) # 0} ist eine Nullmenge
E

<= f =0 fast iberall auf E.

Beispiel. Die auf R messbare Funktion 1g ist dquivalent zur Nullfunktion in R, es gilt

also
IoA=0.¥
| 10

Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so gilt auch f € £(]a,b]) und die beiden Integrale
stimmen iiberein. Es gibt jedoch Funktionen, die zwar Lebesgue-integrierbar, aber nicht
Riemann-integrierbar sind wie die Funktion 1g aus dem obigen Beispiel.

Damit bildet das Lebesgue-Integral

/[a’b] . L(ja,b]) — R

eine echte Fortsetzung des Riemann-Integrals.

(Bl1q wird auch Dirichlet-Funktion genannt.
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|LINK: TEIL 2 DER 6. VORLESUNG VOM 26.10.2022

(g) Lebesguesches Integrabilititkriterium: Sei die Funktion f: [a,b] — R beschrénkt. Dann ist
f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge

{z € [a,b]| f ist nicht stetig in R}
eine Nullmenge ist."!

(h) Ist I C R ein echtes offenes Intervall und die Funktion f: I — R auf jedem Teilintervall
[e,d] C I Riemann-integrierbar, dann gilt:

feL(I) <= Dasuneigentliche Riemann-Integral / | f| dz existiert.
I

Beispiel. Setze I = (0,00). Es existieren Funktionen f derart, so dass f ¢ L£((0,00)),
aber uneigentlich Riemann-integrierbar sind (vgl. Abbildung 7).

Abbildung 7: Ein Beispiel einer Funktion f mit f ¢ £((0,00)), welche

aber uneigentlich Riemann-integrierbar ist: f(z) = 2=

(i) Fur f,g € L(F) muss nicht unbedingt f - g € L(F) gelten.
Beispiel. Setze £ = (0,1) C Rund f: (0,1) - R mit f(z) = % Dann gelten

(i) f ist auf jedem [c,d] C E beschrénkt und stetig, damit auch insbesondere Riemann-
integrierbar,

und

(i) |f| ist auf E uneigentlich Riemann-integrierbar.

PIDie Menge umfasst also eine abzihlbare Anzahl von Unstetigkeitsstellen von f.
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Damit ist dann f Lebesgue-integrierbar auf E.
Betrachte nun f? = f- f: E — R gegeben durch f?(z)
aber (ii) nicht mehr; insbesondere gilt f* ¢ L(E).

1. Fir f? ist zwar (i) erfiillt,

Denselben Sachverhalt wird das néchste Beispiel ohne Riickgriff auf Riemann-Integrierbarkeit

illustieren:
Beispiel 1.2.16. Sei £ = (0,1) C R.

(1) Sei f: E — [0,00) gegeben durch

f — Z 2k+11]-1k

keN

mit [, = (27%71,27%) und A\(Iy) = 27%L. Dann ist fy gegeben durch

N

fN — Z 2k+1]1[k

k=1

eine einfache Funktion mit

N
. / fn= 22’”1- =1 — N und
E k=1 -1
e VreE: fulx) /(o).
Damit gilt
/f)\: sup sA>sup [ fn A= Ho0.
E SEFF(E)E NeNJE
(2) Fir g: E — [0,00) gegeben durch
Lk
g g Z ﬁ . 2 . I]-Ik
keN
folgt analog
N 2k+1
Vi€ E: N gn(z) =) ﬁﬂlk(m) ()
k=1
und
/ - 1 110]
A= su s A= lim — -1 < +o0.
E g se]—'gI()E) E N—>°°k2::1 k2
(3) Es gilt:
, ok-+1 9j+1
7= L2 Ly, - > ;2 1y,
keN jEN

[19ygl. Vorlesung Analysis II
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Da I N I; = @ fir k # j gilt insbesondere 1, - 1;; = 0 fiir k # j und man erhalt
2 _ M 1 -1
g = k22 I " 25

———

jkeN
=0, fiir k]

also g% : E — [0, 00).
Weiter gilt fiir die einfache Funktion hy

N 2k+12k+1

hy =3

T]l 1. /" g° punktweise monoton
k=1

und N
2k+1
k 1 \/_/
"% 00
Damit gilt insbesondere

/g A= sup s > sup

hN = +00.
s€EF 2 (E)/E NeNJE

Diese Beispiele illustieren den Bedarf des néchsten Abschnitts
1.3 Konvergenzsitze

Seien £ € M(R"), fr € L(E) fir k € N und es gelte

k—o0

Ve € E: fr(x) = f(x) punktweise.

Damit lasst sich nun die folgende Frage stellen: Sind die beiden Eigenschaften

feL(E) und lim/fk:/f
k—oo JE E
erfilllt? Betrachte dazu das folgende Beispiel

Beispiel 1.3.0.
(i) Sei fy :

(1.3.1)

[0,1] — R gegeben durch

2k2x fiir z € {0 i}

’ 2k | 0

2k — 2% firz € (5, 1),

0 fir [k,l}.
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Dann ist f(0) = 0 fir £ € N und es gilt
Vo > 0: fk(LC) = 0,
sobald z > und k > %. Damit folgt
fr — f =0 punktweise auf [0, 1]
und
3% % 1 1
fo = / 22 wda +/ (2% — 2k%0)de +/ 0dz = =.
[0,1] 0 = 1 2
Es gilt jedoch
1
I — 0:/ .
e [0,1] i 2 7 [0,1] /

k—00

Ubung: Zeige: limy_,o. || fx — f|| # 0.

(i)

(iii)

Ist jedes fy : E = [a,b] — R Riemann-integrierbar und gilt
£ f gleichmiBig auf la, b],

so ist f Riemann-integrierbar, damit auch Lebesgue-integrierbar, und die Gleichung (1.3.1)
gilt. Die Forderung der uniformen Konvergenz ist jedoch in vielen Féllen zu stark.

Sei g : E = [0,1] — R gegeben durch

2kx fir x € {O, i} ,

ge(x) =2 —2kx furze€ (i, %) ,

0 fir [£,1].

Es gilt wieder
g =X g=0 punktweise auf [0, 1], aber nicht gleichmafig.

Fiir die Integrale gilt jedoch

‘é%zﬂﬂf+i—kwgzik

1
8

|

0,
die Gleichung (1.3.1) ist also erfiillt.

Eine ,moralische Ursache“ fiir diesen Sachverhalt ist damit gegeben durch

sup sup |gr(z)| <1, (1.3.2)
keN ze[0,1]

man kann also uniform beschrinkte g, betrachten.
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(iv) Sei hy : E =[0,00) — R gegeben durch

T

12 fur x € [0, k],

= fir z € (k,2k),

0 fur [2k, 00) .

k—o0

Es gilt [|h]|oc = hi(k) = £ == 0 und damit auch

he =3 h=0 gleichmaBig auf [0, 00).

Jedoch gilt

oo 1 (221" 2k 1 [22]% oo
he(z)de = — A A C142-(2-1)=1 :/ h(z)dz.
[ = 5] <k 5] crrrmemn-1s0- [The

Fazit: Die gleichmafBige Konvergenz ist kein Allheilmittel, um die Gleichung (1.3.1) zu

gewahrleisten; dies ist zumindest der Fall, wenn £ unbeschrankt ist.

|LINK: TEIL 1 DER 7. VORLESUNG VOM 31.10.2022

Satz 1.3.1 (Beppo Levi: Uber monotone Konvergenz). Sei E € M(R™) und (fi)ren eine Folge
messbarer Funktionen fi : E — [0, 00] mit

0 < fi(z) < fer1(z) < oo, Vk € Nund fir fast alle v € E, (1.3.3)
wobei wegen der Isotonie dann die Funktion f existiert gegeben durch

f(z) = klg& fr(z) = ilélg fr(x) € [0,00] fiir fast alle x € E. (1.3.4)
Setze weiter auf der Nullmenge N C E, auf der (1.3.4) nicht gilt, f = 0. Dann gilt

f ist messbar und / f A= lim / fr A €10, 00].
E k—oco JE

Beweis. Setze zunéchst

N = {az € E’ Jk e N: (1.3.3) ist Verletzt.}
= U {x € E’ (1.3.3) ist verletzt fiir k € N.} D N.
keN
Damit ist N als Teilmenge einer abzahlbaren Vereinigung von Nullmengen ebenfalls eine
Nullmenge und damit insbesondere messbar, es gilt also N € M(R™). Damit sind g, gegeben
durch

gi = Lyc - [
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und wegen Satz 1.2.3 auch f gegeben durch
J=1yc- fr= lim g
k—o00
messbare Funktionen. Betrachte nun
B 3:/ fk)\:/ gx € [0, 00].
E E
Wegen Satz 1.2.13 und (1.3.3) gilt dann

Br < Bry1

= 34 := lim B =supf € [0, 0]
k—o00 keN

Wegen ¢, < f auf F, gilt dann

BkZ/EQkS/Ef

— 8< /¥

Sei nun t € (0,1) und s € Fy(F) mit
0<s<f,

sowie

Fk = Fk(tas)

= {az € E‘ gr(x) > t- s(a:)}

Ik <gk+1

C {.%EE‘ gk+12t~s(x)}
(11]
= Fk+1 S M(Rn)
Zeige nun die folgende Behauptung: Es gilt
U F.=F.
keN

Beweis. Sei x € E'\ Upen Fi- Dann gilt
gr(x) <t-s(x), VkeN,

und damit

flz) = ilelggk(rﬂ) <t-s(x) <s(z),

im Widerspruch zu f > s (siche oben).

Da f und g messbar sind, gilt insbesondere {f > g} := {z € E| f(z) > g(z)} € M(R™).
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Nun gilt:

g A
B~
>0
> /ﬂFk'gk)\
E

>t [0
E

E j=1

= tZOéj/\(FkﬂEJ)k—}—O}Ot Oé]/\(E]>:t/S/\
k=1 — " =1 E
A

und es folgt

leimBth-/s)\
k—o0 E

- fA=sup sup t[| sA<p. O
E te(0,1) seFp(E) ' E
<B

Lemma 1.3.2. Das Lebesgue-Mafs A : M(R"™) — [0, 00] ist stetig von unten, fir eine Folge
(Ag)en von Mengen mit Ay € M(R"), A C Apqr und A := Upen Ax gilt

lim A(4y) = A(4).

Beweis. Man definiere zunéchst die Folge (Bj)keny mit By := Ay und By := Ag \ Ax_; fir k > 2.
Dabei gilt

k k
U B = 4 el U 4; (%)
1 =1

und B; N B; = () Vi # j nach Definition von (By)xen. Falls AX4(A;) < oo Vk € N, dann gilt

M) = )\d(U Ak)

keN
(%) .
keN

keN
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k—o00 —

k
= lim Y M(B))
7j=1

k—o0

= lim (i (M(Aj) = M(A4;0)) + Ad(Al))

= lim ()\d(Ak) — X(Ay) + )‘d(Al))

k—o00

= lim \%(A).

k—o0

Falls A\%(A},) = oo fiir ein k € N, dann ist A4(A,) = oo fiir alle n € N, n > k, und damit auch
MN(A) = . O
Bemerkung. Tatsachlich gilt Lemma 1.3.2 fiir jedes Maf.

Eine Umformulierung von Satz 1.3.1 liefert:

Korollar 1.3.3. Gegeben sei eine Menge E € M(R™) und eine Folge ( fx)ren von Funktionen
fr € L(E) derart, dass gilt

S [ @) Mda) < oo,

keN

Dann ist fiir fast alle v € E die Reihe Z fr(x) absolut konvergent in R und fir jede Funktion
keN
f: E — R gegeben durch

f(z) =>" fu(z) fast iiberall auf E
kEN

gilt dann
feL(E) und Z/Eka:/EfA.

keN

Eine etwas schwéchere Aussage, welche jedoch einfacher zu zeigen ist, ist:

Lemma 1.3.4 (Fatou). Sei E € M(R") und (fx)ren eine Folge von Funktionen fi, : R™ — [0, co]
mit f € L(E) mit

k—o0

liminf/ fo A < 00,
E
Fiir eine Funktion f: E — [0,00] gegeben durch
f = liminf f;
k—o00

gilt dann
feL(E) und /f)\gliminf/ i A
E k—oco JE

|LINK: TEIL 2 DER 7. VORLESUNG VOM 31.10.2022
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Beweis. Ubung. (Ansatz: vgl. Beweis zu Satz 1.3.1) O

Ebenso wichtig wie der Satz 1.3.1 iiber monotone Konvergenz — und dazu aquivalent — ist:

Satz 1.3.5 (Lebesgue: Uber majorisierte Konvergenz). Sei E € M(R"), g € L(E) und (fi)ren
eine Folge von Funktionen f, € L(E), so dass fir fast alle x € E gilt:

x Yk e N: |fi(z)| < g(x) und
x f(z):= lim fp(x) existiert.
k—ro0
Dann gilt
feL(E) und / f(z) AMdx) = klggo/Efk(:c) A(dz).
Beweis. Zunachst gilt
|f(z)| = klim |fx(2)] < g(z) firfast allex € F.
—00

Wegen der Monotonie von [ folgt

Fir fast alle x € E gilt dann
|[fr(2)] < g(x)

— 0<(9+ fe)(z) VkeN

= 0<g+f

und

L. fksg geEL(E)
hmmf/ (g+ fr) A < hmlnf/ (g+9) A" < oo
k—oo JE k—oo JE

Lemma 1.3.4 (Fatou) liefert dann

/(f+g))\§11minf/(fk+g) < 00.
E k—o00 E
Wegen g € L(E) gilt f+g € L(F) und damit auch f € £(FE); damit ist insbesondere Umstellung

erlaubt:
[EfA = /f+g /gA

< liminf fk—l—g /g)\

k—o0

. liminf/fk)\—l—/g)\—/g)\
k—oo JE FE E

= liminf/ fe A
E

k—o0
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Ebenso gilt fiir fast alle x € £

0<9g(@) = filx) = 0<g(@) - f(z)

und

[(g—HAr<imint [ (g fi) A < oo
E k—oo JE

Analog zu (V) gilt dann:
~fra=f-na- [or<tmint (- [ ficr)
— [ fA>limsup fk)\>hm1nf/ fk)\>/f)\ 0
E

k—o0

Die Stetigkeit einer Funktion f: R — R kann mithilfe von Folgen xy iy xo beschrieben
werden, ebenso mit einem kontinuierlichen Parametern y — xy. Ebenso kann die majorisierte
Konvergenz mit kontinuierlichen Parametern umformuliert werden und man erhélt beispielsweise
die folgende Aussage zu parameterabhiangigen Integralen:

Satz 1.3.6. Sei Q C RY offen, E € M(R") und f: Q x E — R eine Funktion derart, dass gilt:
flz,-) € L(E) Vx el

Definiere nun eine Funktion F: Q) — R durch

= [ f(z.y) Mdy),
E
Gelten zudem die Bedingungen
(a) Ist fir fast alley € E f(-,y) stetig in x € Q und g € L(E) eine Funktion mit
|f(z,y)] < g(y) firfastalley € Eund alle z € Q,
dann ist F' stetig in x € ().

(b) Seije{l,...,d}. Fir fast alle y € E und alle x € Q existiere weiter %f(x,y) und sei
h € L(E) gegeben durch

|D;f(z,y)] < h(y) fir fast alley € E und alle z € Q.

Dann ist F' auf Q) partiell nach xz; differenzierbar mit

aijF@) /Ea*f(x W Ady), zeQ

Beweis. Ubung!
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1.4 Der Satz von Fubini

Nach Moglichkeit soll die Berechnung von Integralen auf R™ auf die Berechnung von Integralen
auf R zuriickgefiihrt werden (vgl. Doppelintegrale, Ubungsblatt 1). Zunichst wird jedoch eine
Faserungsformel (Desintegrationsformel) fiir das Lebesgue-Volumen vorgestellt:

Satz 1.4.1 (Das Prinzip von Cavalieri). Sei M € M(R") mit A\(M) < oo. Fir z € R setze
dann

M(Z) = {(.1'1, e ,1'7171) € Rnil‘ (l’l, . ,l’nfl,Z) S M}
Nehme weiter an, dass a,b € R existieren, so dass gilt:

M(z) =@, fallsz>boderz <a,

M liegt also zwischen zwei Hyperebenen.
Dann gilt

o FEs existiert eine Nullmenge N C [a,b], so dass gilt
M(z) € M(R™) Vzé€la,b\N

o Die Funktion f: [a,b] — [0,00] gegeben durch

f(z) = A"HM(2)) - Lye(2)
ist Lebesque-integrierbar, es gilt also f € L([a, b))
o FEs qult
v = [ de =[5,
NI

[a,b]

Riemann—Integral

|LINK: TEIL 1 DER 8. VORLESUNG VOM 2.11.2022

Beweis.

1) Sei zundchst M = @ ein endlicher halboffener Quader

Q = >< [alm bk)
k=1
Setze a = a,, und b = b,,, dann erhélt man

M(z) = XZ;;[Gk,bk), falls z € [a, b)
e sonst.

Betrachte dann die Funktion f gegeben durch

fz) =A""H(M(2))

|
—~
S
|
Q
<
S~—
=
B
=
—~
N—
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2)

f ist sogar stiickweise konstant und somit eine Treppenfunktion. Damit ist sie beschrankt
und insbesondere Riemann-integrierbar. Fiir die Treppenfunktion ist dann das Riemann-
Integral gegeben durch

n

/f dz—/bn 1 a;) dz = [[(b; — a;) = \(Q)

7=1

wohldefiniert und damit gleich dem uneigentlichen Riemann-Integral

/ H IL[an n)( z) dz

und damit insbesondere gleich dem Lebesgue-Integral

/b Hb—a] 1(dz).

Sei nun M C R" offen. Dann existiert eine Folge (Q)ren von disjunkten halboffenen
Quadern mit M = Uen@r (vel. Ubungsblatt 3 der Vorlesung). Mit der o-Additivitit von

A" folgt dann
= A"(Qx)

keN

Setze nun Qi(2) := {z € R™!| (z,2) € Qx C R"} und fi(2) = A"~ 1(Qx(2)). Mit Teil 1)

folgt dann .
AY(Qp) = / fulz) dz

AM(M) = lim Z A(dz)

N¥xnk 1/a

p N
= lim
N—o00 a kz:lfi/-/
>0

es gilt also

131 /abg(z) A(dz), mit g(z Z fr(z

keN

Dabei stellt sich nun die folgende Frage: Ist g die ,richtige’ Funktion? Tatséchlich ist das
der Fall, denn:
Da @y, disjunkt ist, ist sogar Q(z) disjunkt fiir alle z. Damit fologt

UQk(z) = J{z eR" | (z,2) €Qr} ={z e R Fk eN: (z,2) € Q} = M(z).

keN keN

Wegen der o-Additivitidt von \*~! folgt dann

fz) =AM (z)) = A" (U Qk(Z)) = A"HQu(2)) = g(2)

keN keN
€ © —i(2)
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= f=gy.

3) Falls M C R™ kompakt ist, so existieren offene Wiirfel W mit M C W C R". Damit folgt
U :=W\ M ist offen in R"
und zusammen mit A" (U(2)) = A" Y (W (2) \ M(2)) = A" H(W(2)) — A" 1(M(z)) erhélt

AYW) — A (M) = AMU)

2 / AU (2)) de

= [ X)) de— [ A (M(2)) d

a

A (W)

Umstellung liefert dann

A (M) = / " A (2)) de.

a

4) Sei nun M € M(R") mit \(M) < oo. Damit existieren U,, C R" offen und K,, C R"
kompakt mit
K,cMcU, VmeN.

Man erhélt dann

AU\ Kon) < 7711

= lim A"(Kp,) = A"(M) = lim A"(Un,).
Die Aussage des Satzes folgt dann mit Satz 1.3.1 iiber monotone Konvergenz. m
Mit erweiterten Argumenten folgt dhnlich:

Satz 1.4.2. Seien n,p,q € N mitn = p+q, M € M(RP xR9) und \"(M) < oo. Fiir
z=(21,...,2,) € R setze

M(z) :={z = (x1,...,2,) € RP| (z,2) e R"}.
Dann existiert eine Nullmenge N C R?, so dass gilt:
x Vze RI\ N: M(z) € M(RP),
x Die Funktion f: R? — R gegeben durch
F(2) = Lye (=)0 (M(2))

ist Lebesgue-integrierbar, es gilt also f € L(R?), und
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£ A"(M) :/qu(z) A (d2).
(Ohne Beweis)

|LINK: TEIL 2 DER 8. VORLESUNG VOM 2.11.2022

Beispiel 1.4.3.

(i) Kartesische Produkte:
Seien A € M(R?), D € M(R?) mit N?(M) < oo und AY(D) < oo. Dann gilt M := AxD €
M(R™), mit n = p + ¢ (vgl. Ubungsblatt 3 zur Vorlesung). Fiir z = (zy,...,2,) € R ist

dann

A, fall D
M(:)={zeR?| (z,2) e M =AxD}={"" alls z €
o, fallsz ¢ D.
<€A und z€D
Es folgt
f(2) = W(M(2)) = ¥(A4) - 1p(=)
und

Satz

AY(A x B) = AM(M) AT /R (A p(2) Adz) = N (A)N(D).

Cavalieri

(ii) Spezialfall: Zylinder
Setze A = [a,b] C R, D = By(c) C R*!. Fiir die Héhe h := b — a gilt dann

Z(h,B) =M =AxB = \'(M)=nh-\"B).
(iii) Abwandlung: Kegel Sei G € M(R"™!) mit A" }(G) < oo die Grundfliche. Wihle dann

einen beliebigen Punkt (p, h) € R™ in der Hohe h > 0 iiber der Grundflache GG, damit also
p € R"! und verbinde (p, h) mit jedem Punkt in G x {0} durch eine Strecke

Con = U {A=1)(g,0)+t(p,h)|t €0,1]}
geG
= {1 —t)(g,0)+ t(p,h) |t €[0,1], g€ G}
=(t-p,t-h)

= {130 o)

Ca.n =: M ist ein Kegel. Fiir z € [0, h] gilt dann:

wséz{(l—Z)-g+Z-p|g€G}:7Zp<{(1—Z)-g|gEG}>.

CRn-1

s € [0, h], gEG}.

Aufgrund der Translationsinvarianz von A"~ ! folgt dann:

XM () = x ( ({(1—2)‘9’9€G}>>
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o)
(099
_ <1 - ;)n_l A H(G).

Wegen M (z) = @ fiir z ¢ [0, h| gilt dann fir das Gesamtvolumen:

A(M) = /Oh AL (M(2)) dz = /Oh (1 - z>“ NG ds = AL @) -

n

Ein Spezialfall ergibt sich bei der Betrachtung der Fléche eines Dreiecks: Bezeichnet
D c R? das Dreieck und G C R die Grundlange des Dreiecks, dann gilt

h h
M (D) =—--\(G)= 5 Breite.

n

(iv) Sei M = B :={z € R"| ||z|| < 1} der euklidische Einheitsball und setze dazu w,, := \"(B).
Sei weiter z € R, dann besitzt M (z) gegeben durch

M(z)={y €R""| (4,2) = (.- -, 91, %) € B}

die folgende Eigenschaft:

B R™ 1 fall —1,1
M(Z): @(O)C aszE( , )
%) falls z ¢ (—1,1).

Man erhilt dann:

Trafo—

f(2) = A\"H (M (2)) 2 Vorfaktor - Radius” 13 = w, 4 - («/1 — Zz)”_l ‘

Also gilt:

Wn, = )\n(Bl)

= /11 Wn—1 (1 - 22)%1 dz

. z n—1
Fint wn_1/2 (1—Sin2t) * costdt

dz __
E—cost

[VE]

=cos? t

[121Djeser Teil wird im nichsten Abschnitt zur Transformations-Formel bewiesen.
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Wh—1 /5 cos™ t dt.

INE]

Setze ¢, 1= / ® cos"t dt und man erhilt dann durch zweifache partielle Integration den
rekursiven Ausdruck

n—1
Cp =

Cn—2, MEN, n>2
wobei:

™

o= §1dzf:7r, 01:/5
= _

cost dt = [sintﬁ% =1—-(-1)=2.

VB

Man erhilt dann:

C2%—1 2%k—-3 3 1

d 2k 2k — 2 4 2 5
C —_— «@ —_— it e — + — . ’n’ un C pr “@ —— e e e — s — . .
2k 2k 2k—2 4 2 T 9k+1 2%k—1 5 3
Damit folgt
Wok+1 = W2k * Cok+1 = Wok—1 (C2k+1 : C2k:)
27
und

2k+1

2m 7r
Wap = Wak—1 " C2k = Wak—2 " C2k * Cok—1 = Wak—2 "~ ok = Wag—2 - s
w; beschreibt die Lénge des Intervalls (—1,1) und entspricht A'((—1,1)) = 2. wy beschreibt
die Fliche A\*(B;) = 7. Rekursiv folgt:

ok
Wor = 77

ok+1 -k
Ll und  wop1 =

1-3--(2k+1)

|LINK: TEIL 1 DER 9. VORLESUNG VOM 7.11.2022

Damit gilt dann allgemein fiir w,:

Bemerkung. Es gilt

lim w, = 0.
n—oo

(v) Spezialfall von Kegeln: (Standard-)Simplizes
Betrachte fiir n € N die Simplizes S,, und G := S,,_; mit Hohe h = 1 gegeben durch

S, = {xER” x1,. ..o, €[0,00), Z:pj < 1}
j=1

1311 bezeichnet hier die Eulersche Gammafunktion.
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bzw.
n—1
j=1
Damit ergibt sich fiir das Volumen \"(.S,,) iiber eine Rekursionsformel:
h 1 1 1 1 1
NS, =— - ANHG) == - A"YS,1) =~ ARG ) = = A(S) M =
(S0) =1 XTHE) = NS, ) = e NS, ) = A M =

=1

Eine Verallgemeinerung des Prinzips von Cavalieri fiir die Berechnung von Volumina bzw.
Integrale von Indikatorfunktionen liefert der folgende Satz von Guido Fubini:

Satz 1.4.4 (Fubini). Seien p,g,n € N mitn =p+q und f: R? xR? - R, f € L(R™). Dann
qilt

(i) Fir fast alle y € R? gilt fir f, : RP - R, z+— f(x,y):
fo € L(RP),
die Menge N C RY, in der dies nicht erfillt ist, ist also eine Nullmenge.

(ii) Die Funktion F': R — R gegeben durch

Fly) = Lye(y) [ fla.y) ¥(dx)
ist Lebesgue-integrierbar in RY, es gilt also F € L(R?).

(i) Es gilt:
L faw) N dy) = [ P Xy) = [ 3(dy) [ 3o fa,y)

Beweisskizze. Da jedes f € L(R™) durch f = f* — f~ mit fT, f~ > 0 dargestellt werden kann
und das Integral linear ist, reicht es aus, f > 0 zu betrachten. Sei dann also f: R?P x R? — R
gegeben durch

(z,y) = flz,y) = =
Betrachte nun den Graphen G(f) von f und die Menge My gegeben durch

G(f) = {(x,y,z) € R”H) z = f(x)} bzw. My := {(x,y,z) c ]R"H‘ 0<z2< f(x)}

Da f € L(R"), ist f insbesondere messbar und es folgt M; € M(R"™) (Ubung).
Die Idee ist nun die Folgende: Das Integral von f approximiert die Fliache unter dem Graphen
G(f), es gilt also

[ ) XAz, dy) = 3 (), 141)

41Das ergibt sich wegen S; = [0, 1] und A'([0,1]) = 1.
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Das ist auch wahr fiir elementare Funktionen, das heifit das Integral ergibt sich bei der Betrach-
tung von f = s durch die Summe von Volumina von Quadern. Weiter gilt R*™ = RP x RI x R =
RPTL x R?, wobei y € RY.

,Faserung® nach y € R liefert:

My(y) = {(z1,... 2p,2) €ER| (21, 2 y , 2 )€ My }
\—,—/vv ~—~
cRP cRe €R CRp+1

ist nach Satz 1.4.1 messbar und die Funktion h: R? — R gegeben durch

h(y) == X+ (My(y))

ist fast iiberall auf R? wohldefiniert und integrierbar. Analog zu (1.4.1) gilt:

[ Fla.y) X(da) = N (M) (14.2)
Ebenfalls nach Satz 1.4.1 gilt dann
n (1.4.1) n
vetag) U fay) v (de, dy)

L () N(dy)

Cavalieri

[ fay) M) X(dy).

Durch die Rollenvertauschung von x € R” und y € R? erhalt man dann insgesamt:

Loy [ Xy = [N dedy)fay) = [ ) [ i fe.y). O

Diese Konstruktion nennt man auch ,iteriertes Integral®. Induktiv folgt fiir f: R™ — R mit

f e L(R™):

/n )\"(dx)f(xl,...,xn):/R Al(dxl/R Al(de)---/R A(dan) f (21, . o).

Um den Satz 1.4.4 von Fubini anwenden zu kénnen, muss zunéchst herausgefunden werden,
ob f € L(R? x RY) gilt. Um die zu iiberpriifen, ist der folgende Satz von Leonida Tonelli von
Nutzen:

|LINK: TEIL 2 DER 9. VORLESUNG VOM 7.11.2022

Satz 1.4.5 (Tonelli). Seien p,q,n € N mit n = p+ q und f: R" — R messbar mit

[ xay) [ v(de)|fla.y)] < oo.
Dann gilt f € L(R™) und die Aussage des Satzes 1.4.4 von Fubini gilt.

(Ohne Beweis)
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Betrachte nun eine Verallgemeinerung vom kartesischen Produkt G x [a,b] C R"™! x R:

Definition 1.4.6. Eine Menge M € M(RR") heifit Normalbereich beziiglich z,,, falls eine Menge
G € M(R"!) und messbare Funktionen a,b : G — R existieren, so dass gilt:

(i) Ve e GCR"™:  a(x) < b(x) und
(i) M ={(z,2,)| 2 € G, a(z) <z, <b(x)}.

Korollar 1.4.7 (Fubini). Sei M € M(R™) ein Normalbereich beziglich x, und f € L(M).
Dann gilt:

n __ n—1 1
Jorxr= [ i) /[a@),b(xn N (dzo) f( o )

eRn-1
Beispiel 1.4.8.

(i) Sei [¢,d] C R ein Intervall und a,b : G — R messbar mit a < b auf G. Dann ist
M = {(x,y) € RQ‘ r €G, alr) <y < b(x)} ein Normalbereich beztiglich y und fiir
feL(M) gilt

J FX= [ N ) [al),bw)] M) f ).

Ebenso ist M := {(x, y) € R2‘ y€eG, aly) <z < b(y)} ein Normalbereich beziiglich x
und es gilt fir g € L(M):

g)\2:/ Aldy/ M (dz)g(z,y).
/M [c,d] (dy) [a(y),b(y)] (dz)g(z.y)

(ii) Sei M gegeben durch
M = {(y) e [0700)2\ r<4, y<2 y<af
= {(3:, y) € RZ‘ re0,4], 0<y < \/E} (Normalbereich beziiglich y)
= {(x, y) € R2‘ ye0,2], v << 4} (Normalbereich beziiglich x).
Insbesondere gilt fir f € L(M):

[ = [ N [ N @)fy)

Il
—_—
>
~
o
<
S~—
—
>
~
o
=
—
—
8
<
S~—

T,y)=x" 2 4
N s’% Y dy (/ dx :U) Y
stetig 0 3?2
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N = N

8

(iii) Sei M := S5 = {(x,y, z) €0, 00)3‘ r+y+z< 1} ein Tetraeder. Anzumerken ist, dass die
Begrenzungsbedingungen gleich bleiben, falls die Koordinaten vertauscht bzw. permutiert
werden. Das heif3t:

Falls M ein Normalbereich beziiglich z ist, dann ist M auch ein Normalbereich beztiglich
x bzw. y.
Setze nun

G::ng{(ar,y) € [0,00)2’:v+y§ 1} = {(x,y) GRQ‘ 0<z<1,0<y< 1—:5}.
Dann ist M ein Normalbereich beziiglich z mit
M:ng{(x,y,z) ERS" (r,y) € G, 0< 2 < 1—x—y}
Fir f € £(S3) gilt dann:

X (dz,dy,dz) f(z,y, 2)

P

S-

- [ Aae) [ Ny N (d2)f(z.9,2)
[0,1] [0,1—z] [0,1—z—y]

T.2) = - 1 11—z l-z—y
Sy / daj/ dy/ dz (1+ 2x)
0 0 0

1
1

Beispiel 1.4.9. Sei M € M(R") und p : M — [0,00) messbar, wobei p als Dichte der
Masseverteilung in der Menge M interpretiert wird. Gilt

mip) = [ N(dr)p(a) € (0,0),

so beschreibt m(p) die Masse beziiglich der Dichte p. Gilt sogar

. X (d@)p(a) (1 + Jal) < o<,

dann ist der Schwerpunkt der Masseverteilung gegeben durch s(p) = (s1,...,s,) € R™ mit
1

Sk = ) /M N'(dz) p(z) -z, ke{l,...,n}.
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Ist die Dichte innerhalb des Kérpers M C R? konstant gleich 1, so gilt

s(p) = (s1,82,83) mit s = /\3(1M) /M N (dz) 2.

|LINK: TEIL 1 DER 10. VORLESUNG VOM 9.11.2022

1.5 Transformationsformel

Die Transformationsformel ist eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel fiir Integrale. So
lasst sich beispielsweise eine Kreisflache nicht so einfach in kartesischen Koordinaten berechnen,
wohl aber in Polarkoordinaten fiir Radien r > 0 und Winkel ¢ € [0, 27).

Definition 1.5.1. Seien U,D C R" Gebiete und ¥: U — D bijektiv. Dann heilit ¥ C!-
Diffeomorphismus oder C'-Koordinatentransformation, falls sowohl U: U — D als auch ¢! :
D — U stetig differenzierbar sind.

Bemerkung. Nach Definition gilt id = ¥~' o U: u +— u und Jq = id."”) Somit liefert die

Kettenregel:
id(u) = Did(u) = D (U~ o W) = DU (¥(u)) - D¥(u),

also

id = Jiq(u) = Jy-10p(u) = Jg-1 (V(u)) - Jy(u)

= Jy'(u) = Jy-1 (¥U(u)) existiert fiir alle u € U

Also ist Jy invertierbar; insbesondere gilt

det Jy(u) = det DW(u) # 0.06

Satz 1.5.2 (Transformationssatz). Seien U, W, D C R" Gebiete, A € M(R") mit W D ADU
und N"(A\ U) = 0. Weiter sei V: W — R" stetig differenzierbar und ¥V|y : U — D = ¥(U)
ein C1-Diffeomorphismus. Fiir eine Funktion f: ¥(A) — R sind dann die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) feL(¥(A4))
(i) |det DU (fo W) e L(A).
Fulls eine der beiden Aussagen erfillt ist, gilt dann

fy £ X2y = [ (W) - et Tu(u)] X (dw)

15IDabei bezeichnet J; wie iiblich die Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Funktion.
[161Djes bezeichnet man auch als Funktionaldeterminante.
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Beweisskizze. Betrachtung im R?:
Sei A :=[a,b] X [c,d]. Falls ¥ affin-linear ist, dann ist ¥(A) ein Parallelogramm mit Volumen
A2 (U(A)) gegeben durch

A (U(A) = |det(vy,v)]
= |det (W ((b—a)er, (d— c)ey))]
multilin. (b—a) - (d—c)|det DU ey, e9)|

= A(A)|detDV.

Falls ¥ affin-linear und zusétzlich A eine endliche Vereinigung von Rechtecken, dann gilt
aufgrund der Additivitat des Lebesgue-Mafes:

A2 (T(A)) = | det DP| - \2(A).

Man sieht, wie die Determinante als ,,Verzerrungsfaktor® des Volumens auftaucht.

Ist A ein Rechteck, aber ¥ ein nichtlinearer C'-Diffeomorphismus, so ist ¥(A) nidherungsweise
ein Parallelogramm. Der Naherungsfaktor ist umso kleiner, je kleiner das Rechteck A ist, da ¥
stetig differenzierbar ist und somit iiber kleine Differenzen gut durch das lineare D¥ approximiert
wird.

Beide Beobachtungen motivieren nun Folgendes: Man zerlege A in kleinere Rechtecke und wende
die Transformationsformel auf jedes Einzelne an — dabei ist der Fehler klein, da auf kleinen
Skalen W durch DW¥ approximiert werden darf — und addiere danach tiber die Betrige der
Skalierung.

Sei nun im Folgenden wieder A = [a, b] X [c, d]. Weiter seien Z; und Z, jeweils eine Zerlegung
von [a, b] bzw. [c, d] gegeben durch

Zl = {u[bulv"'au’f} bzw. ZQ = {U07U1,...,U5}-

Dann bilden die Rechtecke gegeben durch R, = [uj_1,u;] X [vk_1, vg] eine Zerlegung von A.

|LINK: TEIL 2 DER 10. VORLESUNG VOM 9.11.2022 |

Setze nun Sj = ¥ (R;;). Dann konnen die ,neuen® x — y-Koordinaten als Komponente von ¥

aufgefasst werden:
z(u,v)\ w ) = Uy (u,v)
(y(u,v)) =¥ (uv) <‘Ilg(u,v)> '

Zumindest fir stetige Abbildungen f: A — R ist dann die Approximation

/s\p(A) Fa,y) No(dz,dy) ~ 30> f (g1, us-1) A ()17

j=1k=1
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glaubwiirdig.
Das Volumen A\*(S; ) wird dann approximativ wie oben ermittelt. Da ¥ nicht notwendigerweise
linear sein muss, werden die folgende Approximationen w; und ws gegeben durch

wy = W(uy,vp1) — V(w1 vp-1) ~ (D1W (w1, v6-1)) - (uj — uj-1)

bzw.
Wy 1= \I/(Uj_l,’U]g) - \IJ(Uj_l,Uk_l) ~ (D2\I] (uj—17 Uk—l)) ’ (/Uk o Uk_l)

verwendet; dies gilt aufgrund des Mittelwertsatzes und weil D; ¥ und Dy W stetig sind. Damit
erhélt man nun

>\2 (Sj,k) = | det(wl,w2)|

~ |det (DyW(uj_1, ve—1) - (v — uj-1), Do W (w1, vp—1) - (Uk — vk-1))]

mult:ilin. (

i — wj—1)(vx — vp—1) [det (D1 W (uj 1, v6-1), DaW(uj 1, v6-1))|

= )\Q(Rj,k)]det D‘Ij(Ujfl,’kal)’.

Insgesamt erhalt man dann

[ fay) ¥ dy) ~ Y flanme) s NS
S=W(A) j=1k=1 ——
=A2(Rjk)| det Df(u;—1,06—1)|

= 3T F (Wt ) | et Df (g1, v )R,

~ / £ (U(u, v)) | det DU (wv)| A2(du, dv). O
A
Korollar 1.5.3.

(a) Translationsinvarianz des Lebesguemafes:
Ist 7, : R" — R™, x + x+ ¢ eine Translation, ¥V = 7., so ist DY = D7. = id. Insbesondere
gilt det DU (u) = 1 fiir alle w € R™. Damit erhdlt man

A1, (A)) = A*(A) VYA € M(R"),c € R

und

[ T () = [ $tut ) x(aw).

071 f(2;_1, yx—1) beschreibt dabei den Wert in einer Ecke nahe (x,y) und A?(S; x) das Volumen vom deformierten
Rechteck.
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(b) Orthogonaltransformationsinvarianz des Lebesguemajses:
Sei L : R" — R" linear und B € R™" eine zugehorige Abbildungsmatriz. Dann gilt fir

alle u € R™:
det(DL) = det(L) = det(B).

Insbesondere gilt fir beliebige A € M(R™):
AM(L(A)) = |det B|A"(A).
Ist L sogar orthogonal, dann gilt
|det DL(u)| = |detDL| =1 YueR"

— \(L(A)) = A\"(A).

(¢) Firr>0und ACR" setze rA:={r-u|u € A}. Dann ist rA = B(A) mit
r 0
B=r-id= e R™",
0 r

Ist A messbar auf R™, so auch rA und es gilt
A'(rA) = X'(B(A)) = |det B]A"(A) = r"\"(A).
Insbesondere gilt \"(K,) = \*(rKy) = r"\(K;), wobei K, = {x € R"| ||z|| < r}. Fiir
f e L(R™) gilt:
/ (@) A(da) = /Af(r Cu) - A (du).

rA

|LINK: TEIL 1 DER 11. VORLESUNG VOM 14.11.2022 |
Beispiel 1.5.4 (Krummliniges Viereck). Sei V' C (0, 00)? berundet durch {(z,y) € (0,00)?| z =
1}, {(z,y) € (0,00)2| y = 2}, {(z,y) € (0,00)*| 2y = 1} und {(x,y) € (0,0)?| zy = 2}.

JRRN
RN

Abbildung 8: Illustration des gegebenen krummlinigen Vierecks.
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Berechne das Integral / zy* \?(dx, dy): Suche dazu einen C*-Diffeomorphismus ¥ derart, dass
1%

U~1(V) ein Rechteck ist. Dazu naheliegend sind u := xy € [1,2] und v :=y € [1,2]. Definiere
also ¥: (0,00)? — [0, 00)? durch
———

U(u,v) = (ﬁfﬁ 3) - (ul/j]) |

Dabei ist ¥([1,2]?) =V, ¥((1,2)?)) = V° und es gilt
Jolu0) = (1(/)1) —ul/m) |

also det Jy = 1 > 0. AuBerdem ist [1,2]*\ (1,2)* eine Nullmenge (vgl. Ubungsblatt 1 der
——r

—A  =U
Vorlesung, Aufgabe 3 (c)). Also gilt ‘ ‘

/ ry? N (dz,d ):/ (uv)1 M (du, dv) Fubini /2dv/2duu:3
v L Y A v ’ 1 1 2
=(zy)y )
:[§u2]1
Beispiel 1.5.5 (Polarkoordinaten). Sei ¥: [0, 00) x [—7, 7] — R? definiert durch
T cos
vroo) = (o).

rsin @

Mit W = (0,00) x (—m, ) ist ([0,00) x [—m,7]|) \ W eine Nullmenge und ¥|y : W — U(W) =
R\ {(z,0) : = <0} ein C'-Diffeomorphismus (leicht zu zeigen) und R? \ ¥ (V) eine Nullmenge.
Weiter gilt
_ [cosp —rsing
u(r,0) = (singp T COS ) ’

also det Jy(r, @) = rcos? ¢ +rsin® p = r > 0. Betrachte nun einige Bilder ¥(Q) von Rechtecken
Q:

o [0,R] x [-m, 7] — {(z,y) € R?| 2% + y* < R?} (Kreis)

o [Ry,Ro] x [—m, 7] — {(z,y) € R?| R? < 2 + y* < R3} (Kreisring)

e [0, R] x [a, B] — Kreissektor

Fiir f € £(R?) folgt aus der Transformationsformel und Fubini:

/R2 f(x,y) N(dz,dy) = / Al(dgo)/ A(dr) f(rcosep,rsing) - r.

[—m,m] [0,00)

Ist insbesondere f rotationssymmetrisch, das heift, es gilt f(z,y) = ¢ (\/:102 + y2) mit g: [0,00) —
R messbar, so folgt

/]Rz f(z,y) \(dx,dy) = 27T/ A(dr) g(r) - r.

[0,00)

52



1.5 Transformationsformel 1 INTEGRATION IM RY

Beispiel. Der Flacheninhalt des Kreises K gegeben durch

K = {(2,y) € R} 2* +y* < R*} = U([0, R] x [, 7])
—A

bestimmt man mit U = (0, R) x (—m,7) zu

A2 (K) /R A2(de, dy)

AK\T(U))=0

= N (dz. d
e / oy V()

/ r A2(dr, dyp)
U

T R 1
- / dgp/ rdr = 2mo R = nR2.
-7 0

|LINK: TEIL 2 DER 11. VORLESUNG VOM 14.11.2022

Beispiel 1.5.6. Gesucht sei das Integral

oo

/ e~ g DAt S / e~ A(dz).
—0 Aufg. 2 JR

Dieses findet Anwendung in der Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerrechnung, Quantenmechanik

und in der kinetischen Gastheorie. Das Problem ist jedoch, dass die Funktion x — e~ nicht

elementar integrierbar ist.

Es gilt:
2
Taan) = e [or N
(/Re (dx) 2 (dz) w " ()
= [ N(da) [ N(dy) e
- R
Fubini /R2 e~ %) \2(dz, dy)
Polark. 1 ! A g -
o \(d / AL(d :
el /[_Wr] (de) 0.00) (dr) e T
>0
oo,
- 27T/ re”" dr
0
_ 2T
= -7 [6 }o
= < 00,
also

/Oo e dr = Nz
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Beispiel 1.5.7 (Leibnitzsche Sektorformel). Seien —7 < a < f < 7 und p : [a, 5] — [0, 00)
stetig. Dann heifit 7 : [a, b] — R? mit

eine Kurve in Polarkoordinaten.
Gesucht ist der Flacheninhalt des Sektors S gegeben durch

S:={(z,y) eR*’|z=rcosp, y=rsing, 0 <r < p(p), ¢ € [a,B]}.

Abbildung 9: Tllustration einer Abbildung v und Sektor §

Mit der Betrachtung von Polarkoordinaten erhélt man:

9 5 B p(¥) 1 8 5
)\(S):/S)\(dx,dy):/adgo/o d?“r:§/ p(p)” dep.

«

Beispiel (Vierblattriges Kleeblatt). Die Randkurve eines vierblattrigen Kleeblattes S in Polar-
koordinaten sei gegeben durch p(p) = | sin 2|, o[-, ]. Weiter gilt cos 4¢ = cos? 2p+sin? 2¢p =
1 — 2sin? 2 und man erhilt

™

1 /7 1 r7
N (S) = 5/4811122@ dy = 1[ﬂ(1—cos4w) dp = 5

Beispiel 1.5.8 (Zylinderkoordinaten). Sei W: [0, 00) x [—m, 7] x R — R? definiert durch

x(r, @, z) T COS
U(r,p,z):=[y(r,p,z) | = [rsing
z z

Dabei sind (r,¢) die Polarkoordinaten der Projektion (z,y) des Punktes (z,y,z) auf die
zy-Ebene. Mit W := (0,00) X (—m,m) x R ist ([0,00) x [=m, 7] x R) \ W eine Nullmenge,
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1.5 Transformationsformel 1 INTEGRATION IM RY

Uy : W — (W) = R*\ {(£,0,2) € R} x <0, 2 € R} ein C'-Diffeomorphismus und
R3\ ¥(WW) ebenfalls eine Nullmenge. Es gilt

cosep —rsing 0
Juy (1, p,2) = | sing  rcosp 0],
0 0 1

also
cos@ —rsinp
Sinw T CosY

La;iace

1-

det Jy,, (7, ¢, 2) | =r>0.

Fir f € L(R?) folgt dann aus der Transformationsformel und dem Satz von Fubini:

/R3 f(z,y,2) N(dz,dy,dz) = /R/\l(dz) /[—mr] Al(dgo)/ A(dr) f(rcosp,rsing, z) - r.

[0,00)

Beispiel. Bestimme das Volumen eines Kegels K C R? mit der Grundfliche F := {(z,y)| 2 +
y?> < R?} und einer Spitze in (0,0, k). Dann ist K gegeben durch:

h
K:{<x’y’z)€R3!x2+y23RQ, oszsR<R—m>}.

Mit U := {(r,cp,z) ER|O<r<R —m<p<m0<z< %(R—r)}istK:\I/(U,U\Ueine
Nullmenge und es gilt

N(K) = /K N (de, dy, dz)
= / N (dz, dy, dz)
()

_ / A3 (dr, di, dz)
U

ini ™ R %(R—r)
b / dep / dr / dzr
-7 0 0

h R
= QW.E/O T(R—T)d?“
—1pR3

R3

1
2 3

s
= -Rh
3

Beispiel 1.5.9 (Rotationskérper). Sei f: [a,b] — [0, 00) stetig. Dann wird die Ordinatenmenge
My tber f gegeben durch

My = {(z,y) € R*| 0 <y < f(x), = € [a,b]}
als Teilmenge von R? aufgefasst, genauer gesagt, kann M folgendermaBen dargestellt werden:

{(z,y,2) eR}|y=0,0< 2z < f(x), z € [a,b]}.
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1.5 Transformationsformel 1 INTEGRATION IM RY

Letztere Darstellung lasst sich dann um die x-Achse rotieren und es entsteht ein Rotationskérper
K, dessen Volumen sich iiber Zylinderkoordinaten erfassen lasst: Es gilt

3 3 Fubini [° i f(=) b )
K a -7 0 a
Beispiel. Betrachte die Funktion f: [0, h] — [0,00) mit f(z) := y/z. Dann gilt

n 1
N(K) = 7r/ v de = ~mh?.
0 2

|LINK: TEIL 1 DER 12. VORLESUNG VOM 16.11.2022 |

Beispiel 1.5.10 (Kugelkoordinaten im R?). Sei W: W = (0,00) x (—7,7) X (—7/2,7/2) — R?

gegeben durch
Uy x(r, v, 9) r - cos cosv
Uy z(r, ¢, 9) r-sind

Interpretation bzw Konvention:

o 7> 0: Abstand zwischen den Ursprung O und P = U (r, p, )

¢ (Polarwinkel): Winkel zwischen der Projektion OP auf der # —y-Ebene und der positiven
x-Achste

¥: Azimutwinkel zwischen dem Strahl OP und der z — y-Ebene

D@(W)Rg\{(i’;)

U: W — D ist bijektiv und stetig differenzierbar mit

r,z€ R, x < 0} ist eine Nullmenge

Ju(r,o,9) = | singpcosd r-cospcosty —r-singsind

cospcosty —r-sinpcosty —r - cospsind
sin ¥ 0 r - cos

also

det Jg(r, v, )
= 7’ ( cos® p cos® ¥ 4 sin? ¢ cos ¥ sin? ¥ + cos? o cos ¥ sin® ¥ + sin? o cos® 19)
= 72 ( cos? 1) + sin? 19) cosv
= r?cos? >0 auf W.
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1.5 Transformationsformel 1 INTEGRATION IM RY

Da U~!: D — W ebenfalls stetig differenzierbar ist, ist ¥: W — D ein C'-Diffeomorphismus
und die Transformationsformel ist anwendbar. Fiir f € £(R?) gilt dann

/t f(z,y,2) X(dz, dy, dz)
Nuliv%znge / f x,Y, 2 dx dy,dz)

Tgfo /W f (\II(T', s 19)) ’ ‘ det J\I/(ra 2 19)’ )\S(dr’ d(,O, dﬂ)

=r2 cos ¥

N 7 - COS p cos v
Fubini /( ) AH(dW) /( | A (dy) /( | A(dr) f | rcotsinpcosd | - r? cos .
,g,% -7, 0,00

r-sin g
Beispiel 1.5.11.

(a) Wahle W, D, ¥ und f wie oben, zusétzlich sei jedoch f rotationssymmetrisch, das heifit,
es existiert eine messbare Abbildung g: [0,00) — R mit

Dann gilt

[ F@,y.2) N(de, dy, d2)

.

1 2
H(dv) cosz?/ o A(dy) /(O,oo))\ (dr) g(r) - r

jus
2

. T =27
=[sin 9] 74/2:2

= 2. 277/( )g(r) 2 A(dr)
0,00

(b) Konkret: Sei D eine offene obere Halbkugel gegeben durch
D = {(z,y,2) € B1(0)] z >0} C R®.
Dann ist W(A) = D fiir
A={(r,p,9)|re(0,1), p € (—m, x|, € (0,7/2)}.

Sei weiter f: R® — R gegeben durch

flzyy,2) =z 2 +y>+ 22 =21
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1.5 Transformationsformel 1 INTEGRATION IM RY

Damit gilt f € C(R?) und man erhélt

/ f(z,y, 2) M(dz,dy,dz) = r-sindd - r -2 cos A3 (dr, de, dd)
D

/,
Fubini / /2
. 0

T 1
= d? sin ¥ cos dcp/ dr r?
R—Int —r 0

Hf—’ﬁ/l_’
=2 —1
5
[81112 19] /2 1
- Y
2 |, 5
_ T
= <
Beispiel 1.5.12 (Kugelkoordinaten im R", n € N).
(a) Man betrachte die Zuordnung (21, ...,2,) = (7,01, . . ., n_1)'8. Sei weiter g: [0,00) — R
messbar und f: R" — R rotationssymmetrisch, es gilt also

f(@) = g(ll=]]).
Dann gilt:

[ @ ) =7 [ X(dr) g(r) e

(0,00)
mit einer nur von der Dimension n abhéngigen Konstanten 7,,. Setze nun speziell g = 1y 1),
um 7, zu ermitteln. Damit folgt f = 1, () und man erhalt

wn, = N"(B1(0)) = / f(x) A"(dx) =7, /1 r"tdr =1, [17“”}: = T—n,

n 0 n n

also 7, = n - w,.

(b) Sei g(r) = 1j91)(r)r~*. Dann ist f = f, gegeben durch

folz) = {xlll‘* fiir [|z]| <1

0 sonst

und es folgt
fa € LR") < a<n <= n—a>0.

Man erhilt dann

1
1 n—ao
1 r n
/ fa)\”:n-/rnladr:n-wn- = W,
R 0 n—al, n—a

(81Dabei bezeichnet r = ||z|| den Radius und ¢, ..., y,_1 entsprechende Winkelkoordinaten.
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2 VEKTORANALYSIS

(c) Sei g(r) = 1j,00)(r)r~*. Dann ist f = f, gegeben durch

o) = L ooy (][]~
und es folgt
feLR") <= a>n <= n—a<0.
Man erhalt dann

— o0
\" _ ood n—l—o __ e o n
fa=n-w, rr =n-wy, = Wh,
R" 1 n—al, In — af

|LINK: TEIL 2 DER 12. VORLESUNG VOM 16.11.2022

2 Vektoranalysis

2.1 Kurvenintegrale und Potentiale

Definition 2.1.1. Fir a,b € R, a < b, nennt man jede stetige Abbildung v : [a, b] — R™ einen
Weg in R™. Das Bild (/) C R™ heifit Bahn oder Spur von «y, wéihrend «y(a) und ~y(b) als Anfangs-
bzw. Endpunkt von v bezeichnet werden.

Fir a < b, ¢ < d € R heifit eine streng isotone, bijektive und stetige Abbildung « : [a,b] = I —
[e,d] = J eine (orientierungserhaltende) Parametertransformation.

Fiihre nun auf der Menge {7 : I — R"| I echt abgeschlossenes Intervall, ~y stetig} die folgende
Aquivalenzrelation ein:

vy:l =>R"~p: J—=R"

<= Es ex. orientierungserhaltende Parametertransformation a : I — J mit v = p o a.

Dabei besitzen zwei dquivalente Wege ¢ ~ v denselben Anfangs- und Endpunkt sowie dieselbe
Bahnen, es gilt also v(I) = a([/), und die Bahnen durchlaufen auch stets dieselbe Richtung.
Man sagt in diesem Fall, dass ¢ und « dieselbe Orientierung besitzen. Dagegen hat der Weg
—v: 1 =[a,b] - R" gegeben durch

(—)(t) =~(a+b—1)

die entegegengesetzte Orientierung bzw. Laufrichtung zu .

Setze I' = [y] = {p: J = R™ Weg| ¢ ~ v}. I heiit dann Kurve mit Parameterdarstellung oder
Reprasentanten .

Beachte: Es gilt —T" := [—v] # [v].

Sind 7 : [a,b] — R", ¢: [¢,d] — R™ Wege mit ¢(c) = y(b), so definiert man den zusammenge-
setzten Weg (y+ ) : [a,b+ d — ¢] = R™ durch

(1), t € la,b]
olc—b+t), tebb+d—c

(Y o)) = {
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2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

Speziell fur ¢: [b,d] — R™ (¢ = b) gilt

w%wxw:{“”’temwy

v : [a,b] — R™ heifit geschlossen, falls v(b) = ~y(a) gilt, so ist beispielsweise fiir jeden Weg
v € R™ der Weg

7= +(=p)
geschlossen.
Eine Kurve I' heifit glatt, falls eine Parameterdarstellung v : [a,b] — R", also I' = [y] mit
v € C'([a, b)), existiert, und stickweise glatt, falls T' = [y; 4 2 + ...+ 7, (insbesondere ist jeder
Anfangspunkt von ~; der Endpunkt von 7;_1). Damit ist die folgende Aquivalenzbedingung
gegeben:

I stiickweise glatt

< Jv:[0,1] - R", neN: 7\[@7£] stetig differenzierbar fir k € {1,...,n}.

Bemerkung 2.1.2 (Motivation der Kurvenintegrale durch Arbeit im Kraftfeld). Verschiebt
sich eine Masse durch Einwirkung einer konstanten (Anziehungs-) Kraft F' € R" (n € {2,3})
um einen Vektor s € R™ ist die geleistete Arbeit (Zugewinn an kinetischer Energie) W = (F s).
Falls F' nicht konstant ist, und sie durch ein Kraft- oder Vektorfeld v : D — R"™ auf einem
Gebiet D C R™ beschrieben wird — zum Beispiel durch das Gravitationsfeld der Erde: Wie grofl
ist dann die geleistete Arbeit, falls sich der Massepunkt entlang einer Kurve v mit Parameter
v : la,b] = R™ im Kraftfeld v bewegt?

|LINK: TEIL 1 DER 13. VORLESUNG VOM 21.11.2022

Um diese Frage zu beantworten, wird vorausgesetzt, dass v : D — R™ stetig, v : [a,b] — R"
stickweise glatt sowie v([a,b]) C D ist. Sei weiter Z = {a = t,t1,...,t,m = b} C [a,b] eine
Zerlegung des Intervalls [a, b], die alle Unstetigkeitsstellen von +/ enthélt. Ist die Zerlegung fein
genug, es gilt also || Z|| < el fiir ein € > 0, so erwartet man:

m

Arbeit ~ 3 (03 ()1 (t) — y(tn)) = 3 (o), 76 b —tr) )

k=1 k=1

MWS

oo~ Y () (te—te—1)
fir [| Z||<e

Dies ergibt gerade eine Riemann-Summen-Naherung fiir ein Integral

[ (w2 0) .

Dies motiviert die folgende Definition:

[IDabei bezeichnet ||Z|| den groBten Abstand zwischen zwei Nachbarpunkten in Z.
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2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

Definition 2.1.3. Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" stetig. Sei weiter 7 : [a,b] — D
stiickweise glatt (d.h. stetig und stiickweise stetig differenzierbar). Dann bezeichnet man

vy = [ Ge),0) a (*

als das Kurvenintegral (bzw. Linienintegral) vom Feld v lings v, wobei I' = [v].
Alternative Schreibweisen sind gegeben durch

[ 0@).dz) = [ v@)-do= | zvk dar,

wobei beide durch die Koordinatendarstellungen

U1 i
v=|:|:D=R", y=|:|:]a b =>R"
Un In

motiviert werden, da man durch

/ab<U('Y<t))77/(t)> dt:/a ka () dt = Z/a (Y (E))7A () di

eine Summe von skalaren Integranden bzw. Integralen erhélt. Fiir eine stiickweise glatte Kurve
'=ri+Iy+...+I, mit glatten I'; gilt dann:

[t ey =3 [ (o). da

Bemerkung 2.1.4.

(a) Sind ¢: [¢,d] — R™ und 7 : [a,b] — R™ zwei Parameterdarstellungen der Kurve I' = [] =
[¢], so existiert nach Definition 2.1.3 eine Parametertransformation « : [a, b] — [c, d], so
dass v = ¢ o a. Nach der Ketten- und dann Substitutionsregel gilt dann:

[t 7o) dt = [ (vela)).ea®) a0 dt = [ (oels). () ds.

=:s

Insbesondere héngt die Definition von [r(v(x),dz) in (*) nicht von dem gewéahlten Repré-
sentanten v der Klasse I" ab.

(b) Wegen p(t) = (—y)(t) =v(a+b—1t) = ¢'(t) = —'(a +b—1) folgt:

/_F'U(SE) dx = /ab<v(g0(t)), ¢ (1)) dt
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2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

=[G ) ds
= [N () ds

= —/Fv(x)-dx.

(c) Fiir ein kompaktes Intervall I und einen Weg v : I — R” setze:

v = y(minI), ~¥:=~(maxI).
Diese Notation wird folgendermaBen begriindet: Betrachte einen Weg ~ : [0, 1] — R" und
@: [1,2] = R" mit ¢(t) = y(t — 1). Dann ist y(1) der Endpunkt von I, aber (1) der
Startpunkt von I fir I = [y] = [¢].
Sind v und ¢ Wege in R™ mit v% = ¢4, setze:

/p%q,v(x)'dm:/rv(x)'d$+/bv(x)-dx.

|LINK: TEIL 2 DER 13. VORLESUNG VOM 21.11.2022

(d) Ist 7 : [a,b] — R™ eine injektive C'-Parametrisierung einer Kurve I', dann setzt man:

) = [ @la= [ o) a

Ist ¢ eine andere solche Parametrisierung von I, so ergibt sich dhnlich wie oben L(v) =
L(p), und man darf dann diesen Wert mit L(I") bezeichnen. Wegen der Norm gilt hier
sogar L(—T") = L(T).

Ist v : [a,b] — R™ injektiv, stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit einer Zerlegung
{t1,...,tn} Cla,b] , die alle Unstetigkeitsstellen von " enthélt, so setzt man

N-1
L(v) = Z L (’7’[%%‘“]) .
j=1

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.1.5. Fiir einen injektiven und stiickweise glatten Weg  : [a,b] — R" und I" = [v]
bezeichnet L(T') = L(v) die Lange der (unorientierten) Kurve T.

Motivation: Sei vy stiickweise affin, das heifit, es existieren Vektoren vy,...,vy_1 € R", so dass
ity 4021 (E) = V(t5) + vja(t — t;) gilt. Dann gilt

b . N-1 tit1 . N-1 20
[ivonas=3% [T 17wl de= 3l - )=
a j=1 7t - j=1
)

20IDabei bezeichnet ||v;|| die Linge des Geschwindigkeitsvektors und (¢;41 — t;) die Linge des Zeitintervalls.
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2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

(e) Es gilt

[o@)de= [1 @O0 0) d < max [0GO) D).

uchy —
< NG @I =maxger [[v(z)||

Schwarz

Beispiel 2.1.6.
(a) Sei v:R?* — R? ein Vektorfeld gegeben durch

v(z,y) = (”Tx—i_yy) .

Fir die Verbindungsstrecke von (0,0) zu (1,1) wahlt man dann die Parametrisierung

v :10,1] = R? mit v (t) = (i) und somit 7/ (t) = G) und v(y1(t)) = (?) Es gilt dann

/Fl o) do= /ol<2t’t2) G) dt = /01(215 F)dt=1+ ; = é

Sei weiter Ty der Teil der Parabel {(z,y) € R?| y = 22} der von (0,0) nach (1,1) verlduft.
Waiéhle dann die Parameterdarstellung;:

e w0-(2) = 0~

2
und v(v,(t)) = (t _:3t ) Dann gilt

! 1 11 2 37
-d :/t 2 dt==-+-+-=—.
/m”(x) v= ), U )<2t> 27375730

=t+1242¢4
Fazit: Obwohl die beiden Kurven dieselben Anfangs- und Endpunkte haben, gilt [i. v(z)-
dr # [p, v(z) - dx.

(b) Betrachte das Vektorfeld v : R? — R? gegeben durch

2x
U(l‘,y) = <x2 +y4y> .

Seien weiter I'y, 71, 'g, 72 wie in (a). Dann gilt

22 1 f .
vln(®) = <t2 + 4t> = ), vl@)de= /0 (2 + £ +4t) dt = [¢* +26°] =3
und

a0 = (s 7 )
1 10 ,

1 1 1 1
= v(r) - do = / (2t*, 5t%) dt = / (2t* + 10t%) dt = [t4 + —t } =3.
I 0 2t 0 2 4 g
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2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

Da stellt sich nun die Frage, was die beiden Falle eigentlich unterscheidet. Die Beantwortung
dieser Frage motiviert die folgende Definition:

Definition 2.1.7. Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" stetig. Gibt es ein ®: D — R,
¢ € CY(D), mit
grad ® = v,

so heifit v Gradientenfeld oder konservatives Vektorfeld und ® Potential(-Funktion) von wv.

Beispiel 2.1.8. Fur eine stetige Funktion f: (0,00) — R nennt man v : D = R"\ {0} — R",
v(z) = f(||z||)x ein Zentralkraftfeld.

Die Funktion r +— rf(r) ist stetig und auf jedem Intervall [0, R] Riemann-integrierbar. Also
existiert eine Stammfunktion g: (0,00) — R, die wegen ¢'(r) = r f(r) stetig differenzierbar in
(0,00) ist. Setzt man ®: D — R™ mit ®(x) = g(||x]|), so folgt

T

grad ®(z) = 9’(|lxll)m = [(lz[Dz = v(z).

Das heif3t, dass jedes Zentralkraftfeld ein konservatives Vektorfeld ist.

|LINK: TEIL 1 DER 14. VORLESUNG VOM 23.11.2022

Insbesondere ist das Gravitationsfeld eines Massepunktes der Masse M gegeben durch

g-M
v(x) = —Wa:, x # 0,

ein Zentralkraftfeld mit Potential

_g9-M
O(z) = ol x # 0.

Nun folgt ein Analogon (und Folgerung) des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

Satz 2.1.9. Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" ein Gradientenvektorfeld mit Potential
®: D — R. Sei weiter 7 : [a,b] — D eine Parameterdarstellung der stickweise glatten Kurve T.
Dann gilt

dz =@ (7F) — @ (). 2.1.1

[v@)-dv =@ (77) = @ (+*) (2.1.1)

Beweis. Nach Voraussetzung existieren glatte Kurven I'y, ..., I'y, so dass gilt:
I'=I1+Iy+w...+Ty.

Wenn man jedes I';, j € {1,..., N}, einzeln betrachtet, erhdlt man bei der Auswertung der
jeweiligen Integrale eine Teleskopsumme, so dass Folgendes gilt:

Der Satz gilt fir I'; == Der Satz gilt fiir I'.
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2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

Es darf also ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass ' selbst glatt ist.
Betrachte dazu die Abbildung F' = ® o~ : [a,b] — R mit F(t) = ®(y(¢)). Dann ist F' € C*([a, b))
und es gilt nach der Kettenregel (vgl. Analysis II fiir Lehramt)

()= 3 (@00) =Y (2‘1’) (1) Sont) = {arad B((1)), 7/ (1) = {o(x(1), 7 (1)
und man erhalt

[ vty dr = [“wr) @) dt = [ F(0) a2 FG) ~ Fla) = () ~ B(r(a)). O

a a

Damit erhalt man als Charakterisierung;:

Satz 2.1.10. Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" stetig. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) v besitzt ein Potential ®: D — R.

(b) Fir jede stickweise glatte und geschlossene Kurve I' in D gilt:
/ v(z)-dx =0.
r

(c) Seien I'y und Iy stickweise glatte Kurven mit gleichem Anfangs- und Endpunkt. Dann gilt:

/Flv(x)-dx:/mv(x)-dx.

Beweis.
(a)=-(b) Die Aussage folgt direkt aus Satz 2.1.9.

(b)=(c) Betrachte I := I'y ++(—T'3). I ist stiickweise glatt und geschlossen und es gilt

Oz/rv(:z:)-dx:/rlv(x)-dx+/_rzv(x)-dx:/rlv(x)~dx—/r2v(x)-dx,

also die Behauptung.

(c)=(a) Konstruiere zunichst ein passendes ®: Wahle dazu den (festen) Referenzpunkt O € D.
Da D ein Gebiet ist, ist D auch wegzusammenhangend, es existiert also eine Kurve
I, fir alle x € D mit Anfangspunkt O und Endpunkt x. Definiere nun ®: D — R
durch

Dieser Wert hiangt dabei nach Voraussetzung von (c) nicht von der gewéhlten
Verbindungskurve I', ab!
Da D als Gebiet auch offen ist, existieren fiur alle x € D ein § > 0, so dass
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Bs(x) € D. Damit folgt, dass fir alle h € R mit |h| < § und j € {1,...,n} eine
Verbindungsstrecke S; = [z, x + he;| in D enthalten ist. Nach Definition gilt dann

‘D($+h6j)—<1>(w)Z/Fﬁsjv(y)-dy—/rzv(y)-d?J:/S v(y) - dy.

Also ist 0; : [0,1] — D gegeben durch
O'j(t) =x+1t- h@j

eine Parameterdarstellung von S;. Nach dem Satz 1.3.6 iiber parameterabhangige
Integrale gilt dann:

lim (@ + hey) — @(2))) = Jim 01<v(0j(t)),w> dt
=he;

1
= /O}L%vj(ijthej) dt

=vj(z)
= Y (),

also %@(x) = vj(x). Damit gilt insbesondere grad ®(x) = v(x), weshalb ® tatséch-
lich ein Potential ist. ]

|LINK: TEIL 2 DER 14. VORLESUNG VOM 23.11.2022 |
Definition 2.1.11.

(a) Seiv:D — R", v e CY(D) und D C R"™ ein Gebiet. Das Vektorfeld v heiit wirbelfre,
falls es die folgende Integrabilititsbedingung erffiilt:

aamvj(x) = aiv,(m) Vee D, i,jed{l,...,n}, (2.1.2)
i j

die Jacobi-Matrix J, ist also symmetrisch.

(b) Ein  C R™ heifit sternformig, falls es ein O € Q gibt, so dass fur alle x € Q die
Verbindungsstrecke
{t-O+ (1 —t)z|t€[0,1]}

in 2 enthalten ist. In diesem Fall nennt man O ein Zentrum von 2, und €2 sternférmig
beziiglich O. Insbesondere gelten:

() ist ein Ball = () ist konvex = () ist sternformig = () ist wegzusammenhangend.
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Lemma 2.1.12. Se: D C R" ein Gebiet und
(%1

v=|:|:D—R"
Un

ein C*-Gradientenfeld. Dann ist v wirbelfrei.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Potential ®: D — R mit grad ® = v und v € C'(D),
also ® € C?(D). Nach dem Satz von Schwarz gilt dann fiir alle 4,5 € {1,...,n}:

Dj’Ui = D]qu) = DZD](I) = DZ"U]' auf D. [
Nun macht es wieder Sinn, speziell Situationen von affin-linearen Feldern zu betrachten:
Beispiel 2.1.13.

(a) Sei c € R" und v : R® — R™ mit v(z) = ¢ ein konstantes Vektorfeld. Fir ®: R” — R mit
(z) = (c,z) = Xj_, ¢;x; ergibt sich:
Dy®(x) =¢, und grad® =c =,
® ist also ein Potential zu v.

(b) Sei A € R™™ und v : R* — R" mit v(z) = Az. Falls A symmetrisch ist, so gilt fiir
®: R* — R mit ®(z) = 3(z, Az):

1
D®(x) = —a’ (AT + A) = 2T AT,
2 —
=2AT
also grad ® = (D®(z))" = Az = v(x). Allgemein gilt sogar:
D]{Uj(ili') = Dk(ajk:ck) = Ajk-
Also ist A genau dann symmetrisch, wenn v wirbelfrei ist. Insbesondere gilt:

A ist symmetrisch <= v ist wirbelfrei 2Ly ist ein ' —Gradientenfeld.

Nicht nur die Terme in v(z) spielen eine Rolle bei der Konservativitétseigenschaft, sondern auch
die Geometrie von D:

Beispiel 2.1.14. Sei D = R?\ {0} ein Gebiet und v : D — R? gegeben durch

_(—y\ 1 1 —y
o= (et ()

Dann gilt
1 -y z? + 2y°
D = — (=1) -2y = — D, 1Y),
yUl(Ly) 22 + 12 + (22 + 422 (=1)-2y (22 +42)2 (22 +12)? va(,y)
_ _y2-a?
(x2+y?)?
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v ist also wirbelfrei fiur (i) e D.

Besitzt v aber ein Potential? Falls dies der Fall sein sollte, so muss nach Satz 2.1.10 das
Kurvenintegral von v langs einer geschlossenen glatten Kurve I' gleich Null sein. Sei dazu I" der
Einheitskreis mit Parametrisierung v gegeben durch

) 2 _ [cost
v:[0,27]) = R, A(t) = (sint) .

Dann gilt
v = (Tome) o) = (T
cost cost) cos?t +sin’t
—_—
Es folgt

mo —sint B
/Fv(x) ~dx = /0 (—sint, cost) ( cost) dt =27 # 0.

=1

Es kann also kein Potential existieren.

Lemma 2.1.15. Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" differenzierbar derart, dass die
Jacobi-Matriz J, symmetrisch ist fiir alle x € D, es gilt also JI = J,. Seien weiter a,b,c € D

und A = {ta +sb+relt,r,s €[0,1], t+r+s= 1} das Dreieck mit Ecken a,b,c, das in D
enthalten ist. Sei nun I' :== OA der geschlossene Dreiecksweg von a tiber b nach c. Dann gilt

/Fv(:v)-dz:O

Beweis. Betrachte im Beweis, dass sich a, b und ¢ in einer allgemeinen Position befinden,
das heif3t, nicht auf einer Geraden. Zerlege nun A durch Verbindungsstrecken zwischen den
Mittelpunkten my, ms und ms der drei Seiten. Dann erhalt man vier kongruente Dreiecke Ay,
Ay, Ag und A4. Wahle nun auf I'; = 0A;, j =1,...,4, dieselbe Orientierung wie auf I'. Unter
Beachtung der Orientierung folgt:

12

/Fv(a:)-dx: > (:l:l)/

m=1 L

v(z)-der = z_:l/r v(z) - dx, (2.1.3)

wobei L die jeweiligen Liniensegmente bezeichnet.

|LINK: TEIL 1 DER 15. VORLESUNG VOM 28.11.2022

Damit erhalt man

’/FU(@'dx = il(il)[;v(x).dx Sil Ajﬂ@.dx

Wihle dann den im Betrag Grofiten der vier Summanden aus und erhalte mit

/ v(x) - dx / v(x) - de
r T,
fiir 'MW € {T';, T, '3, T4} den Umfang von L (F(l)) = 1L(T), da jede Seitenléinge halbiert wird.

-2
Ebenso gilt dann fiir das Durchmesser diam 'V = %diam r.

(2.1.4)

= max
1<j<4
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Definition. Fur M C R” ist

diam M = sup ||z —y||
r,yeM

der Durchmesser von M.

Da in (2.1.4) das betragsgrofite Kurvenintegral ausgewahlt worden ist, gilt

\/Fv(m)-dx’ SZ; /Fjv(x)-dm /m”(x) e

12

<>

/Lv(a:)-dx’ <4

m=1
Nun kann man '™ = 9A®M als , groBen Dreiecksweg® betrachten und wieder unterteilen:
Dadurch erhilt man ein Dreieck A®) mit orientiertem Rand I'® = 9A®)| so dass gilt:

L(r®) = ;L (r®) = iL(F) und  diam (I'®) = ;diam (r®) = idiam(r)

und
<4

/F<1> v(z) - dex /r<2> v(x) - de

Induktiv erhélt man die Folge A > A® 5 A® 5 A®) 5 von Dreiecken mit

Es folgt

k k
L(1®) .y (r®=) = (;) L) und diamT® = (;) diam T,
1

>

2
/F(k>v(9:) ~dz| 2 1 /F(k_l)“(f)'dl" > <Dk /Fv(:v)-dx’.

Weiter sind alle A®) | k € N, kompakte Teilmengen des R", also besteht der Schnitt Nyey A®)
genau aus einem Punkt o € R" (multidimensionale Intervallschachtelung, Ubung).

Falls man sich nun auf ein sehr kleines Dreieck A®*) beschrankt, so ist das Vektorfeld v gut
durch seine Ableitung approximierbar. Genauer: Wéhle € > 0 beliebig. Da v differenzierbar auf
xq ist, existiert ein § > 0 derart, dass Bs(xg) C D und

[o(2) = v (z0) = Du (z0) (z = o) || = o ([lz = woll) < &l — w0l

falls © € Bs (zo).
Wihle nun k € N so, dass diam A®) < §. Da zqp € AW, folgt A® C B;(2¢). Betrachte nun
analog zu Beispiel 2.1.13 (a) das Vektorfeld © : D — R™ gegeben durch

0(x) == v (xg) + Do (z9) (x — ) .

¥ besitzt dann ein Potential ® gegeben durch

1

b(2) = (v (wo) , ) + 5 (& = w0) , Ju (w0) (& — o)),

da ja J, (7o) als symmetrisch angenommen worden ist. Es gilt

D (x) = v (o) + 27, () — ;ngvT (20) — ;IOTJU(:U) — v (20) + (& — 20)T Jy ().
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Insbesondere gilt dann nach der Aquivalenz in Satz 2.1.10:

0= L (0(x),dx)

Awwwym@%m> -

/r(k) <v(x) — v (20) — Dv (20) (x — ), dx>

Il <ellz =z
Cauchy-Schwarz &
< £ max ||:r—a:0||-L<F( )>,
2.1.4(e) zel(k)

und insbesondere

[, (@) = 5(), d)

also insgesamt

/1“(k> v(x) - de

Wegen der Maximalititseigenschaft der Dreiecke AM A®)

< 4F

/Fv(x) -dx /F<k> v(x) - de

Da € > 0 beliebig klein ist, folgt die Behauptung.

onA(k)

< —zo|| - L(TW) <
< e max |lv — ol - L(TW) <

k
<e (i) ~diam A - L(T)

1 k
e diam A® () L(T),
———— 2
:(%)k-diamA
. gilt dann

k
< 4*e (i) ~diam A - L(I') = e - diam A - L(T").

—_—
fest

]

|LINK: TEIL 2 DER 15. VORLESUNG VOM 28.11.2022

Satz 2.1.16. Sei D C R" ein sternformiges Gebiet und v : D — R™ ein differenzierbar und
wirbelfreies Vektorfeld. Dann besitzt v ein Potential, ist also ein Gradientenfeld.

Beweis. Sei xy ein Zentrum von D. Nach globaler Translation des Koordinatensystems kann
ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass D sternférmig beziiglich 0 ist.

Definiere nun ®: D — R durch

O(z) = /[O,a:] v(x)-de = /01<v(t:v), Xz

=4 (t2)

) dt = ixj /01 vj(tz) dt. (2.1.5)

Da D offen ist, existiert dann zu z € D ein 6 > 0 mit Bs(z) C D. Fir h € (—6,0) und

ke {l,2,...,n} gilt auBerdem fiir die Strecke

[z, x4+ hey] C Bs(z) C D,

ebenso fiir den Dreiecksweg I' von 0 iiber x nach x + heg. Daher gilt nach Satz 2.1.15:

/Fv(x)-dx:O
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und damit

1 1
Ilzlg(l) 7 (O (x + he) — P(z)) = }ng(l) 7 </Fv(y) ~dy + o the] v(y) - dy).
=0

Analog zum Beweis der Folgerung (c¢)=-(a) des Satzes 2.1.10 folgt:

also insgesamt grad ¢ = v. O]

In beiden Beweisen wurde jeweils ein Potential ® konstruiert. Mit einer solchen Methoden
konnen tatsachlich auch konkrete Potentiale berechnet werden:

Beispiel 2.1.17.

(a) Sei v:R*— R3 ein Vektorfeld gegeben durch

vy (2, y, 2) 2ayz — ylz — 1
v(z,y, 2) = [va(x,y, 2) | = | 2%2 — 22yz + 22
v3(z,y, 2) v*y — Y’ + dyz

Besitzt dieses Vektorfeld ein Potential? Wenn ja, welches? Um dies zu iiberpriifen, teste
zunachst die Jacobi-Matrix J, auf Symmetrie: Es gilt

D2vl($a Y, Z) =2rz—2yz = Dlvz(% Y, 2’)7 D3'U1($7 Yy, 2) = 2xy — y2 = Dw;;(x,y, Z)>

aber
Dsvy (2,9, 2) = 2% — 20y + 22 # 2° — 22y + 42 = Dyvs(z, y, 2).

Damit ist J, nicht symmetrisch, so dass v nicht wirbelfrei ist und somit kein Potential
besitzen kann.

(b) Sei v :R3 — R? ein Vektorfeld gegeben durch
2ayz + 22— 22 + 1
v(z,y,2) = 2z — 4ay
2%y + 222 — 2
Teste J, auf Symmetrie: Es gilt

Dovy = 222 — 4y = Dyv,,
Dsvy = 22y + 22 = Dyvs
Dg’l]g = $2 = Dz?}g.

71



2.1 Kurvenintegrale und Potentiale 2 VEKTORANALYSIS

Damit ist .J, symmetrisch, also v wirbelfrei. Da R?® sternférmig ist, folgt dann aus
Satz 2.1.16, dass v ein Potential besitzt, also v ein Gradientenfeld ist. Ist ®: R®> — R ein
solches Potential, so gilt fir (z,y, 2) = (z1, 29, x3) (vgl. (2.1.5)):

3 1
O(x,y,2) = ZIL‘J/ v(tx) - dt
=1 70
1
= x/ (21533:3/2 + 1222 — 2827 + 1) dt
0
1
+y/ (t3x22 — 4t2xy) dt
0

z /01 <t3x2y + 2%z — 2) dt

1 1 2
= §x2yz + gsz — gng +x

1 4
+Z:v2yz — gxyz

1, 2
—xYyz + sx2” — 2z
+7YE T 3

= 2?yz +x2® — 2xy® + x — 2z.

(c) Betrachte dasselbe v : R® — R? wie in Teil (b), aber nun mit so genannter , unbestimmten
Integration“: Ist ® ein Potential von v, so gilt grad ® = v, das heifit

D ®(z,y,2) = vi(z,y, 2) = 2ryz + 2% — 2% + 1, (2.1.6)
Dy®(z,y, 2) = vy(z,y, 2) = 22 — 4wy, (2.1.7)
D3®(z,y, 2) < v3(7,y, 2) = 2%y + 222 — 2. (2.1.8)

Integriere nun (2.1.6) nach x: Es gilt

(I)({L‘7y,2) = /’Ul(l',y,Z) dr +c
= /(2xyz+22—2y2+1> dr + ¢

= 2®yz+ 22x —2Px + 2+,

wobei ¢ von den Parameterwerten y und z abhéngt, es gilt also ¢ = ¢(y,z). Um ¢ zu
bestimmen, leitet man zunéchst nach y ab und vergleicht anschlieBend mit (2.1.7): Es gilt

22y — Aoy = D,®(z,y,z2) = 2’z — dyx + Dyc(y, 2),
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also Dyc(y, z) = 0. ¢ hiangt also nur von z ab: ¢ = ¢(z). Um diese Funktion zu bestimmen,
leitet man nun ® nach z ab und vergleicht anschlieBend mit (2.1.8): Es gilt

vy 4222 — 2 =D, ®(2,y, 2) = 22y + 222 + D.c(2),

also D.c(z) = —2 und damit ¢(z) = —2z + K fiir eine beliebige absolute Konstante K € R.
Es folgt
@(m,y,z) = nyZ + ZQ[E - 2y2x +x—-22+ K.

|LINK: TEIL 1 DER 16. VORLESUNG VOM 5.12.2022

Definition 2.1.18. Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" stetig differenzierbar. Man
bezeichne auflerdem den Vektor der Ableitungen

9 o\
V:—(Dl,...,Dn)T—<8x17...,ax)

als Nabla-Operator.
Die skalare Funktion divv : D — R gegeben durch

divo(z) = i (Djv;) (z)

Jj=1

heiBt Divergenz von v und kann dann als divv(x) = (V,v)(z) geschrieben werden. Ahnlich kann
fiir ein skalares f: D — R™ der Gradient als

grad f(z) = Vf(z)

geschrieben werden.
SchlieBlich definiert man speziell im Fall n = 3 das Rotationsvektorfeld rot v : D — R? durch

DQ’Ug — D3U2
rotv(z) =V x v(z) = | Dgv; — Dyus | (2)
D1U2 — D2U1

und nennt es auch Rotation von v.

2.2 Integralsiatze in der Ebene

Definition 2.2.1. Sei D C R” ein Gebiet, f: D — R stetig und 7 : [a,b] — D eine Parameter-
darstellung einer glatten Kurve I'. Dann heif3t

[ asi= [ o) @l ar

das Kurvenintegral (1. Art) von f lings T'.
Ist I' =T+ ..., eine stiickweise glatte Kurve, insbesondere also I'; glatt fiir jedes j = 1,...m,

so setzt man
/Ff(x) ds := ZZ/F] f(z) da
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Bemerkung 2.2.2.

(a) Kurvenintegrale von Funktionen bleiben gleich, falls sie umparametrisiert werden, genauso
wie bei den Kurvenintegralen von Vektorfeldern (Stichwort: Substitutionsregel).

(b) Bei Kurvenintegralen 1. Art hiangt der Wert nicht von der Orientierung der Kurve ab,
denn mit ¢ = —v : [a,b] — D gegeben durch

p(t) =y(a+b-1)
gilt

[ s@yas = [ e I @]
— /bf( (a+b—t H— a+b—t”dt
dr=—dt _/ NI dr

= Lf(UMvUHM-

(c) Fir f =1 beschreibt das Kurvenintegral 1. Art die Lénge der Kurve I': Es gilt
b
L) = [Tl dt= [ 1as
a r

(d) Zusammenhang zwischen den Kurvenintegralen 1. Art und 2. Art:
Fiir eine glatte Kurve T' = [y] mit v € C*([a, b]) und +/(¢) # 0 fiir alle ¢ € [a, b] definiert
man den Tangentialeinheitsvektor von I im Punkt z = ~(t) € v([a, b]) durch

/
T(x) = () :
Iy ()]
Dieser héangt von der Orientierung der Kurve I' ab, nicht aber vom konkreten Représen-
tanten v € I' = [].
Ist nun v : D — R™ ein stetiges Vektorfeld und 7([a,b]) C D, so gilt

/FU(J;) dr = /ab <U(7(t)), ::::Ei;:’yl(t)> dt

—_—
Kurvenint. 2. Art

b I ,
= [ {00, @ Yol a

= [ ), 1) o) at

Kurvenint. 1. Art
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Definition 2.2.3.

(a) Eine Kurve I' in R™ heifit Jordanbogen, falls eine Parameterdarstellung v : [a,b] — R™
existiert, die injektiv ist.

(b) Eine Kurve I' in R™ heifit Jordankurve, falls eine Parameterdarstellung v : [a,b] — R”
existiert, die auf [a,b) injektiv ist und v(b) = y(a) erfiillt; insbesondere ist I' dann eine
geschlossene Kurve.

Beachte: v : [a,b] — R" ist immer stetig.

|LINK: TEIL 2 DER 16. VORLESUNG VOM 5.12.2022 |

Definition 2.2.4 (Glatt berandetes Gebiet). Man sagt, dass ein Gebiet D C R? einen stickweise
glatten Rand besitzt, falls

(a) 0D die Bahn einer geschlossenen Kurve I' ist und

(b) es zu jedem q € 9D C R? ein orthogonales Koordinatensystem des R? mit Parametern
(¢,m) gibt, so dass ¢ = (£ = 0,1 = 0) und ein offenes Rechteck R = (a,b) x (¢,d) C R¢ xR,
sowie eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion h: (a,b) — (¢, d) existieren mit

qg=(0,0) € R,
DNR={(&n) eR n<h(©},

ODNR={(&n) € Rn="h()}.

Von dieser Definition gibt es mehrere (dquivalente und abgeschwéchte) Varianten. Bei vielen
Anwendungen reicht es, zu fordern, dass h Lipschitz-stetig ist.

Beispiel 2.2.5. Gebiete mit glattem Rand (h € C'((a,b))) sind beispielsweise Kreise, Ellipsen,
Halbebenen sowie Mengen oberhalb einer Parabel oder einer Hyperbel.

Gebiete mit stiickweise glattem Rand sind beispielsweise Dreiecke, Rechtecke und Polygone.
Da stellt sich nun die folgende Frage: Was kann man sagen, falls eine Menge G' C R? konvex ist?
Die Menge B;(0) \ {[0,1] x {0}} ist nicht stiickweise glatt berandet, da in ¢ = (0,0) die
Bedingung (b) nicht erfiillbar ist.

Definition 2.2.6.
(a) Eine Menge F' C R™ heifit diskret, genau dann wenn F' keine Haufungspunkte besitzt.

(b) Ist D C R? ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand, so existiert eine endliche
Teilmenge F' C 0D, so dass fiir alle ¢ € 0D \ F ein Rechteck R = (a,b) x (¢, d) wie in
Definition 2.2.4 existiert, so dass v : [a, b] — R? gegeben durch

0= (4
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die Parameterdarstellung einer C*-Kurve I ist.

Tipp: Man verkleinere das Rechteck R, um gegebenenfalls Unstetigkeitsstellen von h' zu
vermeiden.

Fir ¢ € 9D \ F definiere man den dufleren Normaleneinheitsvektor in g durch
1 —h
(o) =wle) = s (1),
L+ (W (£))
wobei £ € (a,b) mit h () = g. Dann gilt namlich:
1 1

_ ' Y 1
00 = e ey (110 1) )

1
(=1 (€) + I (€))
VI+ €)1+ (W (6))

= 0,
der Normalenvektor steht also senkrecht zum Tangentenvektor. Weiter gilt

S R
Mo = e (7 © ) () =1

=(n(€)*+1

v(q) ist also normiert. Solch ein Vektor v € R? ist bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmt. Dieses Vorzeichen ist dadurch festgelegt, dass g + v,(q) auflerhalb von D liegt,
genauer:

300> 0: V8 € (0,00) : ¢+ dvalq) € R\D = {(&,m) € B[ n > h(§)} .

Deshalb wird v,(q) als dufierer Normaleneinheitsvektor im Punkt ¢ bezeichnet.
Aber warum ist das so?
£

Ist A'(€) > 0 fir £ € (a,b) mit ¢ = y(§) = (h(ﬁ))’ so gilt dies auch in einer Umgebung

von ¢, da nach Annahme v € C'((a,b)) und damit auch h € C'((a,b)) gilt. Also ist h
strikt isoton in einer Umgebung von &, und es folgt

h(€—eh'(€)) < h(€) < (&) +e (%)

d

fir ein kleines ¢ = —2—— > ()
V 1+ (9))?

Dabei ist (x) genau die Bedingung an die beiden Koordinaten von ¢+ dv,(q), um in R\ D
zu liegen.
Fiir /(€) < 0 und 7/(£) = 0 argumentiert man dann dhnlich (Ubung).
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|LINK: TEIL 1 DER 17. VORLESUNG VOM 7.12.2022 |

(c) Sei D C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand und f: 0D — R stetig. Man definiert

/an(a:,y) ds := /F1 f(z,y) ds+...+/rmf(x,y) ds,

wobei 9D = UL, v; ([a, b]) fiir v; wie in Teil (b), mit v;(a) = v;-1(b), ym(b) = 11(a) und
7((a,)), . ... 7m((a,b)) disjunkt.
(Dann ist 0D , =“T1+...+ 1)

Satz 2.2.7 (Gauflscher Integralsatz in der Ebene). Sei D C R? ein beschrinktes Gebiet mit
stiickweise glattem Rand, Q C R? offen mit D C Q C R? und v : Q — R? stetig differenzierbar
mit dive € L(D). Dann gilt:

/Ddiv v(x,y) N (dz,dy) = /aD (v(z,y),ve(z,y)) ds. (Ga)

Beweis. Der Beweis wird fiir den einfachsten Fall, wenn D = (a,b) X (¢,d) ein Rechteck ist,
gefiihrt. Betrachte dazu die folgenden geometrischen Vereinfachungen: Es sei

aszl%Fg%Fg%I} mit

7t (a,b) = R ~(t) = <(§> ,

. 2 _ b
72‘(Cad)_>Ra 72<t>_<c+d_t )
2 a+ b —t
V3 (a7b) — R ) 73(1’-) = c )
2 a
i (ed) > R, u(t) = () .
In diesem Fall ist (Ga) also:
4
[, (5ot o) o taman =S ([ e intrn as). (@)
I
Betrachte zunéchst den zweiten Summanden in [: Es gilt
d Fubini 0
2 \2(da, d i Mdz) [ Ady)
[, g teo) M(dr.dy) ) [ ) gl y)
vwec (D)  [b d d
< [lae [Cay 3 y)

HBIUQ (z,d)—v2(z,c)
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= /ab dz vo(z,d) — /ab dz va(z, ¢). (2.2.1)

Behauptung: Gleichung (2.2.1) ist gleich:

/Fl (w(z,y),va(z,y)) ds+ [ (v(x,y), ve(z,y)) ds

I's
Beweis. Nach Definition 2.2.1 gilt:

=(0,1) =(1,0) =(t,d)
b — — = b —

(VO (0),va(n (@) ) |1 @) | dt = [ dt o) -1

a

/1“1 <U($,y),ya(x’y)> ds :/

a

b
— / dt vs(t, d),

ergibt also den ersten Summanden in (2.2.1). Ebenso gilt nach Definition:

=(a+b—t,c) *(0 1) ( ,0)

[ et ds = [ (o0 %0 ) ve@))] %0 | a
— —/bvz(a+b—t,c)-1dt

_ a
ath_t=r / vo(T, €) dT
b

dt=—dr

b
— [l

entspricht also dem zweiten Summanden in (2.2.1), so dass die Behauptung bewiesen ist.

Was ist nun mit

/F2-|—>F4 <U(];, y)’ Va($> y)> ds?

Nach Definition gilt wieder:

. :(ffji—t) =(1,0) —(0 -1)
|y = [ (o0 %) )l 0| %@ | at

d
— / vi(b,c+d—1t) dt

etdt=r —/ dr vy (b, 7)
d

dt=—dr

d
= / dr vy (b, 7).
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Analog folgt:

=(a,t) =(-1,0) =(0,1)
[t vate) ds = [ (o(a@). vaba®) )| %@ e

d
= —/ dt vi(a,t).

Beide Summanden ergeben dann gerade:
8 2 Fubini d b d
/D %01(%3/) A (dl’,dy - /C dy /a dzx gvl(xay)
d
[y (by) —vi(ay)

— /FQ(U(x,y)Wa(a:,y)) ds + /1,4<U<xay)a’/a(£€,y)> ds.

Indem nun beide Integrale in I summiert, erhdlt man gerade (Ga'). O

|LINK: TEIL 2 DER 17. VORLESUNG VOM 7.12.2022

Man betrachte nun die folgende Uminterpretation:
Definiere dazu fiir einen ,;guten Randpunkt“ ¢ € 9D \ F*:

=0 ) () - ().
1(q)

wobei v,(q) = (y (q)) den &ufleren Normaleneinheitsvektor in ¢ € 0D bezeichnet. Damit ist
2

7(g) ein um 7, also um 90°, gedrehter duerer Normalenvektor.

Damit hat man eine Orientierung von 0D erhalten. Man beachte hierbei, dass diese entegegen-
gesetzt ist zu den Orientierungen der Kurven I'y, ..., 'y aus dem vorigen Beweis. Da es sich
dort jedoch um Kurvenintegrale 1. Art gehandelt hat, sind die Integralwerte unabhéngig von
der Orientierung.

Zu dem betrachteten Vektorfeld v : Q — R? definiere nun das Vektorfeld w : Q — R? durch

w(x,y) _ U)1<37,y) — _U2(x7y) .
w2<$,y) Ul(xay)
Auch dies ist eine Rotation um 7, aber diesmal in die entgegengesetzte Richtung: Es folgt

. 0 0 0
divw = —w; + —wy = —vy — —

ox oy ox oy

und
(W, Vy) = w1y + Waly = Vgl — Valy = VaTy + U171 = (U, T),

die beiden Rotationen heben sich also auf. Dies motiviert:
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Satz 2.2.8 (Integralsatz von Green in der Ebene). Sei D C R? ein beschrinktes Gebiet mit

T
stiickweise glattem Rand, Q C R? offen mit D C D C Q C R?, v = <zl> : Q — R? stetig
2

differenzierbar und

0 0
%UQ — 87y1)1 c E(D)

Sei weiter T der (wie oben konstruierte) Tangentialeinheitsvektor, so dass OD im mathematisch
positiven Sinne definiert ist. Dann gilt

Jy (aa - ;y) (r,9) (e dy) = [ (ule,), 7, p) ds = [oe)-de? (G

T

Beweis. Man wende Satz 2.2.7 auf w : © — R? wie oben an (man vergleiche mit Bemer-

kung 2.2.2 (d)). O
Betrachtet man nun das Vektorfeld v : Q — R3 gegeben durch
U1 (l‘, y)
u(z,y) = | va(2,9) |
0
SO ist 5
rotu = 2:01 ,
o) 0

oz V2 — dy v1
wobei Zvy — 2, wie in (Gr). Dies motiviert:
ox oy

Bemerkung 2.2.9 (Veranschaulichung der Begriffe ,Rotation® und , Divergenz“). In einem
beschrinkten Gebiet D C R? betrachte man eine Fliissigkeit, die inkompressibel ist und die
konstante Dichte p = 1 besitzt. In jedem Punkt (z,y) € D fliefit die Fliissigkeit in eine Richtung
v(z,y). Dies liefert ein Geschwindigkeitsfeld v : D — R?. Dann ist

|, (o). v, p) ds

der Netto-(Ab-)Fluss der Flissigkeit durch den Rand 0D nach aulen pro Zeiteinheit. Ist dieser
Integralwert positiv, so liegt in D eine Quelle von v vor. Die mittlere Ergiebigkeit (der Quelle)

von v ist dann gegeben durch
1

(D) /8D<U’ Vy) ds.

Ist nun Dy, C D eine Folge von solchen Gebieten mit (2o, yo) = Npeny Dr und limy_, o diam Dy, = 0,
z. B. Dy = By (w0, %0), so gilt wegen v € C(D) der folgende Grenziibergang:
(div o) (r0,0) = Jim 5 [ divoe, ) (o, dy) = Jim s [ (o) d
ivo) (z = lim ———— ivo(x x = lim v, V) ds.

2UEin Kurvenintegral 1. Art, unabhéingig von der Orientierung von I' = D mit einer positiv orientierten
Parameterdarstellung « derart, dass 7 = +'/||v/|.
[22]Ein Kurvenintegral 2. Art, das von der Orientierung von I abhéngig ist.

80



2.2 Integralsétze in der Ebene 2 VEKTORANALYSIS

Daher beschreibt divv(xg,yo) die Quellstiarke oder lokale Ergiebigkeit von v in (xg, 3o).

|LINK: TEIL 1 DER 18. VORLESUNG VOM 12.12.2022

Analog bezeichnet man fiir ein Gebiet D C R? das Integral

[y r@ ) ds = [ otu(e,y), A(de,dy)

als Zirkulation oder (mittlere) Wirbelstirke im Gebiet D bzw. von v langs des Randes 0D. Wieder
mit einem Grenziibergang r — 0 mit Béllen B, (2o, yo) C D C R? folgt, dass (rot u(zo, o)), die
Wirbelstérke oder die Wirbeldichte von v im Punkt (zo, o) ist.

Korollar 2.2.10.
(a) Man betrachte das Vektorfeld v : R?* — R? gegeben durch

v(a,y) = <_Z>

und eine positiv orientierte Parameterdarstellung v : [a,b] — R? der stiickweise glatten
Jordankurve I' = 0D wvon einem beschrinkten Gebiet D C R2.
Nach Bemerkung 2.2.2 (d) gilt dann fir den Tangentialeinheitsvektor 7(t) C R* am Punkt

v(t)
7(t) - |V ()] =~ (1).

Der Integralsatz 2.2.8 von Green liefert dann:

/D (aaxw — (%m) (z,y) N*(dz,dy) = / (w(z,y), 7(z,y)) ds

oD

= [ @) O IV O &

= [0 ar

Fiirv = <_i) , eingesetzt in der linken Seite, gilt

/D <8(1’02 - ;yw) (x,y) )\Q(dx,dy) = /D(l _ (_1)) )\2(dx,dy) _ 2)\2(D).

Setzt man den Ausdruck in die rechte Seite ein, so erhdlt man dementsprechend

[ oy ar = [ Guem o) a

b
[iogerirate notatson: 507n0] = / (2(D)y' (1) — y(O)a' (1)) dt.

Insgesamt erhdlt man dann die Formel:
1 b / /
N (D) = 5/[1 [x(t)y'(t) —y(t)x'(t)] dt. (2.2.2)
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(b) Verallgemeinerte Sektorflachenformel:
Sei I' ein stiickweise glatter Jordanbogen — besitzt also insbesondere keine Selbstiiberschnei-
dungen — mit einer (injektiven) Parameterdarstellung v : [a,b] — R? mit 0 ¢ v([a, b]).
Betrachte dazu zwei Streckenparametrisierungen o 4,0 : [0,1] — R2 mit o4(t) = t-4* baw.
op(t) =ty 2wischen den Anfangs- und Endpunkten von T. Dann istT = X4+ T+ (=Xg)
eine stickweise glatte und geschlossene Kurve.
Man nehme nun an, dass

« T positiv orientiert und
« T der Rand eines Gebietes D ist, also I' = 0D.

Insbesondere sind dann ¥4 und T sowie ¥ und T disjunkt. Dann kann man \*(D) mit
Hilfe von (2.2.2) als Summe von drei Kurvenintegralen ausdricken:

(D) = ; (/EA<U,T> dst [oryds+ [ (o) ds).

Behauptung: Es gilt
/ (v,7) ds = / (v,7) ds = 0.
PN —XE

Beweis. Man betrachte zunéchst die folgende Frage: Was ist der Tangentialvektor von
04?7 Man beachte dabei, dass der Tangentialeinheitsvektor parallel zur Kurve ¥4 ist ist,
es gilt also

v(oa(t)) = (“’2(t)> L oa(d).

o1 (t)
Damit ist (v(oa(t)), 7(t)) = 0 und insbesondere

b
/ <U,T>ds:/0ds:0.
YA a

Dasselbe gilt dann auch fiir X, insgesamt gilt also

/EA<U,T> dSI/_EE<U,T> ds = 0.

Damit folgt aus (2.2.2) fir ein Gebiet D, dass ein ,verallgemeinerter Sektor* wie oben
definiert ist:

(D) = 3 [ (wle)y' (1) — ylt)a' () .

Dies deckt eine geometrisch allgemeinere Situation als die Leibnitzsche Sektorformel
(siehe Beispiel 1.5.7) ab, da nicht angenommen wird, dass I' durch eine Winkelvariable
parametrisiert werden kann.

|LINK: TEIL 2 DER 18. VORLESUNG VOM 12.12.2022
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Beispiel 2.2.11. Die Ellipse ist eine Jordankurve: Man kann sie durch v : [0, 27r] — R? mit

a-cost
v(t) = <b~sint> , a,beR,

parametrisieren.

N
|

Abbildung 10: Die Bahn einer Ellipse parametrisiert durch

~(0) = (8) und (g) _ (2)

Fir 0 < t; <ty < 27 sei nun G(t1,t2) der Fahrstrahl o, im Zeitraum [tq, t5] tiberstrichene Gebiet.
Die Anwendung von Korollar 2.2.10 auf G(t1,t2) liefert dann:

1 to 1)
N (G(t, 1)) = 5/ (ab(cos t)? + ab(sin t)2) dt = C;b/ ((3052 t + sin? t) dt = ab -

t1 t1

Es gilt beispielsweise

to —ty

In jeder Zeitspanne der Lange T = t; — ¢ liberstreicht der Fahrstrahl einen Sektor mit derselben
Flache. (= (falsches) 2. Keplersches Gesetz)

2.3 Flachenintegrale

Definition 2.3.1. Sei W C R? ein Gebiet, ¢): W — R3 injektiv und stetig differenzierbar und
Y1 W(W) — W stetig. Sei weiter fir alle (u,v) € W
Duwl Dvwl
2 = Rang Jy(u,v) = Rang | Dy¢2 Dy |,
Dul/}3 Dv¢3

von den drei vorkommenden 2 X 2-Determinanten muss also mindestens eine ungleich Null sein.
Dies ist aquivalent zu der Forderung:

0 DuwQDvw'& - DuwZ}Dva
0 7é DU@D X Dv¢ = Du¢3Dvwl - Duwlew?)
0 Du¢1Dv¢2 - Du¢2Dvw1
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In diesem Fall nennt man S := (W) ein regulires Flichenstiick in R® mit Parameterdarstellung
1.

Seien nun v, ¢ zwei verschiedene solcher Parameterdarstellungen von S C R3. Damit ergibt sich
nun das folgende kommutierende Diagramm:

v W
N\
S=y(W)=pl) CR.
/!
% U
N
R2

WL s LU

WU, mita=p 'o.
Als Verkettung von bijektiven und stetigen Abbildungen ist dann a auch bijektiv und stetig.?*!
Behauptung. Fur alle (u,v) € W ist (Da)(u,v) regular, es gilt also det(Da)(u, v) # 0.

Beweis. Man wende die Kettenregel auf ¢ o a = ¢ an: Es gilt

‘]'lZJ(u? U) = ‘]§0<a(u7 U)) -Ja(u, U)’

—— ~———

Rang Jy,=2 Rang J,=2
Ware Rang J, (u,v) < 2, so wire das Bild von von J, eindimensional oder nulldimensional, und
damit auch das Bild von Jy. Dann wére aber Rang Jy (u, v) # 2, was ein Widerspruch ist.
Also muss det(Da)(u,v) # 0 fir alle (u,v) € W gelten.

Da a : W — U stetig differenzierbar ist, hat det J, auf ganz W sogar ein festes Vorzeichen.
Sind nun ¢ und ¢ Parameterdarstellungen von S derart, dass det(Da) > 0, so heiflen ¢ und ¢
gleich orientiert. Das ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge

{w: W — R* | ¢ Parameterdarstellung von S = \I'(W)}

aller Parameterdarstellungen von S. Diese Menge zerfillt in zwei Aquivalenzklassen, wovon jede
eine Orientierung von S ist.

Beispiel 2.3.2.

(a) Sei h: W — R, h € CY(W) mit dem Graphen G;, C W x R C R3. Dann ist S := G}, ein
regulares Flachenstiick mit Parameterdarstellung

Vv W =R Y(u,v) = v
h(u,v)

23INach Korollar 2.3.7 (siche unten) ist a sogar ein C'-Diffeomorphismus — ist also insbesondere stetig
differenzierbar.
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Offensichtlich besitzt die Jacobi-Matrix gegeben durch

10
J,=1 0 1
D,h D,h

einen vollen Rang.

(b) Sei D C R? offen und F: D — R stetig differenzierbar, sowie N = {x eD ‘ F(z) = 0}.

Ist ¢ € N ein Punkt mit grad F'(q) # 0, so folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen
(vgl. Analysis II fiir Lehramt), dass eine Umgebung U = B.(¢q) C R? von ¢ existiert, so

dass U NN der Graph einer Funktion h wie in Teil (a) ist. Damit ist S = U N N ein
reguldres Flachenstiick.

(c) Firr H, R > 0 parametrisiert ¢: (0, H) x (—m,7) =: W — R? gegeben durch
S+ COS P

U(t, ) =|s-sinp |,
t

mit s = R - (1 — %) einen aufgeschlitzten Kegelmantel der Hohe H mit Radius R. Der
Schlitz entspricht der Parametermenge {(t, ) ‘t €[0,H ]}

(d) Fir R > 0ist ¢: (—m,m) X (—g, g) — R? gegeben durch
cos p cos
Y(p,¥) =R~ | sinpcosd
sin

eine Parametrisierung der Sphire (= Kugeloberfliche) S% abziiglich eines Halbléngengrads.

|LINK: TEIL 1 DER 19. VORLESUNG VOM 14.12.2022 |

Definition 2.3.3. Eine Menge S C R3, fiir die eine Darstellung der Form

s=1s; 0N (2.3.1)

j€J iel
existiert, so dass
% alle auftretenden Vereinigungen disjunkt sind,
x die Indexmengen [ und J endlich sind,
* jedes S; ein regulédres Fléchenstiick wie in Definition 2.3.1 ist und

* jedes der NV; eine zweidimensionale Nullmenge ist mit

N c U Si\ S,

jeJ
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heifit Flache.

Dabei ist N C R? eine zweidimensionale Nullmenge, falls fiir alle ¢ > 0 eine Folge dreidimensio-
naler Wiirfel (W), C R? existiert, so dass

NeUwe wd Y ()" < (2.3.2)
keN keN N—.——
:%(diaka)2

Dabei handelt es sich bei jedem W), um echte Wiirfel, sind also von der Form

b
Wk:kar[O,ak]?’: ykERS Y = T + bz , bie [O,Gk], 1<:<3 ;[24]
bs
insbesondere sind dann alle Seiten gleich lang und fiir das dreidimensionale Lebesgue-Maf gilt
)\3 (Wk) = az.

Fiir das Durchmesser gilt dann:
: 1/3
diam Wy, = Sup{Hl’ — vl ‘ x,y € Wk} =V3-a, =3 [)\3 (Wk)] :
Beachte: Die Fliche jedes Schnittes W), NV fiir eine eine affine Ebene V' C R3 ist hochstens
(diam W} )?; dies illustriert, warum die Potenz 2/3 auftritt.

Beispiel 2.3.4 (fiir Flichen im R?). Der Kegelmantel und die Sphére von oben sind Flichen im
R3, da der Kegelstrahl sowie der Halblingengrad beides zweidimensionale Nullmengen N (wie
oben) sind. Ebenso ist die Oberfliche von Wiirfeln, Pyramiden, Oktaeder, Polyeder, Ellipsoiden
usw. eine Fléche.

Man darf sich Flachen mit Spitzen und Kanten ,erlauben®, weil sie im |J;c; N;-Anteil aus zweidi-
mensionalen Nullmengen enthalten sind, und daher keinen Beitrag bei den (spéter betrachteten)
Flachenintegralen liefern.

Auch das Mobiusband ist eine Fliche S C R?, aber keine Oberfliche (Rand) einer dreidimensio-
nalen Menge.

Eine Kante des Einheitswiirfels W gegeben durch

W={z € R | [|2]max = |7l <1}
ist die Menge

x
K=<{|1]|:2z€e[-1,1]; COW CR>.
1
Offensichtlich gilt fiir alle € > 0:
T
We=q|ao+1|: a2y €[-1,1], zy,25 € [—€,¢] p DK
I3 +1

und 23
NMW)=1lccec=¢ = ()\3(W5)) =3 <.

4 Dabei ist es egal, ob Wy, offen, halboffen oder abgeschlossen ist.
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Beispiel 2.3.5 (Gute und schlechte Parametrisierungen). Sei

W= {(Z) L u,v € (—1, 1)} = (~1,1)2

u
V: W =R Y(u,v) = |v
5

und

Y

es gilt also S :=¢Y(W) = (—1,1) x (—1,1) x {5}.
Offensichtlich ist ¢»: W — S bijektiv und stetig differenzierbar auf W.
Man betrachte nun eine alternative Parameterdarstellung ¢ gegeben durch

3

e:U=W = S CR?, olx,y)=1vy
5

¢ ist bijektiv und stetig differenzierbar: ¢! ist gegeben durch
_ _ S Y
s o ems) = (B0 TR,
Insbesondere gilt:

x — 2° ist bijektiv, isoton und stetig Anat & — +/|€] ist bijektiv, isoton und stetig.

Damit ist die Umparametrisierung o = ¢~ o1p: W — W gegeben durch

—1

7/ S N W,

(u) ¢ <sgnu 3 |u\>
= |v| o~
(% 5 v

als Verkniipfung bijektiver und bi-stetiger Abbildungen selber bijektiv und stetig.

Aber: a = <31> : W — W ist nicht partiell differenzierbar in u-Richtung in allen Punkten
2

w = (u,v) € W mit u = 0, denn fiir u > 0 ist a(u,v) = ¢/u und man erhélt
1 1
g(al(u—ire,v)—ou(u,v)) = (\3/u+8—%)

u=0

o [%
™

= N

insbesondere ist « nicht stetig differenzierbar!
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|LINK: TEIL 2 DER 19. VORLESUNG VOM 14.12.2022 |

Aber was ist nun schief gelaufen? Betrachte dazu die Rang-2-Bedingung an die Jacobi-Matrix
von Y bzw. : Es gilt

10
Jy: RZ =R J,=10 1],
0 0
aber
3u? 0 00
JoRP= R J,=|0 1|="|0 1],
0 0 00

es gilt also Rang J,(0,v) =1 fir alle v € (—1,1).

Bemerkung / Definition 2.3.6 (Geometrische Interpretation der Ableitung Dv)). Es sei
w = (ug,vo) € W und ¥: W — S bijektiv und stetig differenzierbar. Die Punkte nahe w werden
auf Punkte nahe ¢ = ¢)(w) abgebildet, da 1 stetig ist.

Was ist dann mit den Koordinatenrichtungen?

Betrachte dazu die Kurven 5 und ~;: Mit

U +t
Vo

vB<t>=¢( )=¢<w+t-e1>

ist v5(t = 0) ein Tangentialvektor an der Kurve im Punkt ¢ = ¢ (w) (Breitengrand). Ebenso mit

Up
U0+t

ist dann ~7(0) auch ein Tangentenvektor an g € S (Langengrad).

Wie stehen die beiden Vektoren zueinander?

e; und ey stehen orthogonal zueinander — sind also insbesondere linear unabhéngig —, wahrend
die Bedingung

2 = Rang Dy = Rang | D1y Doy

bedeutet, dass die Vektoren

v5(0) = Di9(ug,vo) und 7 (0) = Dat)(ug, vo)

linear unabhéngig sind. 7} und 7} spannen also einen zweidimensionalen Vektorraum 7, C R?
auf. T,(S) = T, heiBt Tangentialebene oder Tangentialraum an S im Punkt ¢. Jeder Vektor
7 € T, kann als 7 = 7/(0) fiir eine Kurve

v:(—e,e) =R} A1) =v¢(w+t-h)
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mit einem ¢ > 0 und einem Richtungsvektor h € R? dargestellt werden. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit ist fiir alle w € W

0
v(w) = (Dyy) (w) X (Dytp) (w) # | 0|
0
insbesondere ist der Normaleneinheitsvektor
7(w)
= 2.3.
D = )] (23.3)

an S im Punkt ¢ wohldefiniert.

Erhélt man denselben Normaleneinheitsvektor v(q), falls man eine andere Parametrisierung
(wie in Definition 2.3.1) betrachtet?

Ja — bis auf das Vorzeichen, es gilt also v,(q) = £y (q):

Ist o ~ 1), das heifit, es gilt det J, > 0 bzw. det J, < 0 auf W fiir eine Umparametrisierung «,
so tritt das Vorzeichen + bzw. — fiir alle ¢ € S auf.

Das heifit, dass durch die Wahl einer der beiden moglichen Richtungen des Normaleneinheits-
vektorfeldes v : S — R3, eine der beiden méglichen Orientierungen festgelegt wird. Man konnte
also vy (q) = v,(q) schreiben, wobei

o= = {(p: W, — S Parameterdarstellung ‘ O~ @/}}

eine Orientierung ist.

Achtung: Beim Mo6biusband kann kein aufleres bzw. inneres Normalenvektorfeld definiert
werden, es existieren also Flachen, die nicht orientierbar sind.

Dagegen ist die Orientierung auf regularen Flachenstiicken immer definiert.

Die Umparametrisierung zwischen Parameterdarstellungen eines reguldren Fléchenstiickes sind
iibrigens immer C!-Diffeomorphismen:

Korollar 2.3.7. Sind v: W — S, ¢: U — S Parameterdarstellungen desselben reguldren
Flichenstiickes S C R3 wie in Definition 2.5.1, so ist = o p: U — W stetig differenzierbar.

Da man die Rollen von @ und v vertauschen kann, ist dann insbesondere o = @~ tot): W —

U ein C'-Diffeomorphismus. N

Dieses Korollar ist ein Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 2.3.8 (Differenzierbarkeit von S-wertigen Funktionen). Sei S C R? eine requlires Flichen-
stiick mit Parameterdarstellung v: W — S wie in Definition 2.3.1. Sei weiter n € N, U C R"
offen und f: U — R mit f(U) C S. Dann gilt:

f: U — R? ist stetig differenzierbar auf U

= Y lrof: U—= W CR?ist stetig differenzierbar auf U.
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Fazit: Fiir Differenzierbarkeitsfragen von Funktionen mit Werten in S C R? spielt es keine
Rolle, ob man f als Abbildung mit Werten in R?® oder mit Werten im Koordinaten- bzw.
Parameterraum W C R? auffast.

Beweisidee. Verwendung des Satzes tiber Umkehrfunktionen (verwandt mit dem Satz tiber
implizite Funktionen). Dabei spielt Rang Dy = 2 eine zentrale Rolle.

|LINK: TEIL 1 DER 21. VORLESUNG VOM 9.1.2023

Beispiel 2.3.9.

(a) Ist F: D — R mit D C R? offen und F € C*(D) sowie ¢ € N = {z € D | F(z) =0} mit
DF(q) # 0, so ist fir ein € > 0, das klein genug ist, die Menge S = N N B.(q) ein reguléres
Flachenstiick und

v(q) = im grad F(q).

(b) Fiir die Parameterdarstellung der Sphére (bis auf einer zweidimensionalen Nullmenge)
gegeben durch

cos p cos ¥
(e, ) =r- | singcost
sin v
gilt
— sin @ cos v — cos psin ¥
D,y =7r-| cospcosd und Dy =r-| —sinpsind
0 cos

Das Vektorprodukt der beiden Tangentialvektoren liefert dann einen Normalenvektor:

cos  cos? ¥ cos  cos ¥
Dyt x Dyt =r?. sin ¢ cos? ¥ =7r?cos? - | sinpcos?d | ;
sin? ¢ cos ¥ sin ¥ + cos? ¢ cos ¥ sin ¥ sin ¥

dabei gilt

cos @ cos ¥

sin ¢ cos v = cos® pcos®V + sin? g cos® ¥ + sin® ¥

sin ¥
= (0082 @ + sin’ go) cos® ¥ +sin® ¥ = 1.
=1
cos p cos ¥
Also ist [ sinpcos? | der Normaleneinheitsvektor zu S im Punkt ¢ = ¢(p, ), und zwar
sin

der Auflere.

Das Ziel ist es nun, analog zum Kurvenintegral 1. Art das Flachenintegral / f(z) do zu
S

definieren, wobei
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% S ein reguldres Flachenstiick ist (spater dann auch eine Flache),
* f: S — R stetig ist (spater dann auch ,integrierbar®) und
x do das noch zu definierende Oberflichenmaf ist.

Motivation / Veranschaulichung;:

o Ist f die Dichte einer Ladungsverteilung auf einer diinnen Metallschicht S, so ist / fdo
S
die Gesamtladung.

o Ist f die Dichte einer Masseverteilung einer diinnen Schicht, so ist / f do die Gesamtmasse
S
der Schicht.

-
Insbesondere: Ist f =1 auf S, so ist / fdo= / 1 do die Flache von S.
S S

]

Um eine Intuition zu erhalten, wie das Flachenintegral lauten sollte, betrachtet man ein regulares
Flichenstiick S C R?® mit einer bijektiven Parameterdarstellung ¢v: W — S, ¢ € CYW)
usw., und W offen. In W wéhle nun ein abgeschlossenes Rechteck R = [a,b] x [¢,d] und
Q=1v(R)CSCR.
Im Folgenden geht man nun analog vor wie bei dem Beweis des Transformationssatzes 1.5.2 fiir
Integrale. Seien:

Zy = {ug,u1,...,u.} Cla,b] Zerlegung von [a,b]

sowie
Zy = {vo,v1,...,0s} Cle,d]  Zerlegung von [c, d],

fir r,c € N mit Feinheiten ||Z;| < ¢, || Z2|| < e. Betrachte nun Teilrechtecke R;j gegeben durch
Rj,k = [Uj_l,Uj] X [vk_l,vk] CRCW

mit unteren linken Ecken (u;_q,v,_1). Dann ist die Uberdeckung

s

R=J U Rjx

j=1k=1

bis auf die Kantenstiicke disjunkt. Dann ist
Q=v(R) = U Qjr mit Qjr=1v(Rjz)
j=1k=1

ebenfalls bis disjunkt bis auf den zweidimensionalen Nullmengen bestehend aus den Kurven-
stiicken. Setze nun g; = ¥ (7;%)-
Die Idee ist nun folgende:

/Qf(cc, y,z) do ~ Zr: i f(gik)o(Qjr) fiir € klein genug,

j=1k=1
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wobei o (Q); ) der Flacheninhalt von @, sein soll. Wie ist dieser jedoch definiert?
Fir kleine u; — uj—; und vy — v ist in @), approximativ ein im Punkt g;;, angeheftetes
Parallelogramm P, aufgespannt durch die beiden Vektoren

Mws O

(g, ve-1) — ¥(uj-1, vk-1) wgﬂ %Wug‘—l»"’k—l) - (uy — ;1)

und 5
MWS
V(o1 v) = (U1, v61) R o

Y(wj—1, Vk—1) - (Vg — Vk—1).

|LINK: TEIL 2 DER 21. VORLESUNG VOM 9.1.2023

Man erhalt damit den folgenden Zusammenhang:

R Rechteck N Qjr =V(R,x) = Pj Parallelogramm,

N (R; ) Fléche.

Aus der linearen Algebra ist weiter bekannt, dass die Flache eines Parallelogramms gleich der
Norm bzw. der Liange des Vektorprodukts der Seitenvektoren ist: Man erhélt

N (Pie) = [IDut) (wj-1,v-1) X Dot (wjmr, vp—a)|| - (w5 — wj1) - (06 = vg) -

=3(Rjx)

Einsetzen in die Summe liefert dann die Naherungsformel:

/Qf do =~ ZT: i F @ (w1, v1)) [IDuth X Dyth (w1, o) || - A* (Rj)

klein genug =1 k=1
~ [ @) D x Dyu,v)]| A(du,dv).

Da jedes offene W zerlegt ist in Rechtecke W = U R die bis auf die Réander disjunkt sind,

aeN

kann das Integral / f do als Summe Z
s

a€eN
dessen Vereinigungen disjunkt auf zweidimensionale Nullmengen sind, geschrieben werden.

Indem man die obigen Plausibilitatsiiberlegungen rigoros fasst und etwas verallgemeinert, erhalt
man dann:

(o)
/ f do mit Bilder Q® = 1, (R(O‘)) von Rechtecken,
Q

Definition 2.3.10. Sei ¢: W — R? eine Parameterdarstellung eines reguliren Flichenstiicks
SCcR3und f: S — R.

(a) f heiBit (Lebesgue-)integrierbar auf S genau dann, wenn:

(f o) () [[Dutp x Db (1) || € L(W).
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(b) In diesem Fall ist das Fldchenintegral von f tiber S definiert durch

[ fay.2)do = [ F@(.0)) D x Dyw(u, o) A(du, dv).
Dabei wird auf den bereits bekannten Begriff des Lebesgue-Integrals der Funktion
W3 (u,v) = f((u, ) - [Dutp X Dyip(u, )|
zugegriffen.
Bemerkung 2.3.11.

(a) Der Wert des Fliachenintegrals / f héngt nicht von der gewdhlten Parameterdarstellung
5
Y: W — § ab, was aus dem Transformationssatz 1.5.2 folgt.

(b) Seien h: W =R, h € C* (W), v: W — R?,

wobei 1) eine Parameterdarstellung des Graphen Gj, C W x R C R? von h ist. Dann gilt:

1 0
Duf( 0 ) va( 1 )
Duh(u,v) Dvh(u7v)

—D,h
— |Duf x Dof|| = —D h ||| =/1+ (D.h)? + (D,h)2.

(c) Eine Menge B C S heifit messbar, falls A := =1 (B) C W C R? messbar ist. Dann ist der
Flacheninhalt von B definiert als

B) :/513 da:/AHDufxvaH (u, v) N*(du, dv) € [0, o).

Fiir unbeschrinkte Mengen B kann der Fldcheninhalt auch oo sein. Man bezeichnet B
als zweidimensionale Nullmenge, falls A = ¢)=!(B) eine A*>-Nullmenge im R? ist. Dieser
Begriff ist konsistent mit dem vorigen Begriff der zweidimensionalen Nullmenge.

(d) Ist S = U S; U U N; C R? eine Fliche wie in Definition 2.3.3 und f: S — R stetig, so

setze

JoF doi=3 [ 7 @il 0)) - Dty x Do () X (du, o),

jeJ

wobei J eine endliche Indexmenge ist und fiir j € J gilt:
Y W; — S, st eine Parameterdarstellung von S;.

Uber die Mengen N; muss nicht integriert werden, denn sie liefern den Beitrag Null, da
sie zweidimensionale Nullmengen sind.
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Beispiel 2.3.12.
(a) SeiS = {(:E, y,z) € R? ’ 2yt 422 = 7“2} die Sphare mit Radius » > 0 und f integrierbar
iiber S. Dann gilt:

/f(x,y,z) do = /5 dv /7r de f(rcos pcosd, rsinpcosdd, rsind) - 2 cos V.
S —

NIE]

Insbesondere gilt fiir f = 1:

/1d0:---:/§ dﬁ;/ dp r?cos =2 -2 -1 = 4mr?.
S -3 -7

|LINK: TEIL 1 DER 21. VORLESUNG VOM 11.1.2023

(b) Rotationsfliche:
Sei f: (a,b) — (0,00) stetig differenzierbar. Man bette nun den Graphen Gy von f in R?
ein: Man erhélt Gy C R? mit

Gy = {(x,y,z) €R3‘$E (a,b), z= f(x), y:()}.

Rotiert man nun diese Menge G ¢ um die z-Achse, so entsteht eine sogenannte Rotati-
onsfliche Sy: Es existiert also eine Parameterdarstellung ¢: W — Sy \ N, wobei N eine
zweidimensionale Nullmenge ist. Also ist Sy eine Flache, wie sie oben definiert ist. Mit
Hilfe von dem obigen 1 ergibt sich dann:

7 (59) =2 [ FN 1+ (F(@) da

(Ubung!)

(c) Ist speziell f: (0,h) — (0,00), f(z) = v/, so heifit die entstehende Rotationsflache S
Rotationsparaboloid und es gilt

h 11
o(Sy) = 27T/0 VT 1+Z;dx
h
= 77/ Vidr +1da
0

. {(41: + 1)3/2}2

g T -

—~ =

(42 +1)"% - 1)

o

(d) Ist @ = Xzzl lag, bx] ein Quader, so besteht der Rand 0@Q) aus 6 regularen Flachenstiicken
(Rechtecke) und 12 (halb-)offenen Liniensegmenten, die alle zweidimensionale Nullmengen
sind:

Q=35U---USsUN; U---U Np,.
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Es folgt:

o(0Q) = Y o (S;)

<.
Il
—

= 2 ((bl — al) (bg — CLQ) + (b1 — al) (bg — a3) + (172 — CLQ) (bg — ag)) .

Bemerkung 2.3.13.

(a) Notation:
Ist S C R? ein reguléres Flichenstiick und f: S — R, so setze (vgl. Definition 2.3.10):

f € L(S) < [ ist integrierbar iiber S.

(b) In Bemerkung 2.3.11 wurde das Integral / f do einer (stetigen) Funktion f: S — R
S

iiber eine Fléche definiert. Der Wert des Integrals hangt dabei nicht von der gewéhlten

Zerlegung ' . . ‘
S=Us;uynNn=U SsulU N
jes i€l keK leL

ab.

Beweisidee. Man betrachte dazu eine dritte Zerlegung, die die beiden obigen verfeinert:
s=U U ($nS)uUJU (NinN).
Jj€J keK i€l lel

Es folgt beispielsweise

/fda:/ Cfdo+ [ fdo
S1 S1NS1 S1NS2

wegen 57 = 51N Sy US NSy U T, wobei mit T eine Trennkurve bezeichnet wird.

Definition 2.3.14.
(a) Ist S = U S; U |J N; eine Fliche, so heifit jedes ¢ € Uj'ej S; reguldrer Punkt von S.
jeT i€l

(b) Eine Menge G C R? heifit stiickweise glatt berandetes Gebiet, falls G beschréinkt, offen
und zusammenhéangend ist sowie dG eine Flache ist und G in jedem reguldren Punkt
q € 0G auf einer Seite von 0G liegt.
Genauer: Zu jedem reguldren Punkt ¢ € G existiert ein Koordinatensystem (£, 7, () von
R3 derart, dass

q=({=0,n=0(=0) (2.3.4)
gilt und fiir einen offenen Quader @ = R x (c,d) C R? und einer stetig differenzierbaren
Funktion h: R — R gilt:

q € Q, h(R) C(c,d),
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GnQ={Ene|¢<nEn},

Ist G ein stiickweise glatt berandetes Gebiet, so schreibt man G € Gs = G5 (R?) und G
heifit stiickweise glatter Rand.

(c) Sein € N, Q C R? offen und f: Q — R" stetig differenzierbar. Kann man Dy f, Dy f und

Dsf stetig auf Q fortsetzen, so schreibt man f € c' (Q,R™).
Ist g: @ — R", g € C'(Q,R"), und sind alle ersten und zweiten Ableitungen (auch

gemischte) auf Q fortsetzbar, so schreibt man g € c’ (Q,R™).

|LINK: TEIL 2 DER 21. VORLESUNG VOM 11.1.2023
Bemerkung 2.3.15.

(a) Kugeln, Kugelschalen, Halbkugeln, Ellipsoide, Pyramiden, Quader, Polytope sowie Rotati-
onskorper sind alle Elemente von Gg (R?). In all diesen Fallen ist o (OG) endlich.

(b) Ist G € Gs und ein regulirer Punkt g des Randes G gegeben, so existiert eine Abbildung
Y W — S =¢(W) mit ¢ € S. Weiter ist der d&uere Normaleneinheitsvektor v,(q) die
Auswertung des stetigen Normaleneinheitsvektorfeldes v, : S — R3 in q.

Ist konkret ¢ wie in (2.3.4) beschrieben und p € 0G N Q, so lésst sich p schreiben als

p=(&nh(&n)

und man erhalt
valp) = g —— [ -D,hEn) |
V(Deh (6,m)° + (Dyh (€, m)" +1 |

(vgl. Bemerkung 2.3.11)

Satz 2.3.16 (Integralsatz von GauB). Sei G € Gg und v € C (@, ]R3) ein Vektorfeld derart,
dass v|g: G — R? stetig differenzierbar ist. Gilt weiter

(v,1v,) € L(OG) wund dive € L(G),

so gilt
/divv(ac,y,z) N (dx, dy, dz) :/ (v,1,) do. (2.3.5)
G oG

Erlauterung 2.3.17. Es ist (v,v,) : 0G\ N — R, wobei N eine zweidimensionale Nullmenge
ist; die Abbildungsvorschrift lautet

p = (v,va) (p) = (v(p), va(p)) -
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Weiter ist dive : G — R gegeben durch
x — divo(z) = Dyv(x) + Dove(z) + Davs(z).

(v, va) (D) < [lo(P)]] - Iva(p)| = llo(p)]]
=1
gilt und p — [Jv(p)|| stetig auf der kompakten Menge G ist, ist (v, v,) eine beschréinkte Funktion.
Im Fall 0(0G) < oo ist damit (v,v,) € £(9G). Gilt sogar v € O (G, R3), so ist divv stetig auf
G und damit ebenfalls beschrinkt und integrierbar.

Korollar 2.3.18 (Volumenformel). Setzt man in (2.3.5) das Vektorfeld

x x
v:R? — R3, yl— |y
z z

ein und gilt 0(0G) < 00, so ergibt sich divv = 3 und

o(G) = ;/de (5) N (de, dy, dz) = ;/w < (i) v, (§)> do.

Bemerkung 2.3.19. Ist [': G — R3 ein Vektorfeld wie im Integralsatz 2.3.16, so ist

/m (F,v,) do (2.3.6)

der Fluss von F' durch G nach auflen, also in Richtung von v,. Fiir den Fluss durch ein regulares
Flachenstiick S C OG ergibt sich mit der Parameterdarstellung ¢ : W — S konkret:

/S(F, v,) do
= [ (P, 1D x D (Dut x D) (u,0)) - [Do D] X, o)

= [ (F@(,0), (Du x D) (u,0)) X(du, do)

Damit kann die Divergenz physikalisch als Quellstarke einer durch F' beschriebenen Stromung
interpretiert werden: Ist G = B,.(0), so gilt

/ div F \? :/ (F,v,) do,
-(0) 0B, (0)

wobei

3 T 1 3 F
<Fa1/a> l’l,l‘z,ﬂfg ZFj ] _‘72
Jj=1 =1

wie oben

[l

o 2 = o =l

Die Warmegeneration in der Sonne kann also durch den Fluss der Warme durch die Sonneno-
berflache nach auflen aufgefasst werden.

1
il
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Bemerkung 2.3.20 (Partielle Integration). Sei wieder G € Gg mit ¢(0G) < oo. Man betrachte
nun f,g€C (GR)undv: G =R, v=yg- f e fiiri € {1,2,3}. Dann ist v € ' (G, R?)

divo = (D;f)-g+ f-(Dig) .

Formel (2.3.5) impliziert dann:

/G(Dz-f) g N z/aaf-g-@a)i do—/gf-(Dig) A3 (29

|LINK: TEIL 1 DER 22. VORLESUNG VOM 16.1.2023

3 Differentialgleichungen

Dieser Kapitel befasst sich mit gewohnlichen Differentialgleichungen im Gegensatz zu partiellen
Differentialgleichungen, bei denen partielle Ableitungen auftreten.

Beobachtung 3.0.0. Es seien f,g,h: (0,00) — R Funktionen. Ist f(x) := e, so folgt
f'(x) = a-e* fur beliebige a € R. Damit erfiillt die Funktion f die folgende Identitat

f'=af auf ganz (0,0). (a)
Ahnlich gilt fiir g(z) = sin(x)
g"(x) = (cos(z))' = —sin(x) = —g(z) V> 0.
Also erfillt g die Identitét
g"=—g auf (0,00). (b)

SchlieBlich gilt fir h(z) = L =2~

gentigt also der Gleichung:
h' = —h* auf (0,00). (c)

Man hat also zu jeder der drei Gleichungen (a), (a) und (a) eine Losung gefunden. Im Folgenden
will man sich nun systematisch Gleichungen anschauen, die eine (unbekannte) Funktion f und
ihre Ableitungen f’, f”,..., f*) beinhalten, und fragen

(25]Man betrachte hierzu riickblickend die partielle Integration in R: Es gilt

Frg=Ugh— [ g und ol = {a)
] [a,b]

[a;b
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*

ob es eine Losung der Differentialgleichung gibt,

*

wie samtliche Losungen — also der Losungsraum — beschrieben werden konnen,

welche Eigenschaften (z.B. Regularitit, Beschranktheit) diese Losungen besitzen und

*

*

was iiber das Intervall der Variablen z, auf dem die Gleichung gelten soll, gesagt werden
kann.

Zum Beispiel gelten die Gleichungen (a) und (b) sogar auf ganz R, wahrend dies fiir (c¢) nicht
der Fall ist. Die Gleichung (c) beinhaltet ein h?, wihrend (a) und (b) linear in der Funktion f
und allen ihren Ableitungen sind.

3.1 Wachstumsprozesse

Das Wachstum einer zeitlich abhangigen Population = = z(t) € [0,00), t € I C R, kann haufig
durch eine Differentialgleichung der Form

i(t) == (dx> (t) = a(z,t) - x(t) (3.1.1)

beschrieben werden.

Definition 3.1.1. Die Funktion a in (3.1.1) heit Wachstumsrate. Hangt diese nur von ¢ ab,
nicht aber von z, so heifit

z(t) = a(t) - x(t) (3.1.2)

homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung, da die Gleichung nur die erste Ableitung
von z (und z selbst) beinhaltet, sie linear in « und # ist und & — a - * = 0 keinen Konstanten
(d.h. von z und seinen Ableitungen unabhéngigen) Summanden enthalt.

Bei (3.1.2) wird nach K-wertigen Losungen = gesucht, auch wenn im Fall K = C die Interpretation
von a als Wachstumsrate nicht mehr intuitiv ist; es sei also K € {R, C} im Folgenden.

Bemerkung & Beispiel & Feststellung 3.1.2.

(a) Losungsraum:
Ist I C R ein Intervall, a € C(I,K), und A eine beliebige Stammfunktion von a, so ist fir
jedes Unterintervall Iy C I die Funktion z(t) = C - eA® t € Iy, mit beliebigem C € K
eine Losung der Differentialgleichung

(t) = a(t) - x(t) auf I.

Man bestitige die Behauptung durch eine Uberpriifung: Es gilt

z(t) =C - (eA(t)> = C - a(t) = x(t) - alt).
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Dies sind tatséchlich schon alle Losungen der Differentialgleichung & = a - x und bilden
einen eindimensionalen Untervektorraum. Legt man namlich eine spezielle Stammfunktion
Ag von a fest, so sind alle anderen durch die Form

A(t) =Ap(t) +¢, cek,
gegeben und
x(t)=C - Al — (1. gAoWte _ (1. oc . pAo()

hat genau einen freien Parameter, namlich den Vorfaktor C - e¢ € K. Andere Losungen
existieren nicht: Ist ¢: [y — K eine beliebige Losung von & = a - x — also insbesondere
differenzierbar —, so folgt:

;s (o) - 4O = (@) = p(t) - alt) ) -4 = 0.

(3.12)

Damit ist ¢(t) - e=4® konstant in ¢, es gilt also:

o(t)- e =C = pt)=C-"",

Nullstellen und Vorzeichen:
Man betrachte die folgende Fallunterscheidung fiir die Losung von z(-) = C' - eA0):

C=0 = a(t)=0 Vtel

CA0 = () £0 Ve,

da e* # 0 fiir sémtliche z € C gilt. Insbesondere besitzt die Losung x von (3.1.2) keine
nichttrivialen Nullstellen. Ist K = R, so gilt weiter:

C>0 = z(t) >0 Vtel,

C<0 = =z(t) <0 Vtel,.

Anfangswert:
Unter allen moéglichen Losungen x von (3.1.2) wird eine eindeutig festgelegt durch die
Spezifikation eines Anfangswertes

x (to) = xo fur ein ¢y € Iy und ein zy € K.

In der Tat ist

x(t) = o - exp (/t a(t) dt) , tel, (3.1.3)

to
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die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)
(t) = a(t) - x(t) aufly, x(ty) = zo. (3.1.4)
Das heif3t also, dass von einer allgemeinen Stammfunktion A von a zu einer konkreten
Stammfunktion, ndmlich
t
t— [ alt)dt,
to

iibergegangen wird, um den Anfangswert anzupassen.

|LINK: TEIL 2 DER 22. VORLESUNG VOM 16.1.2023 |

(d) Ist (die Wachstumsrate) a = ay € K konstant, so ist sogar fiir I = R die allgemeine Losung
in (3.1.2) gegeben durch

z(t) = C - e"
und die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (3.1.4) gegeben durch
x(t) — ':CO . e(tfto)'a().

(e) Beispiel:
Das Anfangswertproblem

(t) = —2at - xz(t) auf I =R, z(0) =z (3.1.5)
hat die eindeutige Losung z(t) = o - e=*; hier ist a(t) = at, o € C, x, € C.

Was andert sich, falls man zusétzlich einen konstanten (von x und & unabhéngigen) Summanden
in der Differentialgleichung zulasst?

Definition 3.1.3. Sind I C R ein Intervall, K € {R,C} und a,b € C(I,K), so heifit
t=a-x+b aufl (3.1.6)

inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Um die Losungsmenge von (3.1.6)
besser zu verstehen, bemerkt man, dass

D:C’l(I,K) — C(I,K),
r — I —ax

eine lineare Abbildung ist. Der Kern von D (geschrieben: Kern(D)) ist nach 3.1.2 (a) eindimen-
sional.

Erinnerung aus der Linearen Algebra 3.1.4. Es seien F, F' Vektorraume, b € F' und
D : E — F eine lineare Abbildung. Ist x5 € E ein (spezielles) Element von E mit Dz, = b, so
ist der affine Unterraum von F

zs + Kern(D) = {x = x4+ To ’ Dzxy = O} (3.1.7)

die Menge aller Losungen der Gleichung Dx = b.
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Es ist bereits bekannt, dass der Losungsraum von der homogenen Differentialgleichung (3.1.2)
eindimensional ist, es gilt also

Kern(D) = {C’ AW ‘ C e K},

wobei die Stammfunktion A von a beliebig gewéhlt werden darf. Also muss jetzt nur noch eine
spezielle Losung x; = x4(t) der Differentialgleichung (3.1.6) gefunden werden.

Beobachtung 3.1.5 (Variation der Konstanten). Um eine spezielle Losung von (3.1.6) zu
identifizieren, betrachte man den Ansatz

z,(t) = C(t) -V tel,. (3.1.8)
Das Einsetzen von (3.1.8) in (3.1.6) liefert dann:

aaxwpﬂ“+uw:ﬂ@mgw+mw:xgo:@xw+c@m@)&@

— C(t)=b(t) - e 4V, (3.1.9)
woraus man im Prinzip C(-) durch Integration erhalten kann.

Beispiel 3.1.6 (Logistisches Wachstum). Ist in der Differentialgleichung (3.1.2) K = R und
a(t) > agp, fihrt dies bei C' > 0 zum exponentiellen oder schnellerem Wachstum der Population.
Im praktischen Beispielen tritt allerdings eine Saturation / Sattigung bei einer Grenzpopulation
von g > 0 auf. Solche Effekte kénnen durch die logistische Differentialgleichung

t=0b-(9g—x) - =:ar—br® mit Konstanten a,b,g >0 (3.1.10)
beschrieben werden. Losungen sind insbesondere:

2=0 = i=0=0b-(g—0)-0=0,

r=g9g = ©t=0=b-(9—g)-g=0.

Dies sind stationare, d.h. von der Zeit unabhéngige, Losungen. Interessanter ist jedoch der
von der zeitlich abhéngige fall mit z(t) > 0 fur alle ¢ € I: Dann ist y(t) = ﬁ fir allet € I
wohldefiniert und gentigt der Gleichung:

y(t) = —x7%(t)-@(t) = —a- 27 (t) + b= —a-y(t) + 0. (3.1.11)

Die stationdre Losung x(t) = g entspricht hier y = ; = g Nach Beobachtung 3.1.5 ist dann die

allgemeine Losung von (3.1.11) gegeben durch

1
y(t) = p +C e (3.1.12)
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Durch eine Riicktransformation erhélt man die allgemeine Darstellung aller positiven Losungen
von (3.1.10) durch

-1
1
(1) = (+c> S exo
g
Hier muss die Vorzeichenbedingung an C' verlangt werden, damit y(¢) positiv bleibt und die
Riicktransformation z(t) = ﬁ legitim ist.

|LINK: TEIL 1 DER 23. VORLESUNG VOM 18.1.2023 |

Beispiel 3.1.7 (Bernoullische Differentialgleichung). Eine Verallgemeinerung von (3.1.10) ist
die Differentialgleichung

(t) = a(t) - x(t) + b(t) - z(t)* mit o > 0. (3.1.13)

Setzt man wieder voraus, dass z eine positive Losung von (3.1.13) ist, ist y(¢t) = z(¢)
wohldefiniert und 16st die Differentialgleichung

y(t) = (1 —a) (al(t) - y(t) + b(t)) - (3.1.14)

Diese ist linear und daher mit den bisher entwickelten Methoden behandelbar.

3.2 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Definition 3.2.1. Es seien D C R x K offen, K € {R,C} und f € C(D,K) sowie [ € K ein
Intervall. Dann heifit

y = flz,y), z¢€l, (3.2.1)

(explizite) Differentialgleichung erster Ordnung und eine differenzierbare Funktion ¢: Iy — K
heiit Losung von (3.2.1), falls G, C D und

¢'(x) = flz, p(x)) firz el
gilt.
Bemerkung 3.2.2.
(a) Fir eine Losung ¢ von (3.2.1) ist
x> ¢ (x) = flz, o))
als Verkettung von stetigen Funktionen ebenfalls stetig, es gilt also p € C* ().

(b) Ist K =R, so kann f geometrisch als Richtungsfeld interpretiert werden, dass jedem Punkt
(z,y) € D C R?

x die Gerade durch (z,y) mit Steigung f(x,y) bzw.
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* den Vektor ( >> mit Basispunkten (z,y) zuordnet.

1
fz,y

Die Tangenten an den Graphen einer Losung ¢ von (3.2.1) stimmen dann in jedem Punkt
mit den im Bild vorgegebenen Graphen / Vektoren iiberein.

Methode 3.2.3 (Symbolische / Formale Losung von Differentialgleichungen mit getrennten
Variablen).

(a) Esseien I,J € R Intervalle, f € C'(I,R) und g € C(J,R). Hat die Differentialgleichung in
(3.2.1) speziell die Form

y = flx)gly), vel, yel, (3.2.2)

so spricht man von einer Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten Variablen.
Ist yo € J mit g (yo), so ist ¢(x) = yo eine Losung von (3.2.2), die zeitunabhéngig oder —
genauer — stationér, also von x unabhéngig, ist.

(b) Gilt g(y) # 0 fiir alle y € J, so kann

dy
o = @)
symbolisch umgeformt werden zu
dy
—— = f(x) dx. 3.2.3
() (z) (3.2.3)

Integrieren liefert dann:

/gc(lz) = /f(x) dx. (3.2.4)

Ist G € C'(J) eine Stammfunktion von L) und F' € C'(I) eine Stammfunktion f, so

9y
entspricht (3.2.4) der impliziten Gleichung
G(e(x)) =F(x)+C, CeR, (3.2.5)

fir eine Losung von ¢ von (3.2.2).
Die der obigen Methode entsprechende rigorose mathematische Aussage ist:

Satz 3.2.4. Es seien I, J C R offene Intervalle und f € C(I), g € C(J) mit g(y) # 0 fir alle
y € J. Zu jedem xo € I und yo € J gibt es dann ein offenes Intervall Iy C I mit x¢ € Iy, so
dass das Anfangswertproblem

y’(x) = f(ﬂf) ’ g(y(:ﬁ)), Y (ZE()) =%, TE [07 (326)
genau eine Losung p: Iy — R mit o € C* (1) hat.
Setzt man
y 1 T
G :/—ds unde:/ t) dt,
=] @=[ s
so ist diese Liosung gegeben durch

o(r) =G (F(z)), =€ l. (3.2.7)
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Die Invertierbarkeit von G ergibt sich dabei dadurch, dass g keine Nullstelle besitzt und stetig
ist: Damit besitzt g ndmlich ein festes Vorzeichen, so dass 0.B.d.A g > 0 angenommen werden
kann. Damit ist dann é positiv und stetig, so dass die Stammfunktion G stetig und streng
isoton, also bijektiv und somit invertierbar ist.

Beispiel 3.2.5.
(a) Es gelte I =R, J = (0,00) und

1
y =2, dh f(z) = -z, g(y) = - > 0. (3.2.8)
Y )
y 1
Dann ist G(y) = / sds = 3 (y2 — yé). Mit der symbolischen Methode 3.2.3 ergibt sich
dann: yO
ydy = —x deo.
Ist xg = 0 und yo > 0, so folgt
1 x?
5@?—%):—§*bmﬂzf=%—x?

Somit ist

eine Losung auf Iy = (—vo, ¥o)-

|LINK: TEIL 2 DER 23. VORLESUNG VOM 18.1.2023

(b) Man sieht also, dass das (Existenz-)Intervall Iy, auf dem die Losung ¢ defniert ist, von
den Anfangswerten (und entsprechend auch von den Funktionen f und g) abhéngen kann.

Beispiel 3.2.6. Die Differentialgleichung

y=4lyl, (z,y) € DCRxR, (3.2.9)

besitzt offensichtlich die stationdre Losung y = 0. Im Folgenden interessiert man sich jedoch
insbesondere fiir Existenzintervalle von nicht-trivialen Losungen von (3.2.9):

(a) Verlangt man y > 0, es gelte also D C R x (0,00), so kann (3.2.9) symbolisch umgeformt
werden zu

dy

=dx,
Y|

was nach Integration Folgendes liefert:

2y=2+C >0, wegeny>0.
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Dies fithrt mit der obigen Bedingung zur Losung

z+C

vol(r) = ( )2 auf z € (=C, 00) = Iy,

wobei die letztere Bedingung x + C' > 0 garantiert.
Analog ergibt sich fiir y < 0, also D C R x (—00,0):

dy
VY

— 2y/—y=z+C<

=dz

ord

mit der Losung

90(96):—(%0

2
5 ) fiir x € Io = (—o0, C).

(b) Sind a < b € R beliebig, so ist

i(x —b)? fir x > b,
Pap(r) =140 fir z € (a,b), (3.2.10)
—ila—2)? firz <a,

eine auf ganz R definierte Losung von (3.2.9). Man beachte hierbei, dass ¢ und ¢’ auch in
x € {a,b} stetig sind, es gilt also insbesondere ¢, ;, € C'(R):

1 —b
Vo> b gl (0) =25 (1 —b) = o = \Jus(a).
’ 4 2 . 2
>0
(c¢) Also kann fir das Anfangswertproblem
v =\lyl,  y(0) =y, (3.2.11)

Folgendes gefolgert werden:

1. Falls yo # 0, setze man [y = R, ¢ = |yo| > 0 und J = B.(yo). Dann ist 0 ¢ J
und g(y) = +/|y| # 0 auf J und 0 € I = R, f = 1. Nach Satz 3.2.4 besitzt dann
das Anfangswertproblem (3.2.11) auf einem Intervall Iy 3 0 eine eindeutige Losung
(2 & Cl (]())

2. Falls yo = 0, also g (yo) = M = 0, kann Satz 3.2.4 nicht angewendet werden, da
kein Intervall J existiert, das yo = 0 enthalt.
Offensichtlich ist y = 0 eine Losung des Anfangswertproblems (3.2.11) mit yo = 0,
sogar auf ganz R. Aber auch

(£)2 falls x > 0
wo0(r) = _2(926)27 falls x ; 0,
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ist eine Losung des Anfangswertproblems (3.2.11) mit yo = 0 auf ganz R. Es liegt
also tatsichlich keine Eindeutigkeit der Losung vor (die im Setting von Satz 3.2.4
garantiert ist).

Beispiel 3.2.7.

(a) Es seien f(z) = sinz, g(y) = €Y Funktionen aus C*°(R), es gelte also I = J = R. Die
Differentialgleichung

y' = f(x)-g(z) = sinz (3.2.12)

gentligt den Voraussetzungen von Satz 3.2.4, da eV > 0 fiir alle y € R gilt. Also hat das
Anfangswertproblem

y =e¢"-sinz, y(xo) =yo

eine eindeutige Losung auf einem Umgebungs-Intervall von xy. Eine symbolische Umfor-
mung liefert

~ e ¥ dy =sinz dz,
so dass man durch Integration
O<e?V=cosx+C, CeR,
erhalt. Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = yo ergibt dann
e =V —cos(0)+C=14+C =— C=e¥—-1>-1,
was zur Losung
o(x) =—1In (cosx +e V0 — 1) ., xely=1I(y),
fithrt.

(b) Wie grofl ist das Existenz-Intervall I (yo)? Die Grofie des Intervalls héngt von dem
Anfangswert yq ab:

1. Falls yg < —1In2 gilt, also C' = e7% — 1 > 1, so ist cosx + C' > 0 fiir alle x € R.
Demnach existiert dann ¢ auf ganz R = I (o), liegt dort in C*° und ist 27-periodisch.

|LINK: TEIL 1 DER 24. VORLESUNG VOM 23.1.2023

2. Ist yo = —In2,also C = e % —1 =1, so liegt cosz+C' in (—m, 7), aber nicht dariiber
hinaus. Die Losung

p: (—m,m) >R, @(xr)=—1In(cosx + 1)
divergiert in den Randpunkten: Es gilt

i o(2) = oo
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3. Falls yp € (—1In2,00), also C'= e % —1 < 1 — insbesondere also C' € (—1,1) —, so ist
¢ nur auf einer (kleinen) Umgebung von x = 0 definiert — genauer fiir || < arccos(C').
Dieses Intervall schrumpft zum Punkt 0 zusammen fiir yo — oo.

Beobachtung 3.2.8 (Transformations- / Substitutionsmethode). Ahnlich wie fiir Integrale
konnen Differentialgleichungen mittels Substitution berechnet bzw. gelost werden:

(a) Die Differentialgleichung
y' = flax + by + ¢) (3.2.13)

mit a,b,c € K und f € C*(I) fiir ein Intervall I C R wird mit u(z) := ax + by(x) + ¢
transformiert in

u'=a+by(x) =a+bf(u) (3.2.14)
(b) Fiir die Differentialgleichung

¢ (y> (3.2.15)

3.3 Differentialgleichungen der klassischen Mechanik

Fiir ein Zeitintervall I C R sowie einem Intervall J C R beschreibt z : I — J den Ort bzw. die
Lage x(t) eines Massepunktes mit Masse m > 0.

Bemerkung 3.3.1 (Bewegungsgleichheit und Energieerhaltung). Wirkt auf einem Massepunkt
ein Kraftfeld F' € C(J,R), so gilt nach Newton die Bewegungsgleichung

m- &= F(x). (3.3.1)

Fihrt man nun eine zweite Koordinate y = m - & ein, so kann (3.3.1) in ein System (von
Differentialgleichungen) erster Ordnung umgeschrieben werden:

T = 7}1 vy, y=F(x). (3.3.2)

Das System ist gekoppelt, denn & héngt von y ab und ¢ von . In der Tat ist y nicht nur eine
symbolische Variable, sondern ist der Impuls y(t) = m - @(t) des Massepunktes zum Zeitpunkt ¢.
Da die Masse m konstant ist, ist der Impuls y des Teilchens proportional zur Geschwindigkeit :
Es wurde also die Lage und der Impuls des Teilchens mit der Zeit parametrisiert. Die Bahnkurven
/ Trajektorien der Losung von (3.3.2) in der z-y-Ebene J x R C R? — auch Phasenraum genannt
— bilden das Phasenportrait von (3.3.2) bzw. (3.3.1).
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Sei nun U = — [ F' 4 C eine Stammfunktion von —F und bezeichne dieses als Potential. Dann
ist

B (a(t).#(t) =

i (t) + U (x(t)) (3.3.3)
die Energiel? eines Massepunktes, dass sich zum Zeitpunkt ¢ € I in x(t) € J befindet mit
einer Geschwindigkeit von 4(¢). Man sieht, dass die Energie in (3.3.3) nicht explizit von der Zeit
abhangt, sondern dass die Energie

Y I
E e T
<$’ m> Zmy + U(x)

E(z,v) = v +U()

schon bekannt ist, sobald der Ort x und der Impuls y bzw. v des Teilchens (nicht aber notwen-
digerweise t) bekannt sind.

|LINK: TEIL 2 DER 24. VORLESUNG VOM 23.1.2023

Ist ¢: I — J eine Losung = = ¢ von (3.3.2), so folgt

m .

SBe().0(0) = i(ﬂ 6+ (1)

= m-p)t) + U (o)) - o(t)
022 () D o) - e

= 0,

die Energie ist also konstant entlang (der Bahnkurven von) der Losung ¢ von (3.3.2). Fiir eine
Losung ¢ gilt stets:

Somit ist /Ey — U(p(t)) stets wohldefiniert und nicht-negativ. Bezeichnet man den konstanten
Wert mit £y € R, folgt also

E (¢(t), 4(t)) = Eo, tel, (3.3.3a)
fir eine Losung ¢: I — R von (3.3.2).

Fazit. Die Trajektorie

{(@.y) = (p(0).0(t) € T xR |t € I}

26IDabei beschreibt 2 - #2(¢) die kinetische Energie und U (z(t)) die potentielle Energie.
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einer Losung ¢: I — J x R ist in einer Niveau-Menge

{(x,y)eJxR‘E@,i) :EO}

der Energiefunktion £ : J x R — R enthalten.

Damit will man nun das Anfangswertproblem mittels der symbolischen Methode der Separation
der Variablen l6sen:

Bemerkung 3.3.2 (Anfangswertproblem der Bewegungsgleichung). Die Energie Ej in (3.3.3a)
wird durch die beiden Anfangswerte

x(7) = xp fiir den Ort zum Zeitpunkt 7 € 1
und
&(7) = vo fur die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 7 € I

festgelegt:
m
E (x :i) =Ey= 3 vy + U (0) . (3.3.4)
Wegen D, E(z,v) = U'(z) = —F(z) und D, E(z,v) = 2-2-v-v = y- - ~ sind die Anfangswerte

(%0, y0) = (g, m - vg) € {(x, 0)e JxR ‘ Ulz)=—F(x) = O}

stationare Punkte der Energie F : J x R — R. Dies sind Ruhelagen der Bewegungsgleichung,
denn es gilt

t=—-y=0 und y=F(z)=0,

1
m
die Ableitung der Abbildung ¢ — <§> (t) ist also Null, weshalb die Abbildung selbst dann

konstant ist.

Beispiel (Schwingende Feder). Bei kleinen Auslenkungen gilt ndherungsweise das Hookesche
Gesetz

F(z)=—k-x.

Es gilt also U(z) = £ - 2? und die Niveau-Mengen

1 k
E:72 M2
{0 2-my+2x}

sind Ellipsen im Phasenraum (fiir £y > 0). Fir Ej besteht die Niveau-Menge aus dem Punkt

()0 ) p--no-s-}
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dem einzigen stationdren Punkt der Energie.

Zunachst ist klar, dass man sich in dem Fall, dass sowohl die Auslenkung als auch die Ge-
schwindigkeit gleich Null ist, in einem Ruhezustand befindet. Man betrachte also fiir £y > 0 die
Scheitelpunkte der Ellipse: In diesem Moment befindet sich das Teilchen zwar in einer Ruhelage,
aber die kinetische Energie ist maximal. Gilt hingegen Ejy = 0, so ist die Auslenkung und damit
die potentielle Energie maximal.

Man betrachte wieder ein allgemeines F': Wegen U(z(t)) < Ejy ist (3.3.3) dquivalent zu

= j:\/i (B —U(z)) = L -g(x), (3.3.5)
=f(t)

also einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Setzt man fiir das Anfangswertproblem
(1) = vy
vy > 0 voraus, so folgt fiir x(7) = x¢:
U (zo) < Ey

und in (3.3.5) hat man ein +-Vorzeichen (zumindest fiir ¢ nahe 7). Also ist g (x¢) # 0 und
aufgrund von Stetigkeit existiert ein Umgebungsintervall Jy > g mit g(z) # 0 auf Jy. Aus
Satz 3.2.4 folgt dann, dass es ein Intervall Iy C I mit 7 € [ gibt sowie eine eindeutige Losung
¢: Iy — R von (3.3.5) mit dem Anfangswert (z,vo) existiert. Fir diese gilt wegen

dt \/j1 (Eo — U(x)) da

die folgende Beziehung:

ds. (3.3.6)

»(t) 1
t—7=
/wo V2 (B —U(s))

Im Fall vy < 0 ist in einer Umgebung von 7 das Vorzeichen in (3.3.5) gegeben durch

m

_ 2
&= —\/ (Eo — U(z)),
was man analog zu vy > 0 behandeln kann.

Beispiel 3.3.3. [Flug einer Rakete]

(a) Eine Rakete wird mit einer Geschwindigkeit vy > 0 von einem Punkt auf der Erdober-
fliche nach oben geschossen. Sei weiter z(¢) > 0 die Hohe iiber bzw. der Abstand zum
Erdmittelpunkt. Nach Newtons Gravitationsgesetz gilt

M-m

T2

F(z) =—y

Y

wobei m > 0 die Masse der Rakete, M > 0 die Masse der Erde und > 0 die universelle
Gravitationskonstante bezeichnen.
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|LINK: TEIL 1 DER 25. VORLESUNG VOM 25.1.2023

Dies fithrt zu dem Anfangswertproblem

M-m
22

m-&=—y , x(0) =R, (0)= vy, (3.3.7)

wobei R > 0 den Erdradius bezeichnet.

(b) Damit ist das Gravitationspotential gegeben durch

M-m
U(x) = —v-
(@) =~y ——,
was zur Energiegleichung
m M-m
E=—.i2_~. 3.3.8
2 o7 x ( )

fithrt. Ist fiir ¢t — oo die Ortskoordinate z(¢) unbeschrankt, so gilt

o M -m moo
O:h{gg}f7~ 0 ——E—I—;-x(t)Z—E,
>0

also £ > 0. Gibt es dagegen eine (Maximal-)Héhe H > 0 derart, dass R < z(t) < H fiir
t > 0 gilt, so erhalt man

M-m

M
>E+y — "> B

————
=C>0

mo
S e .
5 T +

Wiére E > 0, so folgt

2
P2ty > =-C>0 Vt>0.
m

Aufgrund der Stetigkeit von & und vy > 0, folgt:

() > QmC — /OT;t(t)>/OT\/7:T-\/?.

Damit wachst (7") unbeschrankt, was ein Widerspruch ist. In diesem Fall muss also £ < 0
gelten.

(c) Also ist E' = 0 die minimale Energie, bei der z(¢) unbeschrénkt sein kann. Dies liefert

m - vd M-m
2 R
zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die entsprechende Geschwindigkeit vg gegeben durch

M k
vp ::,/2-7-§~11,2—m (3.3.9)
S

wird dann Fluchtgeschwindigkeit genannt.
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(d) Fir vg = vp, also £ =0, wird (3.3.6) zu

r= [ <QV£M> eyt [Mae o= o 2 (e - RY).

Umstellen liefert dann die Losung

2
2 3 2
S T 3 3 [2yM t B 3 vp 3
go(t)-(R2+2 27Mt> —R(1+2\/ - R) —R<1+2 2 t) . (3.3.10)

die tatsichlich isoton und unbeschrankt wéchst.

Beispiel 3.3.4 (Anfangswertproblem aus Bemerkung 3.3.2 mit vy = 0). Man betrachte Glei-
chung (3.3.1) mit (1) = x¢ und &(7) = vy = 0. Dann ist die kinetische Energie zum Zeitpunkt
7 gleich Null und damit Fy = U (xy). Damit hat die Differentialgleichung

i = i\/; (Eo — U(z))

insbesondere die stationdre Losung ¢(t) = xg. Allerdings ist die Gleichung (3.3.5) nicht dquivalent
zur Differentialgleichung in (3.3.1), weil vy # 0 nicht erfiillt ist. Dazu betrachte man nun die
folgende Fallunterscheidung:

1. Es gelte F' (xy) = 0.
Dann ist (3.3.1) ebenfalls fur ¢(t) = z, erfiillt.

2. Es gelte 0 < F'(z9).
Wegen 0 < F'(z9) = U’ (x0) folgt dann wegen der Stetigkeit von U’

—U' >0 auf [xg,x1] fir 21 — x klein genug.
Wegen der strikten Isotonie von U folgt dann
Ey—U(x) > Ey—U(x9) =0 auf (zg,24].

Nun will man Gleichung (3.3.5) auf Jy = (g, z1] losen. Wegen U € C! (Jp) gilt

EO—U(f):—U,(xo)'(f—$o)+0(§—xo)>—* U,() (5—950) auf (Io,xo-l—ﬁ)-

Also existiert das uneigentliche Riemann-Integral

G@>=:L:¢24E—U@»1%

U (29) o+ 1 o E-U@©)\
_m./:to ﬁd§+ :1:0+5d€ <2m>
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|LINK: TEIL 2 DER 25. VORLESUNG VOM 25.1.2023

Der Integrand ist stets positiv und stetig, weshalb
G: [zg,21] = R, 2z~ G(x)

ebenfalls positiv und stetig sowie streng isoton ist — G ist also invertierbar. Setze nun
7 = G (z1) sowie

G t—7) firxte[r,7+mn],

Dt —=n, 7+ 1] = R, t) =
o lr =74 #(t) {G_l(T—t) firt € [t —m,7].

¢ ist wohldefiniert und stetig in ¢t = 7 sowie auf ganz [t — 71,7 + 71|. Nun gilt weiter

—1

oéG@):/N;-(E—U(&)) & = w=a,

da das Integral stets positiv ist, es gilt also
G Hr—1)=G0) = .

Da G stetig und streng isoton ist auf B, (7), gilt dasselbe auch fiir G'. Fiir a € (x¢, z1)
ist dann

N|=

G'(a) = (; (B — U@))) - 0.

Vor.

Es folgt also mit der Ableitungsregel fiir inverse Funktionen, dass G~! differenzierbar ist
in t = G(a) mit

Damit folgt fiir t € (7 — 7,7+ 7) \ {7}:

. 1 2
90<t) - j:G (Gil (:I:(t _ T))) - Sgn\(:ifjﬂ \/m ’ (E - U((p(t)))
— $(0) = %5 (S(E-UW)) S F@0)p0) = - Fle(0)

Also 16st ¢ tatsachlich auf (7 — 7, 7) U (7,7 + 71) sowohl die Energiegleichung (3.3.5) als
auch die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.3.1). Da beide Seiten der Gleichung (3.3.1) ste-
tig in ¢ sind, gilt sie auch auf ganz (7 — 71, 7 4+ 71) — dasselbe gilt auch fiir Gleichung (3.3.5).
Nun ist ¢ symmetrisch auf ¢ = 7 und hat dort das Minimum ¢(7) = G71(0) = x¢; damit
ist insbesondere die Anfangswertbedingung erfillt.
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3.

Der Fall F'(z() < 0 verlauft analog.

Beispiel 3.3.5.

(a)

Man betrachte ein starres, ebenes Pendel der Lange [ > 0 in einem Gravitationsfeld der
Starke g > 0. Der Auslenkungswinkel z erfiillt die Differentialgleichung
m-l-&=—m-g-sinz,

wobei m > 0 die Masse des Pendelendes (Masseteilchen) bezeichne, wahrend die Stange
bzw. der Faden des Pendels als masselos betrachtet werde. Setzt man w? = é > 0, so

ergibt sich

m-i=—m-w? sinz. (3.3.11)

Setzt man nun voraus, dass die Auslenkung x klein ist und sin x durch x annahert, ergibt
sich dann die (linearisierte) Differentialgleichung

m-i=-m-w- . (3.3.12)
Das zugehorige Potential ist U(z) = % - w? - 2% (analog wie bei dem Hookeschen Gesetz
fir Federn). Ist die Anfangsbedingung gegeben durch
z(0) =—A, #(0)=0 fireinAe (0,7), (3.3.13)
wobei A die (Anfangs-)Auslenkung bei ¢ = 0 bezeichnet, so ergibt sich die Energie
B, = m - w? - A?
2

und es folgt aus der Gleichung (3.3.6) (s. Bemerkung 3.3.2):

o= [V (2 m-ve) " = i/jt)dfﬁ

(t)
= l . [arcsin <£>r
w AJl 4

[

I
&=
/-~
]
=
(@)

0
.
=
N

AS)
h‘@
N—
~_—
|
&
=
o
&,
=
I/~
|
o
——
~__—

Umstellen nach ¢ liefert dann die Losung
o(t) :A-sin<(w-t)—g> =—Acos(w-t)

des Anfangswertproblems (3.3.12) mit der Anfangsbedingung (3.3.13). Die Periode der

Schwingung ist gegeben durch
2
7"
w

und héngt nicht von der Anfangsauslenkung A ab.
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Um Trajektorien in der x-y-Phasenebene zu beschreiben, wird noch der Impuls berechnet:
Es gilt

yt)=m-pt)=A-m-w-sin(w - 1t).

Also sind die Trajektorien wieder Ellipsen im Phasenraum, wie es beim Hookeschen Gesetz
der Fall ist.

Beispiel 3.3.6 (Echte (nicht-linearisierte) Pendelschwingung). Ohne die Naherung sinx ~ z
erhalt man

U(r) = —m-w?-cosz, (3.3.14)
als Potential zur Kraft in Gleichung (3.3.11). Fiir die Anfangswertbedingung
z(0)=—A und #(0)=0
ergibt sich dann die Energie
Ey=—-m-w? cosA

und mittels Separation der Variablen erhalt man dann mit (3.3.6) (siche Bemerkung 3.3.2):

P /W) de ! (3.3.15)
Cwl/oa V2cosE —2cos A’ e
Abkiirzend setze man nun
A 1 t
k =sin—, a(t) =arcsin | — - sin 20)
2 k 2
und substituiere
) 1
sinn = — -sin >
/r] ]{: 27
was dann zu
1 re@®) 2 1
t=— dn (1 —k?-sin’n) —-=. 3.3.16
). i ( sin 77) 5 ( )

2

fithrt. Die vorliegende Funktion kann nicht elementar integriert werden und ist bekannt als
elliptisches Integral 1. Gattung zum Modul k. Setzt man

(i, k) = /Jx dt ((1-2)- (1-#-2))

so ist u(-, k) : [k, k] = [—u(1, k), u(1, k)] streng isoton und bijektiv mit Umkehrfunktion

[N

fur x| <1,

sn: [—u(l, k), u(l, k)] — [k, k.
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Die Losung des Anfangswertproblems

i=—w’ -sinz, 2(0)=-A4, #(0)=0
ist dann gegeben durch

o(t) =2-arcsin (k-sn (w -t —u(l, k), k)). (3.3.17)
Diese ist periodisch mit Periode T = % ~u(l, k), k =sin g.
Beispiel 3.3.7 (Erzwungene Schwingung (des linearisierten Pendels)).

(a) Die allgemeine Losung von (3.3.12) ist gegeben durch
o(t)=B-sin(w-t) — A-cos(w-t) (3.3.18)

fir beliebige Konstanten A, B € R. Wird das Pendel durch eine duflere Kraft m - F(t)
beeinflusst bzw. ,angetrieben®, so erhilt man die inhomogene Differentialgleichung

i+w-z=F(t). (3.3.19)
Ist F'(t) = M - cos (« - t) periodisch, bietet sich der Ansatz x(t) = C - cos (« - t) und fiihrt
Zu:
T+w-x= (—a2+w2) -C - cos(a-t) £M~cos(a-t),
also

cC=M- (w2 — 042)71, sofern v # w.

In diesem Fall ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung gefunden worden und
die allgemeine Losung ist nach der Erinnerung 3.1.4 gegeben durch

p:R—=R, ¢(t)=DB-sin(w-t)—A-cos(w-t)+—F—cos(a-t), A BeER.

w? —«

(b) Speziell fiir B =0 und A = %

erhilt man die Losung zu (3.3.19) durch
M
Valt) = o3 (cos(a-t) — cos(w-t)).

Nun modifiziere man ,kontinuierlich“ die Frequenz « der aueren Kraft m - M - cos (« - t):
a— w:
Im Fall w # 0 erhalt man wegen

cos(a-t)—cos(w-t) =0, w'—a®>—=0 fira—w
durch die Anwendung der Regel von L’Hospital:

—M -t-sin(a-t) M t
o(t) = lim @q(t) = = — .-
Pu(t) = lim @q(t) o 5

a=w

-sin (w - t).

117



3.3 Differentialgleichungen der klassischen Mechanik 3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
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Setze nun ¢, zur Uberpriifung in (3.3.19) ein: Es gilt

M M w?
Z(sin(w-t)+w-t-cos(w-t))/+?-%-t-sin(w-t)

= ]\2/[(cos(w-t)+cos(w-t)—w-t-sin(w-t)+w-tsin(w-t))
= M -cos(w-t)

— F(b).

Man beachte, dass in diesem Resonanzfall (a = w) — das heifit, dass die Anregungsfrequenz
und Eigenfrequenz des Pendels gleich sind — die Losung unbeschrankt in der Zeit wéchst.
Dann wird allerdings die Auslenkung so grof}, dass (3.3.19) mit sinz ~ = die Schwingung
des Pendels nicht mehr korrekt beschreibt.

Tatséchlich beobachtet man im generischen Fall o # w in der Realitét, dass die Auslenkung
kleiner wird.

Beispiel 3.3.8.

(a) Dieser Effekt kommt vom Reibungsterm 2 - p - & mit p > 0 in der Differentialgleichung
P+2-pritwor=F(), (3.3.20)
die (3.3.19) verallgemeinert. Fiir die entsprechende homogene Differentialgleichung
F+2-pitw-r=0 (3.3.20")
mache man nun den Ansatz
w(t) = et

mit A\ € C, das noch zu bestimmen ist. Wegen e** # 0 liefert dann das Einsetzen in
(3.3.20"):

N+2.p- A+w?-A=0

mit Losung

Ar = —pt/p? — w2

(b) Falls p > w, so sind Ay, A\_ € R und beide negativ wegen

wWw>0 = pP-w?<ph
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Also ergibt sich die exponentiell abfallende Losung
oty =AM+ BT fiir p > w, (3.3.21)

wobei A, B € R, damit es im physikalischen Kontext sinnvoll ist.
Im Spezialfall p = w erhélt man:

ot)=A-e " +B-t-e ", (3.3.22)

ahnlich wie im Resonanzfall in Beispiel 3.3.7 (Man iiberpriife dies durch Einsetzen in
(3.3.20)).

Fazit. Ist der Reibungsparameter p grofier oder gleich w — es gilt also p > w —, so erzeugt
dieser eine so starke Dampfung, dass keine Schwingung mehr stattfindet. Im Grenzfall
p = w ist das Abklingen aufgrund des Faktors ¢ etwas verlangsamt, aber immer noch im
Wesentlichen exponentiell.

Was passiert bei einer schwicheren Dampfung fir p € (0,w)? Man erhalt
A =—pxi-o o= /w?—p>
Einsetzen in (3.3.21) liefert dann

Sp(t) = A . e_p't . ei'J't _|_ B . e—p~t . e—i'o'-t

= e ((A=B)i-sin(o-t)+ (A+B)-cos(o-1)). (3.3.23)

Fir C;D € R erhdlt man dann eine reelle Losung der homogenen Differentialglei-
chung (3.3.20), die eine gedampfte Schwingung beschreibt. Tatséchlich ist der Losungsraum
zweidimensional (besitzt die zwei Freiheitsgrade z(0) und #(0)), so dass die allgemeine
Losung bereits gefunden worden ist.

Man betrachte wieder die inhomogene Differentialgleichung (3.3.20), speziell mit einer
periodischen duBeren Kraft F(t) = M - e"** mit M, > 0. Es bietet sich der Ansatz

w(t) = C - et
an und fithrt zur Gleichung
M -t = F(z) ;i+2p-:'v+w2~$: (—a2+2p-i-a+w2) SO et

M M
— (C= : =—, Im(z)>0.
w—a?+2i-p-a oz

Eine spezielle Losung von (3.3.20) ist dann gegeben durch

M .
o(t) = m-e“ t+o), (3.3.24)
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wobei e = % = Li‘ den Winkel § € (—m, 7] festlegt.

Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (3.3.20) zu erhalten,
miissen (abhéngig davon, ob p > w, p = w oder p € (0,w) gilt) eine der allgemeinen
Losungen (3.3.21), (3.3.22) oder (3.3.23) hinzuaddiert werden. Speziell im Fall p € (O, %)
wird die Amplitude |C| der Losung maximal bei der Anregungsfrequenz

a=y/w?—=2-p?#w,

anders als im reibungslosen Fall: Ohne Reibung wird namlich die Losung mit der An-
regungsfrequenz a = w ,maximiert®. Ist § < 0, so gilt at + § < at. Es folgt, dass die
erzwungene Schwingung mit Reibung gegeniiber der dufleren Anregung zeitverzogert ist.

|LINK: TEIL 1 DER 27. VORLESUNG VOM 1.2.2023

Beispiel 3.3.9 (Mehrdimensionale Schwingung). Man betrachte eine Schwingung im R™ (z.B.
n = 2 bei einem physikalischen Pendel mit 2 Winkel-Freiheitsgraden). Fiir kleine Auslenkungen
ist

m-&=-m-A-x (3.3.25)

eine gute approximative Beschreibung der Pendelbewegung, wobei m > 0 die Masse eines
Massepunktes bezeichnet und A € R™ ™ eine positiv definite Matrix ist. Insbesondere ist dann
A unitér diagonalisierbar, es existiert also eine orthogonale Matrix U, so dass U AU eine
Diagonalmatrix ist:

n

U AU = D = diag (w‘;’, . ,w2> , ow; >0, j=1,...,n (3.3.26)
Die Substitution & := U~ 'z fithrt dann wegen der Zeitunabhéngigkeit von U zu

51 wi - &

Man hat also n entkoppelte Schwingungen, die — wie im skalaren Fall — einzeln gelost werden
konnen (~- ‘sin 4 cos‘-Form). Alternativ kann man die allgemeine Losung von (3.3.27) schreiben:

£j(t):Bj~sin(wj(t—cj)), jzl,...,n,

wobei ¢y, ..., ¢, € R. Man erkennt eine Uberlagerung von harmonischen Schwingungen (dies
entspricht approximativ der Losung der linearisierten Pendelgleichung & = —w? - z).

|LINK: TEIL 1 DER 27. VORLESUNG VOM 1.2.2023 |

Der obige Videolink umfasst eine inhaltliche Rekapitulation jeglicher Kapitel der Vorlesung zur
Analysis IIT (Lehramt). Diese wird in diesem ITEX-Satz nicht weiter ausgefiihrt.
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