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Vorwort

Wie dieses Skript entstanden ist

Im Sommersemester 2022 habe ich an der TU Dortmund die Vorlesung ,,Analysis II fiir
Lehrémtler am Gymnasium und Berufskolleg® gehalten. Die Analysis I in Wintersemester
davor wurde wegen der damals aufgrund von Covid geltenden Einschrénkungen mit Ka-
mera aufgenommen und die entsprechenden Videos unter Moodle zu Verfiigung gestellt.
Da es bei Lehramtsstudenten hiufiger zu Uberschneidungen im Stundenplan kommt, habe
ich mich entschieden, bei der Analysis II ebenfalls Videoaufnahmen zu erstellen.

Das vorliegende Skript orientiert sich zum einen an meinen handschriftlichen Notizen,
anhand derer ich die Vorlesung gehalten habe, und zum anderen an der Vorlesung, wie sie
an der Tafel stattgefunden hat und in den Videos festgehalten ist. Manchmal bin ich in
der Vorlesung selbst von den Notizen abgewichen, im Groflen und Ganzen hielt ich mich
aber recht eng daran. An manchen Stellen habe ich die handschriftlichen Notizen nach der
Vorlesung nochmal nachbearbeitet.

Die Videos — genauer: deren URLs in Moodle — sind an den Stellen im Skript, die dem
entsprechenden Vorlesungdatum entsprechen, verlinkt.

An manchen Stellen ist die fortlaufende Zahlung im vorliegendem Skript anders als die
Nummerierung an der Tafel und den Videos. Dies ist jeweils am Rand vermerkt.

Es gibt sicherlich eine Reihe von kleineren Fehlern und ich arbeite — zusammen mit
freundlichen Menschen, die mich auf Fehler hinweisen — daran, diese auszumerzen.

Ein genereller Hinweis zum Sinn und Zweck von Skripten: Das Lesen von Vorlesungsnotizen
und Skripten kann das eigene Denken und Nachvollziehen der Sachverhalte, Schritte und
Argumente nicht ersetzen. Das eigentliche Ziel ist die Verinnerlichung der mathematischen
Wahrheiten, so dass man sie wie etwas Figenes beherrscht und anderen mitteilen kann.
Falls Thnen an einzelnen Stellen ein Skript zu knapp formuliert ist, um die dargestellten
Sachverhalte zu verstehen, konsultieren Sie die angegebene Literatur.

Quellen und Beziige

In der Vorlesung bezog ich mich insbesondere auf die Skripte [Bru2l, Kabl8, Lenl7], die
mir die Kollegen Rainer Briick, Winfried Kaballo und Daniel Lenz freundlicherweise zu
Verfiigung gestellt haben, sowie die Biicher [Forl7a, Kab97, Koe04b, Taol6b].

Als weitere Literatur konnen die anderen im Literaturverzeichnis aufgefithrten Biicher
niitzlich sein.

Danksagung

Ich bedanke mich bei den Assistenten der Vorlesung, Herrn M. Kémper, Herrn L. Schroeder
und Herrn Dr. A. Seelmann. Herrn Seelmann danke ich in besonderer Weise fiir die Organi-



sation der Ubungen und die Vertretung in einzelnen Vorlesungsterminen. Herrn D. Kreutz
danke ich fiir das Aufnehmen, Nachbearbeiten und Bereitstellen der Vorlesungsvideos.
Den Hérerinnen und Hérern meiner Vorlesung danke ich fiir die Hilfe beim Tafelwischen,
das Interesse, die Fragen und die aktive Teilnahme.

Auch diese Vorlesung hat mir viel Freude bereitet!

Herrn A. Nuss danke ich fiir die kompetente und zigige Erstellung des IXTEX-Satzes dieses
Skripts und Herrn Seelmann fiir Korrekturhinweise.

Dortmund, den 29. Mérz 2024 Ivan Veselic¢
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1 REIHEN

|LINK: TEIL 1 DER 1. VORLESUNG VOM 13.04.2022

1 Reihen

In der Analysis I haben wir uns mit Folgen und insbesondere ihrer Konvergenz beschéftigt.
Manche von ihnen waren als Summen gegeben; so tauchte beispielsweise im Kontext der
Exponentialfunktion die Folge (E),) ey auf mit

"1
E, = —.
o k!

Wir wollen nun systematisch die n-te Partialsummen

n
Sp i — Z ag,
k=0

die einer C-Folge (ax)ren, zugeordnet sind, untersuchen.

Definition 1.1. Die Folge der Partialsummen (s,)nen, Wird (unendliche) Reihe genannt
und wird gekennzeichnet durch

Z ap = ag+ a; +as + ... oder einfach Zak.
k=0

Die a;, heilen Glieder der Reihe.

Definition 1.2. Eine Reihe Y ax, ap € C, heif3t konvergent zum Wert s € C, falls
lim s, = s
n—oo

gilt. Dies ist dquivalent zu der Aussage

n—oo

lim Re(s,) = JLIQO];)RG(%) = Re(s) und dim Im(s,) = Im(s).

In diesem Fall schreiben wir -
S = Z ap = Z a
k=0

und nennen s den (Grenz-)Wert der Reihe oder die Summe der Reihe.

Konvergiert die Reihe Y a nicht, so heif3t sie divergent.
Bemerkung 1.3.

(a) Jede Folge (b)) kann als Reihe (d.h. Folge von Partialsummen) aufgefasst werden,
indem man

b_1 =0 und ak:bk—bk,l, kEN,

setzt, da dann b, = Y, ar = s, gilt.

Streng logisch ist die Untersuchung von Reihen und Folgen aquivalent, es stehen
jedoch andere Aspekte im Vordergrund.

4
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1 REIHEN

(b) Konvergiert die Reihe Y 32 ax, so tut dies auch die Reihe
D
k=no

fiir jedes ng € Ny, wobei jedoch der Wert der Reihe von ny abhéngt. Insbesondere
ist bei einer konvergenten Reihe > a; die Folge

o0
n—r, = Z ay
k=n+1
der Reihenreste wohldefiniert.

Satz 1.4. Es sei a, € C fir k € Ng. Dann gilt:

Zak ist konvergent = limr,=0 = lim ay =0.

n—00 k—o0

Beweis. Wir setzen zunéachst .
Sp = 2:‘1k
k=0
Dann gilt

Z ay ist konvergent
& s:= lim s, existiert
n—oo

& 0=lim(s=sn) = lim .

Da a,, = r,_1 — r, gilt, folgt dann
g, 0n = [0 To-1 = it 7 = 0. -

Satz 1.5 (Cauchy-Kriterium fir Reihen). Es sei Y- ax eine unendliche Reihe. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ay ist konvergent;

(ii) Fur alle e > 0 existieren ng € N derart, dass

Vm,n €N mitm>n>ng:

k=n+1

Beweis. Man beachte, dass s, — s, = >3}, 1 ax, es gilt also

m

>, a

k=n+1

=[Sy — Snl -

Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Folgen liefert dann direkt die Behauptung. O]



1 REIHEN

Im Folgenden betrachten wir nun zwei Anwendungen des Cauchy-Kriteriums, wo bei
beiden auch Monotonie eine Rolle spielt.

Korollar 1.6. Es sei (ax)ren, eine antitone R-Folge und Y- ap < oco. Dann gilt

k—o0

Insbesondere geht ay ,,schneller gegen Null“ als %
Beweis. Da (a) antiton ist, gilt nach dem Cauchy-Kriterium
27 - ag; < 2(aj+1 +aj2+ ...+ agj) < 2¢,
falls j grol genug ist. Analog gilt
(2 —1)-ag—1 < Q(aj + a1+ ...+ agj,l) < 2e.

Also ist k - a; eine Nullfolge. m

|LINK: TEIL 2 DER 1. VORLESUNG VOM 13.04.2022

Satz 1.7 (Leibnitz-Kriterium). Es sei (ag)ren, eine antitone Nullfolge in Ry. Dann ist
die alternierende Reihe
> (=" a

konvergent.

Beweis. Fir gerade n und m > n gilt

m
Z(_l)kak = Qp — (an—‘rl - an+2) - (an+3 - an+4) e S Qn
k=n N >0
antiton
und

m

Z = (ap — apy1) + (ns2 — anaz) +... > 0.

k=n >0 >0

Ganz analog fiir ungerade n und m > n gilt auch
—a, < Z(—l)kak <0.
k=n

In beiden Fallen fiir n < m € N folgt schliellich

m

I;(—l)kak < |6Lk| 730 0.
Damit ist das Cauchy-Kriterium anwendbar und es folgt direkt die Behauptung. O

Im Video:
Korollar

1.5a.

Im Video:
Satz
1.5b.
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1 REIHEN

Fehlerabschétzung fiir die Konvergenz: Es gilt

00 n—1 m

Yo (=DFap — > (=1)Far| < sup [y (—1)*ax| < |an|.

k=1 k=1 meN Jk=n

_
Beispiel 1.8 (Geometrische Reihe). Es sei z € C, aj, = 2", k € Ny. Fiir 2 # 1 gilt dann [7viae:
bekannterweise . L Beispiel
Sp= =" 1.6.
k=0 l—=z

Falls |z| < 1 gilt, so gilt 2"™ — 0 fiir n — oo und damit
> 1
Soo L
k=0 1—2

Falls |z| > 1 gilt, dann ist a; = z* keine Nullfolge, so dass die Reihe 3" a; nach Satz 1.4
divergiert.

Fir 2z = % gilt beispielsweise

=1 1

s=y —=—7=2
k=0 2 L= 2
Beispiel 1.9 (Harmonische Reihe). Die Reihe Y aj mit a; = %, ap = 0, ist divergent. [ Video:
Behauptung. Fur alle m € Ny gilt Beispiel
17.
L | > 14 m
SQm — - = —
=k 2

Beweis der Behauptung. Durch vollstandige Induktion tiber m € N:

(IA) m=0:
Es gilt offensichtlich sy =a; +ag=12>1+0.

(IV) Es gilt
G m
Som — Z - 2 ]_ + —
=k 2
fir ein m € N.

(IS) m+— m+ 1:
Es gilt
om 2m+1
1 1
Som+1 = kgl % + Z %

k=2m41 (—

ng-&-l



1 REIHEN

2m+1

Iv) m 1
> (14— —
_2m+1_2m 17%_
om+L 1 2
1 m+1
>1 - =14 —
+ 2 + 2 * 2

Also gilt die Behauptung fur alle m € N,.

Damit wéchst die Folge der Partialsummen unbeschriankt, denn man kann zu n € N ein
m € N finden mit n > 2™. Damit folgt

1
+>0

m L
S, > Som > 14 B = (sg)g ist isoton.
Insbesondere ist Z + — wie oben erwahnt — divergent.

Die obige Erkenntnis vergleichen wir nun mit Satz 1.4: (%)k ist zwar eine Nullfolge, aber

Z% ist divergent. Die Reihenglieder streben hier ,zu langsam gegen Null“; an dieser Stelle
kann man diesen Zusammenhang mit Korollar 1.6 vergleichen.

Beispiel 1.10. Aus den obigen Erkenntnissen ergibt sich die Divergenz des uneigentlichen

Integrals
[y,
0 x

Beweis. Fiir alle n € N gilt

[l
0

X

Z/ |sm

n km
> / | sin(x)| d
kX::l (k—1)m

iod.
pe f | sin(z)| de

Im Video:
Beispiel
1.8.




1 REIHEN

Es gilt also

W|sin(:1:) 2 X1
/0 Wz::k;

xz

so dass das obige uneigentliche Integral divergent ist. ]

Spéter werden wir sehen, dass es einen systematischen Zusammenhang zwischen der
Konvergenz von Reihen und der Konvergenz von uneigentlichen Integralen gibt.

|LINK: TEIL 1 DER 2. VORLESUNG VOM 14.04.2022

Beispiel 1.11 (Alternierende harmonische Reihe). Die Folge (a,)nen mit a, = = ist

eine antitone Nullfolge. Nach dem Leibnitz-Kriterium 1.7 ist dann die alternierende Reihe
1 1 1 1
LR P
2 (U 2 371"

keN

konvergent. Aufwandigere Methoden liefern insbesondere

- (1)t =)

keN

Dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden miissen, ist zwar eine notwendige Bedingung,
aber sie ist nicht hinreichend!

Bekannterweise kennzeichnen wir das Leibnitz-Kriterium durch die Voraussetzungen

an \y0 (n—o00) = > (—1)%a ist konvergent
keNy

und [s — s,-1| < ay.
Lemma 1.12.
(i) Es seiar >0 fir alle k € N. Dann gilt:

Zak ist konvergent < Die Folge (8,)nen ist beschrankt. < Zak < 00.

(ii) Es seien ay, by > 0 fir alle k € N. Gibt es nun ein C > 0 und ng € N mit
ary < C-by, Yk >ng,
so gelten:

o > by ist konvergent = Y ay ist konvergent;
o > ay ist divergent = > by ist divergent.

Beweis. Ubung! O

Im Video:
Beispiel
1.5¢.

Im Video:
Lemma

1.9.
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Satz 1.13. FEssei f € C’([l,oo)) antiton und f > 0 auf [1,00). Dann gilt: -
Satz
Die Rethe Z f(k) konvergiert < Das uneigentliche Integral / ) dx emistiert. 110
k=1

Beweisskizze. Da f > 0 auf [1,00) ist, gilt

limsupif(k:) < 0

Nach Lemma 1.12 (i) ist dann Y ;¢ f(k) konvergent. Auflerdem gilt

lim sup flz)dr <o = / ) dx existiert.

m—00 1

Da f antiton ist, gilt weiter
f(k) < f(x) furzelk—1,k].

Damit folgt

m

mo ok
k;k_ldx Z f dx_/f a;./ljggl;f(k—l).

Ist (ay) eine isotone und (by) eine konvergente Folge mit aj < by fir alle k € N, so ist (by)
beschrénkt und damit (ay) konvergent.

Den Argumentationsvorgang kann man in beiden Richtungen anwenden, weshalb wir

insgesamt eine Aquivalenz vorliegen haben. O]

Beispiel 1.14. Die Reihe T Video:
i i Beispiel
= k? 1.11.

ist konvergent.

Beweis. Es reicht aus, zu zeigen, dass die Folge (s,) der Partialsummen beschréankt ist,
da 1 > 0 fiir alle £ € N gilt. Fiir alle n > 2 gilt

10



2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

:1+<1—;>+(;—§>+-~+<ni1_D

1
=14+1-—-<2.
n

Also ist (s,) beschréinkt, weshalb 3 75 konvergent ist. O

1%2 fallt schnell genug ab, so dass > 1%2 < oo gilt. % fallt hingegen ,zu langsam‘ ab, so
dass Z% divergiert. Mit aufwandigeren Methoden zeigt man sogar:

2

> 1 T
S E=%

2 Absolute Konvergenz von Reihen

Ist > jen, @k = Go + a1 + az + ... konvergent gegen ein s € C, so kénnen wir beliebig
zusatzliche Klammern setzen, d.h. fiir jede streng isotone Folge (k,), C N mit ky = 0 gilt

kji1 kjt1
=3 ( 8 a)-mm S
J—00
=0 \k=k;+1 k=0

he
:;bj ::Sj(b)

da die Folge S’j(b) der Partialsummen zu der Folge (b;) eine Teilfolge der Folge n — s, =
> h_o Qg ist.

Dagegen diirfen Klammern in einer konvergenten in einer konvergenten unendlichen Reihe
>~ ay nicht weggelassen werden! So ist zum Beispiel

0=> 0=1-1)+(1-1D)+@Q-1)+...

sicherlich konvergent. Lasst man jedoch die Klammern weg, so erhalten wir

1—1+41—-141-1+...= Y (-1)*
keNy

mit divergenter n-ter Partialsumme

)0, falls n ungerade,
"1, fallsn gerade.

Dies motiviert:

Definition 2.1. Fir a, € C, k € Ny, heifit die Reihe Y ax absolut konvergent, falls die
Reihe Y |ag| konvergent ist.

11



2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

|LINK: TEIL 2 DER 2. VORLESUNG VOM 14.04.2022

Lemma 2.2. Es gilt:
Zak ist absolut konvergent = Zak ist konvergent.

Beweis. Fir alle m,n € N mit m > n gilt

m

bs. konv.
Z ak < Z abs. OIl E.
ket 1 [ R— fur n groﬁ
Damit liefert das Cauchy-Kriterium 1.5 die Behauptung. O

Das Beispiel 1.11 tiber die harmonische Reihe zeigt wiederum, dass die Umkehrung der
Aussage im Allgemeinen nicht gilt.

Bemerkung 2.3. Es sei q; € R fiir alle £ € N und a; := max{0,a;} bzw. qj :=
max{0, —a; }. Dann gelten:

(a) 3 ay ist absolut konvergent < Y a; und ¥ a; sind konvergent.

Beweisidee. Es gilt

m m
Zak <Z!ak\ < 3wl < 30 (i +ai) = Jim 3 af + lim > a
0 k=0 k=0

keNg keNg

Das Monotoniekriterium fiir Folgen liefert dann die Behauptung.

(8) Es sei 3 ay konvergent, aber nicht absolut konvergent. Dann sind 3 a;f und 3" a;,
divergent.

Beweisidee. Widerspruchsbeweis mit Anwendung von Teil («).

Definition 2.4. Es seien (ay), (br) C C. Falls fiir fast alle k € N
lax| < bx  bzw.
gilt, so bezeichnen wir " by als Majorante bzw. von Y. ag.
Aus Lemma 1.12 folgt direkt:
Satz 2.5 (Majoranten- & Minoranten-Kriterium). Es seien (ay), (by) C C. Dann gelten:

(i) Falls by, eine Majorante von Y- ay ist und zusdtzlich konvergent ist, so ist Y ay
absolut konvergent.

(ii) Falls 3 by eine Minorante von Y ay. ist und zusdtzlich divergent ist, so ist auch Y- ay
divergent.

12
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2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

Beispiel 2.6. Essei p e R, p > 0, und a;, := kip

Fir p > 2 gilt
1 < 1
U= = 2

Nach dem Majoranten-Kriterium ist dann 3 a; (absolut) konvergent.

= bk

Fir p < 1 gilt
b L <
= — < a.
S S O
Nach dem Minoranten-Kriterium ist dann > aj divergent.

Um den Bereich p € (1,2) zu klaren, benutzen wir das Integral-Vergleich-Kriterium und
Beispiel 15.3 () aus Analysis I (Lehramt): Ist p > 0 und

filloo) 2R, fl) =

so existiert das uneigentliche Integral [/ mip genau dann, wenn p > 1 ist. Also gilt:

1 nt.-Vel. o0 .
> i > f(k) ist konvergent ez yel / 2P ist konvergent < p> 1.
ke ke 1

=
Erinnerung: Ist eine Folge (a;) bestimmt divergent gegen — oo, so schreibt man
liminf a;, = —oo = lim sup ay.
k—o0 k—o0

Satz 2.7 (Wurzelkriterium).
(i) Gilt
w = limsup \/|ax| < 1,
so ist > ay absolut konvergent,

(ii) Die Reihe Y ay, ist divergent, falls

]ag| > 1 fir unendlich viele Indizes k

gilt — insbesondere falls w > 1.
Beweis.

(i) Wihle ein g € (w,1). Da w < ¢ gilt, existiert ein ko € N mit {/]as| (d.h. |ax| < ¢¥)
fir alle k > ko. Also besitzt 3 a; eine Majorante 3" ¢*, die konvergent ist. Nach dem
Majoranten-Kriterium aus Satz 2.5 ist dann }° a; absolut konvergent.

13



2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

(ii) Es existiert eine unendliche Teilmenge K C N mit

Vke K: (Jlag| >1 (also |ag| > 1).
Insbesondere ist (ay) keine Nullfolge, weshalb " a; nach Satz 1.4 divergiert. O
Beispiel 2.8.

(a) Fir a = ]2“% ist die Reihe 3" a;, konvergent, da
lim var = tim () = 1 k%—ll' k== <1
Jim = Jim (o) = Jim Sy =5 m k=g

und damit das Wurzelkriterium aus Satz 2.7 anwendbar ist.

(b) Analog folgt: Fiir alle p € Ny und z € C, |z| < 1, ist

Z kP 2k

keN

absolut konvergent.

k
(c) Fir a = (W) gilt

1
il = 22+ (-11).
lim sup {/|ax| = 3 und liminf \/|k| = ! :

Nach dem Wurzelkriterium ist 3 aj dann (absolut) konvergent.

also

Satz 2.9 (Quotientenkriterium).

(i) Gilt ar, # 0 fir alle k und

a
v = limsup ML < 1,
k—o0 Qg
so ist > ay absolut konvergent,
(il) Y ax divergiert, falls ein kg € N existiert mit
a
> 1 V> ko,
ag
insbesondere falls
a
lim inf | =] > 1.
k—00 ag

Beweis.

14



2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

(i) Wéhle ein ¢ € (v,1). Insbesondere bedeutet das, dass

a
lim sup ML < q
k—o0 Qg
Also existiert ein kg € N mit
a
S <g VE> ko
Qg
Es folgt
Qe | | %% -1 Gkt < g,
ko k-1 Qk—2 kg
Damit gilt

lar| < ¢"7*lag,|.

Wegen ¢ < 1 folgt, dass 3 ¢* konvergent ist und zusammen mit Lemma 1.12 und
dem Majoranten-Kriterium die absolute Konvergenz von > ay.

(ii) Fur alle & > kg gilt

Bl S 1 = Jaga| > |l
Qg
Damit ist a; keine Nullfolge und Y a; nach Satz 1.4 divergent. O

|LINK: TEIL 1 DER 3. VORLESUNG VOM 20.04.2022 |

Beispiel 2.10. Wir untersuchen verschiedene Reihen ) a;, auf (absoluter) Konvergenz.
(a) Es sei a; := 2—’?, 2z # 0 € C. Dann gilt

Zk+1 k!

lim liasy im - —| = lim 2| =
k—oo| ay k—oo | (k+ 1) 2k k—oo k 4+ 1
Also ist Y- ay absolut konvergent (auch fur z = 0).
(b) Es sei a; := £ - 2*, 2 # 0 € C. Dann gilt
Aps1 (k+1)! k* (k + 1)k* E\" 2 N
—_ e — =z = z. — -
ag (k+ 1)k+t k! (k+1)(k+ 1)k k+1 (1 n ;)k k—oco €
k

Also gilt:

o Falls |z] < e, dann ist Y- aj absolut konvergent;

o Falls |z| > e, dann ist ) a; divergent.

Das Beispiel (b) ist auch mit dem Wurzelkriterium lésbar, was jedoch aufwén-
diger ist.
_
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2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

()

Es sei ap := k7P, p > 0, k € N. Wir wissen auflerdem, dass

lim In(z)
T—r 00 €T

= 0.

Da die Exponentialfunktion exp(-) stetig fiir p > 0 ist, folgt

k 1 I hl(k) —p0 _
Vﬁ—k k—exp(—p-k k_}—(;e = 1.

Also ist das Wurzelkriterium nicht auf Zkip anwendbar. Wie sieht es mit dem
Quotientenkriterium aus? Es gilt
kP 1 1
ap (k1P (14 1) koo (140)

und

@+l 9 VEkeN.
ag

Damit ist auch das Quotientenkriterium nicht anwendbar!

Fir ein £ € N sei

27k falls k gerade,
ay =
g 37%  falls k ungerade.

Ist das Quotientenkriterium anwendbar? Es gilt:

)

k d = = )
gerade o T 5

1 /3\*
k ungerade = Gt _ () — 0.
ay 2 2 k—oo

Das Quotientenkriterium ist also nicht anwendbar. Wie sieht es mit dem Wurzelkri-
terium aus? Es gilt

Ya < V2 :;<1.

Das Wurzelkriterium ist also anwendbar und liefert sogar die absolute Konvergenz
von Y ay.

Man erkennt, dass das Quotientenkriterium ineffizient bei der Vermischung von zwei schnell
(aber unterschiedlich schnell) fallenden Folgen ist.

Bemerkung. Die Reihenglieder a; = 0 tragen nicht zur Summe bei, weshalb solche
weggelassen werden konnen. Damit ist die Annahme a,, # 0 im Quotientenkriterium keine
wirkliche Einschrankung.

Man bemerkt aulerdem: Wann immer das Quotientenkriterium eine Aussage zur Konver-
genz einer Reihe liefert, dann auch das Wurzelkriterium. Letztere ist aber haufig rechnerisch
aufwandiger. Diese Aussage ist im folgenden Satz enthalten:

16



2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

Satz 2.11. Es sei C € R, ax > 0 und a’;—:l < C fiir alle k € N. Dann gilt

a a
lim inf —~! < liminf ¥/a; < limsup a; < limsup hl
k—o0 ag k—o0

k—o00

k—o0 Qg
Beweis. Ubung!

Definition 2.12.

(a) Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe Y a; nennen wir bedingt
konvergent.

(b) Eine Reihe Y by heifit Umordnung der Reihe Y- ay, falls eine Bijektion

p: N— N
existiert, so dass
VkeN: bk:a@(k).

Die Definition ist durch Folgendes motiviert:

-

Ist by + ...+ by eine Umordnung der endlichen Reihe a; + ... + ay, so haben beide

denselben Wert wegen des Kommutativgesetzes in C. (Man kann beide Reihen auch
als unendliche Reihen auffassen, indem man ay,1 = byy1 = anio =byo=...=0

setzt. Dann sind beide Reihen offensichtlich absolut konvergent.)

_
Im Gegensatz dazu steht:

Beispiel 2.13. Nach dem Leibnitz-Kriterium ist die alternierende harmonische Reihe
ren K 2 4 o
konvergent, aber nicht absolut konvergent, da Z% divergiert.

Gelte fiir diese Reihe das ,,unendliche Kommutativgesetz“, so muss die folgende Umordnung
denselben Wert haben:

1 1 1 1 1 1 1
S = — — — — ——— = —_— ...
ot 2 4 6 8 10 12 14
=:t1

17



2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

(Dt (Lo ) ()

1 1+1 1+1 1+1
2 4 6 8 10 12 14
—1<1 + + +1 )
2 7

1
=—-S.

2

Die Aussage wére war, wenn s = ( wére, aber es ist bekannt, dass s = In(2) # 0 gilt. Damit
sind wir bei der Umordnung dieser unendlichen Reihe auf einen anderen Wert gestofien,
weshalb das ,unendliche Kommutativgesetz“ fiir diese Reihe nicht gilt.

Noch zu klaren: Konvergiert die Reihe auch ohne Klammersetzung gegen %s? Die Reihe

(ohne Klammern) hat dabei Partialsummen ¢y, 5, t3,14, . .., wobei die Partialsummen
s
ty t3 t5 tg tsg tg t11 A 5

der Reihen mit Klammern eine Teilfolge der Folge der vorigen Partialsummen bilden. Wir
kennen also den Grenzwert der Teilfolge und es stellt sich die Frage, ob der Grenzwert
auch fir die Gesamtfolge gleich bleibt.

Beobachtung.

* Vom Ubergang der Folge zur Teilfolge wird maximal ein Folgeglied zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Folgegliedern weggelassen;

x Der Abstand zum néchsten Folgeglied hat die Form
1 .
[ty — trr1| = — mit m > k.
m

So gilt beispielsweise

o — tul = -
0~ | = 75
* Wegen % < % = 0 konvergiert (tx), zum selben Limes.

Fiir die obige Reihe gilt also das ,,unendliche Kommutativgesetz“ generell nicht.

|LINK: TEIL 2 DER 3. VORLESUNG VOM 20.04.2022

Gute Nachricht: Fiir absolut konvergente Reihen gilt das ,,unendliche Kommutativ-
gesetz“!
_
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2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

Satz 2.14 (Umordnungssatz). Es sei ap € C fir k € N. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) Es gilt

Z ay ist absolut konvergent
keN

& Flir alle Bijektionen ¢: N — N ist Z ay(k) konvergent

= Flir alle Bijektionen ¢: N — N gilt: Z aj = Z A (k);
kEN kEN

(i) Falls - ay bedingt konvergent ist, so existiert eine Bijektion ¢: N — N derart, dass
> apky divergent ist;

(iii) Sind alle ar, € R, so gilt sogar:
Falls 3~ ay bedingt konvergent ist, so existiert fir alle a € R eine Bijektion ¢ =
Yao: N — N mit
Z Gp(k) = Q-
keN

Beweis.

(iii) Da Y ax bedingt konvergent ist, sind 3" a; und 3" a; nach Bemerkung 2.3 (3) be-
stimmt divergent gegen oo. Wir haben also einen ,junerschépflichen Vorrat an sowohl
positiven als auch negativen Reihengliedern“. Wahle dazu ein o € R. Summiere nun
N € N positive Glieder, so dass fiir eine Bijektion ¢: N — N gilt:

N
D ) = Q.
k=1

Addiere nun M € N negative Reihenglieder, so dass fiir die Summe gilt:

N+M

> ek < .
k=1

Wir iterieren dann diese Prozedur.

Da Y a; bedingt konvergent ist, gilt |ax| = 0. Daraus folgt, dass man mit den
—00

Approximationen Z]kvzl ay(k) immer naher an o herankommt.

(ii) Wir betrachten zundchst den Fall a; € R fir alle £ € N: Da Y a;, konvergent ist, ist
(|ak])x eine Nullfolge; insbesondere ist dann (a; ), eine Nullfolge. Es existiert also
ein C' € R mit

la;| < C VkeN.
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2 ABSOLUTE KONVERGENZ VON REIHEN

Da Y aj divergent ist, existiert ein Ny € N mit,

N1
> af >2C.

k=1

Das addieren des ersten negativen Reihenglieds a7 € (ay, )i liefert dann

N1
(Z Cl;:) + oy > C.
k=1

Also existiert ein Ny € N mit
N1+N2

> af >4C.
k=1
Daraus folgt dann

N1+N2
Soaf | +ar +ay > 2C

k=1

fir ein M < N; + Ny + 2 und eine Bijektion ¢: N — N. Man erkennt dann, dass
diese Umordnung divergiert.

Wir betrachten nun den Fall a, € C fiir alle £k € N: Dabei gilt bekannterweise
|ax| < [Re(ax)| + [Im(ax)|.

Wenn nun Y |ag| divergent ist, so ist nach der Dreiecksungleichung mindestens einer
der beiden Reihen Y |Re(ag)| bzw. Y [Im(ay)| divergent. Wir nehmen nun o.B.d.A.
an, dass > |Re(ag)| divergent ist. Dann existiert (nach der Argumentation im reellen
Fall) eine Bijektion ¢: N — N derart, dass Y- Re(ay,)) divergent ist. Dann ist Y- ay k)
divergent, unabhéngig davon was > Im(a,(x)) macht.

(i) (=) Essei ¢: N — N eine beliebige Bijektion. Setze nun

T = lapmw] <D lan] =1 A < .
k=1 k=1
Es gilt also

lim TN S A,

n—oo

weshalb - a, 1) absolut konvergent und damit insbesondere konvergent ist.
(<) Siehe Beweis von Teil (ii).

Bei Teil (i) ist noch zu zeigen, dass die Werte der Reihen )~ aj, und Y- a, ) gleich sind.
Dabei sehen wir, dass 3° apk) < - ax, falls a, > 0 fiir alle £ € N. Ein Rollentausch
(mit Anwendung der Umkehrabbildung ¢~!) liefert dann 3" ay < 3 ay) und damit
die Gleichheit. Zu zeigen ist noch die Aussage fiir den allgemeinen Fall a, € C
(Ubung!). O
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3 SUMMEN UND PRODUKTE VON REIHEN

3 Summen und Produkte von Reihen

Lemma 3.1. Sind ag, by, A € C fiir k € Ny und Y ap und Y by, konvergente Reihen, so

sind auch
Z(ak +by) sowie Z Ay

konvergent und es gelten:

Zak—i-bk Zak—i-Zbk und ZAak:)\Zak.

keNg keNg keNg keNg keNg

Beweis. Anwendung der Grenzwertsatze fiir Folgen auf die Folgen der Partialsummen
liefert direkt die Behauptung. m

Nun beschéftigen wir uns mit einer wesentlich schwierigeren Frage: Gilt fiir konvergente
Reihen s = >~ a; und t = Y b, auch

Zak~Zbk:s~t?

Wie ist >~ ay, - 3 by iiberhaupt definiert? Vielleicht als >°y ;cn, axbi? In welcher Reihenfolge
summiere ich tiber (k,1) € Ny x Ny?

|LINK: TEIL 1 DER 4. VORLESUNG VOM 21.04.2022

Wir setzen

m m
Sy = Z ar, und t,, = Z by..
k=0

k=0
Offenbar gilt

s = S t| < |5 = sl - [t Flsml - [t =t - [t — 0,
—_— —_—
— 0 — 0
m— oo m—r o0
— 0

m—r o0

da (s,,) konvergent und damit beschrankt ist. Also ist

s-t= lim (sm~tm).

m— 00

Auflerdem schreiben wir

q|| M3

= Z dna
n=0

wobei
dy = > agh mit T, := {(k,l) €N} : max{k,l} = n}
(k,h)el'y

Es gilt also

s-t= Zdn.

n€Ng
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3 SUMMEN UND PRODUKTE VON REIHEN

Abbildung 1: Visualisierung der Menge I',, fiir n = 0,...,4.

Alternativ kann man die Doppelsumme auch als unendliche Summe iiber die Diagonalen
Api={(kD) €NG : ktl=n}={({n-j)eNg: 0<j<n}

schreiben.

Abbildung 2: Visualisierung der Menge A,, fiir n =0,...,4.

Damit nun fiir die Diagonalsummen
n
Cp 1= Z ak-bl:Zaj'bn_j, n € N,
k+l=n 7=0

die Gleichheit

s-t= ch

n€Ng
erfillt ist, muss
> =2 dn
neNp n€Ng
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3 SUMMEN UND PRODUKTE VON REIHEN

gelten. Dies gilt genau dann, wenn die Differenzen

T = Z Cn — S * tyn, = Z aiby (Rst)
n=0 (k,l)eDm
gegen ( streben, wobei
2m
Dy i={(k,) eNg : 0<k,l<m, k+l>m} und D} = |J A,DDn
n=m-+1

Abbildung 3: Visualisierung der Menge D,, (in orange) und D;} (in blau)
fiir m = 3. Man bemerke, dass tatsichlich Dy C D7 gilt.

Inklusion ergibt dann die Fehlerabschatzung

2m
rml <> ab] <Y ¢
(

k,l)€Dnm, n=m+1
mit
n

= > akb] = laj - byl

(k)EA, j=0

Dies motiviert den folgenden Satz:

Satz 3.2 (Cauchyprodukt von Reihen). Es seien ay, by € C fir alle k € Ny und die Reihen
Y ag sowie Y. by absolut konvergent mit Werten s € C bzw. t € C. Dann sind auch die

Reihen
> en und Y c

absolut konvergent und es gilt

Sen S (Sa) (Sa)r o

n€Ng n€Np j=0 keNp keNg
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3 SUMMEN UND PRODUKTE VON REIHEN

Damit haben wir eine Analogie zum Distributivgesetz fiir abzahlbar unendliche
Summen.
_

Beweis. Fiir alle m € Ny gilt

m m
> leal =2
n=0

n=0

<D0 bl

n=0 j=0

> bn

J=0

— ok
=cy,

Also ist Y ¢ eine Majorante von Y |c,|. Nun gilt aulerdem

ZC < Z |abi| = (ZI%I) (g%ﬂ) < > laxl- > [bi]

k,l1=0 keNg 1eNp

absolut konvergent nach Annahme

Also ist 3° ¢ absolut konvergent und nach dem Majorantenkriterium aus Satz 2.5 dann

auch )" ¢,. Daraus folgt

(Rst)
|Tm| <S Z Cauchy Krit. 0.

m%oo
n=m-+1

Zusammen mit der obigen Voriiberlegung erhalt man dann

S = X S (hey) = st a

n€Np neNg j=0
Eine abgeschwachte Version des vorigen Satzes liefert der folgende Satz:

Satz 3.3 (von Martens). Ist 3" ay absolut konvergent und Y- by konvergent, so konvergiert
auch Y ¢ und es gilt (CP).

(Ohne Beweis)
Beispiel 3.4.
(a) Fir z € C, |z| < 1, konvergiert die Reihe

Mo k=

keNy

(kgozk)g—n§00n—<1iz>2

sz "= (n+1)- 2",

:z"

absolut. Daraus folgt

mit

also

fur 2] < 1.

d (n+1)" =

neNp N (1 o 2)2
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4 DEZIMALBRUCHENTWICKLUNG

(b) Ist ar = by = %, so sind die Reihen Y ai, = 3 by:

o konvergent nach dem Leibnitz-Kriterium 1.7, aber
« nicht absolut konvergent nach dem Minorantenkriterium aus Satz 2.5, da
1 < 1
VE+1  k+1

1
und Z P divergiert.

Wir berechnen nun

- - _1j —1 " - . . —
C":];ajb”jzzéwh | \/(n—>j+1 =" ( GEDm-j+1) )

j=0 §=0
=(3+1) - (3-9) <(3+1)’

e < (=) :) ((Z + 1>2>5 _ (_1)"i (Z + 1)

J

N

Es gilt also

und es folgt
" 1 L 1 n+1
| |_j:0%+1 =t 2 n 42 nooe

2.

Damit ist ¢, keine Nullfolge, weshalb >" ¢,, divergiert. Fiir bedingt konvergente Reihen
> a und Y by gilt daher (CP) im Allgemeinen nicht!

|LINK: TEIL 2 DER 4. VORLESUNG VOM 21.04.2022

4 Dezimalbruchentwicklung

Es sei ap € Z und a; € {1,2,...,9} fir k € N.
Behauptung 4.1. Die Reihe

Z Qg — o+ aq i a9 1
— = Q — — Ce
S 108 10 ' 100

konvergiert absolut gegen ein s € R.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt {#% > 0 fiir alle k¥ € Ny, weshalb die Folge (s,)nen,,

n ak;

n — — Vv N7
S ’glok n € Ny

der n-ten Partialsummen der Reihe isoton ist — es gilt also s,, > 0 fiir alle n € Ny. Nun
gilt auBlerdem
> 1 9

Sn§a0+0' Zi :a0+71—9:a0+10—9:a0+1.
10* 1- 4

— —k
- 1+Zk€NO 10

(sn) ist also von oben beschrankt und damit nach Satz 6.3 aus der Vorlesung zur Analysis
(Lehramt) konvergent. O
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4 DEZIMALBRUCHENTWICKLUNG

Den Wert der Reihe notieren wir als
s = ag, 10203 . . .
und nennen jeden solchen Ausdruck Dezimalbruch.
Damit erhalten wir eine Abbildung
D {(ao,al,aQ,...) D ag € Lya, €41,...,9} fir k € N} — R.

Man bemerke, dass ® nicht injektiv ist, denn es gilt

®(1,0,0,0,...) =1,0000...=1=10-9= >
keN

]_70]" :®<O,9,9,9,...),

obwohl (1,0,0,0...) # (0,9,9,9,...). B

Definition 4.2. Ein Dezimalbruch heif3t periodisch, falls es ein m € Ny und ein p € N
gibt mit
Umiktp = Gmik VK € No.

Dann schreibt man

Qp, A1a2 . . . Ay A4 1Am+42 - - - Aptp-
Ist sogar p =1 und a,, = 9, also
$=ag,a10y . ..0mn_19,

so heifit der Dezimalbruch uneigentlich. Ansonsten heifit der Dezimalbruch eigentlich: Fir
alle m € N existiert dann ein £ > m mit a; # 9.

Behauptung 4.3.

(i) ® ist surjektiv;

(ii) @ ist injektiv, falls wir es auf die eigentlichen Dezimalbriiche einschrénken.
Beweis.

(i) Wir miissen zu einem gegebenen s € R eine Dezimalbruchentwicklung finden!

Fiir s = 0 konnen wir direkt a; = 0 fiir alle £ € Ny setzen. Fiir s # 0 verlauft der
Beweis fiir s > 0 analog zu dem fiir s < 0. Es gelte also 0.B.d.A s > 0. Wir setzen
zunachst

ap = |s| := max{k €Z : k< s}.

Wir erkennen sofort, dass ag < s < ag + 1 gilt. Wir setzen dann
a; == [10(s — ao) |
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4 DEZIMALBRUCHENTWICKLUNG

und sehen, dass
a; < 10(s — ap) < a; + 1.

Es gilt also
0<a; <10 :>CL1€{17...,9}

sowie ]
_— < < __ _
a0—|—10 S (10+10+10
Durch induktive Fortsetzung kénnen wir dann ag, aq, . ..a, bestimmen. Setze nun
n i
g1 = {10 + <s -3 )J
P 10k
Dann gilt
w1 €41,...,9 d <s<
a1 € 1 J o ka— ka
sowie

n

ay 1
0<s—>» —<— —0
=7 Z 105~ 107 novso
also Ygen, 1g¢ = - Damit existiert das Urbild, weshalb & surjektiv ist.

Widerspruchsannahme: Wir nehmen an, dass zwei unterschiedliche eigentliche Dezi-
malbriiche existieren, die den denselben Wert s € R besitzen. Es gilt also

ap,A10203 ... = S = bo, b1b2b3 Ce
mit einem m € Ny mit a,, # b,,. O.B.d.A sei dann
Ay < by, ((:) 1+ a, Sbm).

Dann gilt

Z 10k + Z 10k

k=m-+1

[eigentlich] < Z 10k + Z 10k

k=m-+1

[geometrische Reihe] = E _— —
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5 FUNKTIONENFOLGEN

-1
" b b
[ 1<y —
2210k T 10m
00 bk:
< — =S.
= 10%

Es gilt also s < s, was ein Widerspruch ist. Also muss ® injektiv sein, wenn wir
eigentliche Dezimalbriiche betrachten. O

Damit haben wir eine weitere Beschreibung fiir rationale Zahlen erhalten: Es gilt s € Q
genau dann, wenn die eigentliche Dezimalbruchdarstellung von s abbricht — es existiert
also ein N € N, so dass a,, = 0 fiir n > N,— oder s periodisch geméfl Definition 4.2 ist.

Wir konnen analog reelle Zahlen zu jeder Basis b € N, b > 2, entwickeln. Die dann auftau-
chenden Ziffern sind liegen dann in der Menge {0,1,...,b — 1}. So existiert beispielsweise
die Binédrdarstellung von s € [0, 1]:

s = Z I CLkG{O,l}

k
keNg 2

“20,11010100010. . .

Dabei erfolgt die Unterscheidung, ob eine Entwicklung eigentlich oder uneigentlich ist,
analog zum Fall b = 10.

Tritt die Ziffer b — 1 mit der Periode Eins auf? N

|LINK: TEIL 1 DER 5. VORLESUNG VOM 27.04.2022

5 Funktionenfolgen
Definition 5.1.
(a) Es sei M eine nichtleere Menge und

F(M,C)=F(M):={f: M —C}

komplexwertigen

die Menge der Funktionen auf M — insbesondere gilt Fr(M) C

F(M).

Eine Funktionenfolge ist eine Abbildung
v: Ng — F.(M),
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5 FUNKTIONENFOLGEN

d.h. fir jedes n € Ny ist f,, := ¢(n) eine Funktion M — ¢ und fiir jedes x € M

ist n — f,(x) eine Zahlenfolge in C . Haufig ist M C C oder M C R, z.B. ein

Intervall.

Es sei (f,), eine Funktionenfolge in F(M). Wir sagen, dass (f,)n punktweise gegen
eine Funktion f: M — C konvergiert, falls

lim ‘fn@) —f(x)‘ =0 Vzel

n—oo

Die Folge (f,), heiit dann punktweise konvergent gegen f und f heifit Grenzfunktion
oder Limes der Folge (f,),. Wir schreiben dann

NERT pktw
fi=lim fu oder f, ™%

o0

Die Folge (fn)n konvergiert uniform bzw. gleichmdflig gegen f: M — C, falls

lim sup ‘fn(x) — f(x)‘ =0

n—oo reM

gilt. In diesem Fall schreiben wir

glm . .
fo 72 f und - lim [f, = f]| = 0.

Beispiel 5.2. Es sei M := B, = {z eC : |z| < 1} und

fo: M —C, 2z~ 2"

Fiir alle z € By = {z eC : |zl < 1} gilt dann

fu(z) =2" — 0= f(2),

da o™ = |z|" — 0 wegen ¢ < 1. Dagegen gilt fu(l) =1"=1=: f(1). Also konvergiert

(fr)n

auf der Menge B; U {z = 1} punktweise gegen die Grenzfunktion

Fo 0 auf By,
|1 auf {z=1}.
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5 FUNKTIONENFOLGEN

Was passiert denn in z € C, |z| = 1, aber z # 1? Fiir ¢ € (0,27) gilt dann z = ¥ und
Fu(e) = ()" = e,

Man erkennt, dass f,(z) die Position am Rand des Einheitskreises darstellt zum Winkel
n - 1 darstellt. Mit steigendem n wird dann jedes Mal der Winkel ¢ hinzugefiigt und
die Position am Einheitskreis entsprechend angepasst. Aufgrund der Periodizitat des
Einheitskreises wird dann deutlich, dass f,, nicht fiir n — oo konvergiert. So gilt fiir ¢ =7
beispielsweise z = ¢ = —1 und damit

Abbildung 4: Illustration der Funktionenfolge f,,(2) = e™¥ fiir ¢ = %7?
und n = 1,2,3 in blau sowie n = 4 in orange. Man bemerke, dass
fiir steigende n € N stets der Winkel ¢ hinzu addiert und dann der
Funktionswert ausgewertet wird. Fiir n = 4 gilt insbesondere ¥ =
ei'(%%)7r — o7 aufgrund der 27-Periodizitit. Es wird deutlich, dass
(fn)n nicht fir n — oo konvergiert.

Wir untersuchen nun, wann wir sogar gleichmaflige Konvergenz vorliegen haben. Fiir jedes
p € (0,1) gilt dabei

sup [fu(2) = f(2)] = sup |2"] = p" — 0,

|21<p |21<p oo

d.h. auf B, = {z eC: |z| < p} konvergiert (f,), sogar gleichméafBig gegen f.

Wir betrachten nun die Einschrénkungen g, := f,

g = f‘l fir [ =[-1,1] c R C C.
Dann gilt

W —— m
aw pktyy g=1py auf (=1,1] und gni—gog auf [—p, p], p € (0,1).

n—oo

gn(—1) = (=1)" konvergiert dagegen nicht.
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Lemma 5.3 (Aquivalente Formulierungen). Es seien f,,: M — C Funktionen fiir n € N.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt

n—00

fur ein f: M — C;

(ii) Es existiert ein f: M — C, so dass fiir alle e > 0 ein ng = no(e) € N (unabhdingig
von x) existiert mit

|fu(z) — f(x)] <e Vz e Mn>n,.

Falls ein ng = no(e, x) existiert, das von x abhdngig ist und die obige Figenschaft
erfullt, so haben wir nur punktweise Konvergenz vorliegen.

(iii) Cauchy-Kriterium:
Fiir alle € > 0 existiert ein ng = ng(e) € N, so dass

|fm(x) = fulz)] <e VYn,m >mng,z € M.

Bewess.

(i) = (ii) Es sei € > 0 beliebig. (i) impliziert, dass fiir ng grof genug gilt:

> f = fullw = s @) = £u@)] 2 1F) = fulo)

fiir jedes y € M.

(ii) = (iii) Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert nach (ii) ein ng(¢), so dass
|f(z) — fu(x)] < % Vo € M,n > ny.

Insbesondere gilt dann

9 €

| fm () — fu(@)] < | fm(2) [+ = fale)l < 5+ 5 =e

|LINK: TEIL 2 DER 5. VORLESUNG VOM 27.04.2022

(ili) = (i) Fur jedes x € M ist ( fn($)> eine C-Cauchyfolge, es existiert also der
Grenzwert

Tim f(2) = f(2).

Sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert nach Teil (iii) ein ny(e), so dass fur
alle m,n > ng und x € M gilt:

e > [fm(x) = ful2)],
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also
e > 1im | fu(@) = ful@)]

und insbesondere

€2 lim | fn(2) = fu(@)] = sup[f () = fu(2)] = =

m—0o00

Insbesondere haben wir Folgendes festgestellt:

glm ptkw

n—o0

Hier kann man namlich ng(e, x) = ng(e) wahlen. Fir die Umkehrung gilt dagegen

T T

n—oo n—oo

Hier kann man nicht ,ng(e) = ng(e, z)“ wihlen, da die Abhéngigkeit von x stort.

]

Beispiel 5.4.

(a) Es sei g, wie in Beispiel 5.2. Bekannterweise ist

aber es gilt aulerdem

sup |gn(z) —g(x)| = sup [2" =0 = [a7]
0e[-1,1] ze(—1,1)

fir eine beliebige Folge (z,), in (—1,1). Wéhle z,, = \/g und es folgt
ozl =[5|> 0
| = |=
n 2 Y

wir haben also keine gleichméaflige Konvergenz.

(b) Es sei
2nx fﬁrOﬁxﬁ%,
foi[0,1] =R,z fo(z):=q2—2nz fir 5 <z <3
0 fﬁr%ﬁxgl.
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£ h

[N
e Ll
w

N =

Abbildung 5: Der Graph von f,, fiir n = 1 (in schwarz), n = 2 (in
blau) und n = 3 (in orange).

Ein Kandidat fiir die Grenzfunktion ware f = 0. Es gilt jedoch f, (%) =1, also

1

an‘f”[o,l} > | fn (%) —0‘ =140 firn— cc.

Dagegen ist f(0) = f,,(0) fiir alle n € N und fiir jedes § € (0, 1] gilt:
1
Es gibt ein ng € N mit — < 9.
No

Fiir n > ng folgt dann

Fa8)=0=Ff(0) = fu(6) ™ f(5).

n—o0

Tatséchlich ist sogar

sup |fn(x) — f(z)|=10—-0] =0, falls n > ng wie oben,

s<a<1
es gilt also f, ?i—z f auf einem Teilintervall [0, 1].

(c) Fiir n € N sei
r + 2% + n’ad

fn:R%R, x'—>fn<l'> ::W

Dann gilt

T x2 5 5

) + nZ + X7 2 fest,x£0 £
# + xt n—oo 4

fx) =

= X.

33



5 FUNKTIONENFOLGEN

Des Weiteren ist f,(0) = £ =0, es gilt also

fn(z) Dty f(r):=2 VzeR

n—oo

Gilt sogar gleichméaflige Konvergenz? Dazu betrachten wir

m+x2—|—n2x5 x
—_— D = —
14+ n2xt 1+ n’z?
~————

>0

gn(x) = ful) = f(2) = > 0.

Fiir n fixiert ist dann lim,|— gn(x) = 0. Aus der Stetigkeit von g, folgt dann, dass

Cp = MAX g ()

existiert. Um Extremalpunkte zu bestimmen, setzen wir

0L (2) 22(1 +n? + ) — 22(4n22®) 22 — 2n22°
g xTr) = —
9n (1 + n2zt)? (1 + n2z")?
0
>

2z(1 —n?z*) =0

/1
Sr=0 oder z=44/—.
n

Einsetzen liefert dann
1
g,(0) =0 und g, (i) =—.

Damit ist ¢, = 5-, also ¢, . 0. Das zeigt:

glm
| f = £l mo, also fnmf auf R.

(d) Fir n € N sei

nxT

fai[0,00) = R,z fu(x) :=nxe”

Dann ist f(0) = 0 und
falz) — 0 fir x > 0.

n—oo
Es gilt also
o B f=0 auf [0, 00).

n—o0

Gilt sogar gleichmaffige Konvergenz? Dazu betrachten wir
gn(@) = fulz) — f(x) = fa(z) = nwe™™ > 0.

34



5 FUNKTIONENFOLGEN

Da gn(x)z 0 fiir n € N fest gilt und g, stetig ist, existiert

Cp 1= xrer[l(%gio) gn(z).

Zur Bestimmung setzen wir

<1l =nx

1
er=— € 0,00).
n
Wegen ¢, (%) =1-e! =1gilt dann

1
”fn - fH[O,oo) > 9n (n) =—-> 0,

wir haben also keine gleichméaflige Konvergenz vorliegen.

|LINK: TEIL 1 DER 6. VORLESUNG VOM 28.04.2022

Satz 5.5. FEssei M C C undy € M. Sei weiter (fy)nen C F(M) mit f, ri—n;}o f. Ist
dann f, stetig im Punkt y fir alle n € N, so ist auch [ stetig in y.

Beweis. Es sei € > 0 beliebig. Aufgrund der gleichméafigen Konvergenz von f,, existiert
ein ng € N, so dass

sup |fn(z) — f(2)] < ° vn > ny.
xeM 3

Da insbesondere f,,, stetig ist im Punkt y, existiert ein d > 0, so dass
€
‘fno(x) - fno(y)| < g Vr e MﬂBé(y)
Fiir diese x gilt dann

[f (@) = fW)| = |F (@)= Fno (2) + frp (2) = fo (¥) + fo (y) — F(y)]

S @)= oo ()] 4 [Fro () = Fro ()] + [ Fno () = f ()]

<§+§+E_€
3 3 3 7

Also ist f stetig im Punkt y. a

35
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Aber warum musste man fiir den Satz annehmen, dass alle f,, stetig im Punkt y € M
sind? Reicht diese Annahme nicht fiir f,,, aus?

Beispiele zeigen, dass die gleichméflige Konvergenz nicht notwendig fiir die Stetigkeit der
Grenzfunktion ist:

=

Der gleichmaflige Limes stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig.

|

Der Satz besagt, wann man zwei Grenziibergéange vertauschen darf — solange mindestens
einer gleichméfig ist —, es gilt namlich

glm glm
tim f(e) = lim (T fu(e)) = T (lim fu(2)) = lim (o) = /()

-

Insbesondere gilt: Falls f,, stetig ist auf M fiir alle n € N und f, Ti—n;}() f, so ist auch

f stetig auf M.
_

Nun stellt sich eine weitere Frage: Ubertrigt sich bei gleichméBiger Konvergenz einer
Funktionenfolge auch die Integrierbarkeit und Differenzierbarkeit von f,, auf ihre Grenz-
funktion?

Satz 5.6. FEs sei eine Folge f,: [a,b] — R gleichmdflig konvergent gegen eine Funktion
f:la,b] = R. Fir jedes n € N sei weiter f, integrierbar auf [a,b]. Dann ist auch f
integrierbar auf [a,b] und es gilt

ti [ f(@) de= [l fu(o) de = [ f(a) d
a a W—/ a

n—oo

glm

das Integralsymbol [ sowie der Limes lim,, ., sind also vertauschbar. Man beachte dabei,
dass auch [ fiir einen Grenziibergang steht.

Beweis. Es sei € > 0 beliebig. Wegen der gleichméfligen Konvergenz von (f,,) existiert ein
ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:

e S f@ <)+

Ifa=fll<:— & Vaell: ful)-

Insbesondere ist dann f beschrénkt. Es sei nun Z = {xo =, X1, ..., T = b} eine Zerlegung
von [a,b]. Dann gilt
k k

UZ(fn) = ij(fn)(l‘] - LEj_l) —E&— jzl(xj _ xj_l)

= b—a
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Die Ungleichung gilt fiir samtliche Zerlegungen; bilde daher Suprema tiber alle Zerlegungen
7. Wegen der Integrierbarkeit von f,, folgt dann

b b

/ folz)de —e = sgp Uz(fn) —e < sngZ(f) = / f(z) da.
Ein analoges Argument fiir Obersummen liefert entsprechend

b b b
/ fulz) dz+ e = / fulz) dz+e> / f(z) da.
Insgesamt gilt dann fiir alle n > ny:
b b b b
/ fo(z)de —e < / f(z)dzx < / f(z)dx < / fo(z) do +e.

Mit einem Grenziibergang erhilt man nun

n—oo a

lim sup bfn(x) dz < /bf(x) dz < /bf(.r) dz < liminf /b folz) dz

< lim sup bfn(x) dz =: I(f).

n—o0 a

Also ist _
b b b
[ 1) az = [ f@)de=1() = Jim [ fule) o
Damit ist f integrierbar und die behauptete Formel gilt. O]

Wenn wir auf das Beispiel 5.4 (b) zurtickblicken, wissen wir zwar, dass keine gleichméfige
Konvergenz vorliegt, aber es gilt dennoch:

1

also fol fn =2 fol f=0.

[LINK: TEIL 2 DER 6. VORLESUNG VOM 28.04.2022

Der Satz 5.6 ist aber fir f, 7%0 f im Allgemeinen nicht wahr.
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Beispiel 5.7. Wir betrachten fiir n € N die Funktion

Im Video:
Beispiel
2n2x fir 0 <z < 5=, 59,
gn: [0,1] = R,z {2n—2n%z fir & <z <2
0 fur % <z<l.
Y
3 T
2 1
1 f2
fi
t t } X
111 1 1
6 4 3 2
Abbildung 6: Der Graph von g, fiir n =1 (in schwarz), n = 2 (in blau)
und n = 3 (in orange).
Wir sehen, dass
[ @) do= [*gu)do = 2-n-2 =1 20
n(x) do = W()yde==-n-— == :
0 g 0 g 2 n 2
Aber fir alle § € (0, 1] existiert ein ng € N mit 7710 < 9, so dass
sogar falls z € [, 1]. Fiir die Funktionenfolge (g, ), gilt also
. gn 7i—k2>o g = 0 auf [0, 1], sogar g, Ti—r}og = 0 auf [0, 1], aber
o Jo gn(x) da ist konstant gleich 3
Satz 5.8. Es sei f,: [a,b] = R stetig differenzierbar auf [a,b] fir alle n € N. Es gelte [ video:
weiter: Satz
e fI' konvergiere gleichmdflig auf [a,b] und 5.10.

e Jag € a,b]:  (fu(xo))n ist konvergent.
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Dann existiert eine stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R mit

fu 25 F auf[a,0)

und

i 25 f auf [a,b).

Beweis. Wir setzen zunéachst

= lim f.(z9) und g(z):= Jgrgoffl(:v) Vo e la,b.

Da nach Voraussetzung f! stetig fiir alle n € N und f! Ti—néo g, folgt aus Satz 5.6, dass g
stetig — und insbesondere integrierbar — ist auf [a, b]. Wir definieren nun

fila, b = R,  f(x —CL+/ dt, fiur z € [a,b]. (%)

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist f differenzierbar und es
gilt f' = g auf [a,b]. Also ist f sogar stetig differenzierbar, da g stetig auf [a, b] ist.

Behauptung. Es gilt
an - f”[a,b] m 0.

Beweis der Behauptung. Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein ng € N mit
€
| fu(z0) — al < 5 Vn > ng

nach der Definition von a und es folgt

Vn>mno: |fn— f||ab1—xsel[lap [fu(@) = 9()] < 2(b —a)’

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert dann
[ 1) dt = fu(@) = falwo) Ve € [a,1] (15)
xo

Zusammen mit der Definition von f folgt dann fiir alle z € [a, b] und n > ng:

(**

|[fnlz) = f2)] =

fulwo) + [ Fu0) dt = (@)

(*)

flz) —a+ [

Zo

(£u0) - 9(9)

2 Il — g(t)] e
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Es gilt also f, Ti—H; f auf [a, b].

Unter den gegebenen Voraussetzungen darf man also lim,, .., und i (was ebenfalls ein
Grenziibergang ist) vertauschen:

-

Aber: CY(I) 3 f, ,i_rzé f alleine impliziert weder die Konvergenz der Folge (f/)n

noch die Differenzierbarkeit von f.

Beispiel 5.9.

(a) Essei I =[0,1] und

fo: I =R, fu(x):=

_ sin(nx)

B

Dann gilt fir alle n € N und z € I:

g

Im .
also f, — f=0.

n—oo

Behauptung. Die Ableitung

konvergiert nicht.

Beweis der Behauptung. Angenommen, f/ konvergiere, es gelte also

Da (y/n), unbeschrankt ist, muss (cos(nx)),, eine Nullfolge sein. Insbesondere muss
dann die Teilfolge (cos(2nx)),, ebenfalls eine Nullfolge sein. Die Additionstheoreme

@) € o= =20,

fal@) = v/ncos(nz)

lim f,(z) =a€R.

n—o0

40

)

d ~ o
= qp A (@) =l £ (@)

n € N.

]

|

Im Video:
Beispiel
5.11.
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der Trigonometrie implizieren dann

cos(2nx) = cos?*(nx) — sin*(nz) = 2cos®(nz) —1,

———— —_—— —_————
nach Ann.0 —1—cos2 (n([) nach AanD
n— oo n— oo

was ein Widerspruch ist.

Fir z = 0 gilt sogar f(0) =/n — oc.

n—oo

(b) Fiir n € N betrachten wir

fRoR, ze (—1)+ 2.
n

Dann ist (f,(z)), fur alle z € R eine divergente Folge. Fiir alle € R ist jedoch
( fli(x) — %) eine Nullfolge, es gilt sogar

1
[P —2. 0, also I 7i—nol>o 0 auf R.

6 Funktionenreihen

Definition 6.1.
(a) Firn € Ny sei f, € F(M) und

5u(2) 1= z Fole) = fole) + (@) + ..+ fula)

die n-te Partialsumme der Funktionenfolge. Wir nennen dann (s,,), C F(M) eine
Funktionenreihe und bezeichnen sie formal mit

S fe=> fe=fot it fot oo,
k=0

keNy

ebenso wie die partiell existierende Grenzfunktion der Folge (sy,),.

(b) Esseis: M — C gegeben. Die Funktionenreihe Y cy, fi heifit punktweise konvergent

gegen s, falls

kt
VeeM: s, 5.

n—o0

Wir schreiben dann s = >y, fi-

> ken, fr heiBt punktweise konvergent, falls ein s: M — C existiert, so dass das Obige
gilt.

(c) Die Reihe Ypen, fr heiBt gleichmdpig / uniform konvergent gegen s: M — C, falls
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(d) Die Funktionenreihe Yy, fi heifit normal konvergent, falls die Reihe Y pcn, || fx|| in
R konvergiert.

|LINK: TEIL 1 DER 7. VORLESUNG VOM 04.05.2022 |

(e) Essei (fx)ren, € F(M) und A C M. Dann heifit >, fi normal konvergent auf A,
falls
D falla < oo

Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Funktionenfolgen (vgl. Lemma 5.3 (iii)) ergibt sich:
Lemma 6.2. Es sei (f,), C F(M). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Die Reihe Y ey, [r st uniform konvergent;
(b) Fir alle e > 0 existiert ein ng = ng(e) € N, so dass

S file)

k=n+1

Vn,m>ng, VrxeM: <e.

Satz 6.3 (WeierstraB-Majoranten-Kriterium). Firk € Ny sei (fx)r C F(M). Dann gelten:

(a)
Z fr ist gleichmdf$ig konvergent.

oo
& FEs gilt r, n‘i—tz f=0, wober 1, := Z T
k=n+1

=FEs gilt fx kg£> f=0.
—00

(b) Falls Y fr normal konvergent ist, so konvergieren Y. fi, und Y |fi| gleichmdfig.
Beweis. Ubung!
Beispiel 6.4. Es sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt
1

k _
Zz S 1—z

keNy

Wegen der Stetigkeit von z — z* gilt auBerdem

12|11y = sup 2] = 1,
|z]<1

sodass f(z) = 2 keine gleichméBige Nullfolge ist. Damit ist 3 2% nicht gleichméBig kon-
vergent auf (—1,1) C R, insbesondere ist 3> 2* nicht gleichméBig konvergent auf B; C C.
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Fir ¢ € (0,1) ist aber

Z ||zk]|§6 < Z o < 0

keNp k€N

konvergent. Nach dem Weierstraf-Majoranten-Kriterium 6.3 ist dann 3" 2 gleichméfig
und absolut konvergent auf B; = {z eC: |2| < 5}.

Lemma 6.5. Fiur k € Ny sei (gx)r C F(M). Ezistieren ¢ € (0,1), C € R undl € N
derart, dass
lgni1 — gull < C-q* Vn>1,

50 ist (gn)n nmormal konvergent.

Beweis. Wir definieren zunéchst f,(x) := g,(z) — gn—1(z) fir x € M und g_; = 0. Dann
sind die Partialsummen g, = >_;'_, fx = s, normal konvergent, da

Ysl<c-> 4
k=1 k=l

und Y% _o |Ifx]| endlich sowie fest ist. Das Weierstraf-Majoranten-Kriterium 6.3 liefert
dann die Behauptung. O]
Beispiel 6.6.

(a) Die Funktionenfolge (E,)nen, definiert durch
n Zk
E,.-C—>C, z~— ;;) 7

konvergiert auf jedem abgeschlossenen Ball By = {z eC : |2|<R, R> 0}
uniform, denn es gilt

2k IzlI<R Rk
| fellzm = |47 < -
B |k | i
’f k\° A
S(f) , daVkeN: (3) gk!§<2> (Ubung!)

6R<k /1\F
< (5)
- \2
Damit hat 323 6|11 | f||5; die geometrische Reihe als Majorante, wihrend Z,Ei? | frll 5

einen endlichen, festen Beitrag liefert. Damit ist das Weierstrafl-Majoranten-Kriterium 6.3
anwendbar. Dagegen ist

Zk

k!

Z’k

k!

= OQ.
C

sup = 00, insbesondere

zeR
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(b) Fir k£ € N betrachten wir fi(z) = % und § € (0,1). Dann gilt

k

)
| frllz; < - <"

Nach Lemma 6.5 ist dann 3¢y fx normal konvergent auf B;. Fiir z = 1 ergibt sich
jedoch die (divergente) harmonische Reihe. Also konvergiert Y fi nicht gleichméfig
auf (0,1) C R, da

k

k

sup
2€(0,1)

Aus den entsprechenden Sétzen fiir Funktionenfolgen ergeben sich folgende Vertauschungs-
regeln fiir Funktionenreihen:

Satz 6.7. Es seien @ # I = [a,b] C R, y € [a,b] und s, f, € F(I,R), k € Ny. Dann
gelten

(i) Falls Yopen, fr gleichmdpig konvergent ist mit Y ey, fr = s und fi, stetig iny € [a, b]
fir alle k € Ny ist, so ist s stetig in y.

(i) Ist s = fi gleichmdfig konvergent und fy integrierbar fir alle k € Ny, so ist auch

s integrierbar und es gilt
b b
/ sdr = Z/ fr dx.

keNy 7@

(ili) Falls f, € CY(I) fiir alle k € Ny, 3 f]. gleichmdfig konvergent auf I und Y fi.(y)
konvergent ist, so ist 3" fi gleichmapig konvergent gegen eine Grenzfunktion g € C*(I)
und es gilt

g(x)=> filz) Vzel
keNp
Beispiel 6.8.
(a) Fir k € Ny betrachten wir die Funktion

2

T
:R—>R =
Es gilt fx(0) = 0 und damit auch ey, fx(0) = 0. Fir « # 0 gilt 1 + 2 > 1 und
damit )
_ T
> fulw) =2 Y (1+27) k=171:1+$2-
keNg k€eNg T 1422

Damit ist 3 fr auf R punktweise konvergent gegen

0 fir z = 0,

s:R—-R, z+— }
1+ 2% fiir x #0.

44



7 POTENZREIHEN

|LINK: TEIL 2 DER 7. VORLESUNG VOM 04.05.2022

fr ist stetig auf R fir alle k£ € Ny, wohingegen das fiir s im Punkt x = 0 nicht
zutrifft. Nach Satz 6.7 wird jedoch deutlich, dass die Konvergenz von Y f auf R nicht
gleichméBig ist. Dagegen konvergiert Y- fi gleichméBig gegen s auf (—oo, —9) U (4, 00)
fir alle 6 > 0.

(b) Fir k € Ny betrachten wir die Funktion

cos(kx)
klta

fi: R=>R, fi(z) = , a>0.

Wegen | cos(kx)| <1 gilt

AR S

weshalb Y fr normal konvergent ist. Bezeichnet s die Grenzfunktion von Y fx, so
besitzt s eine Stammfunktion. Nach Satz 6.7 ist

Fa= ot 3 [(50 _ 5 sten

keNg keNg

eine Stammfunktion von s.

7 Potenzreihen

Die zugrundeliegende Frage, mit der wir uns in diesem Kapitel beschaftigen wollen, ist die
Folgende: Fiir welche Werte z € C sind beispielsweise die Funktionenreihen

k < -
Z 2", Z —  sowie —
k€No rery ! k
konvergent oder sogar gleichméflig konvergent?

Definition 7.1.

(a) Eine Funktionenreihe der Form

Z fk7 fk(z) =dag - (Z - ZO)ka S Ca

keNg

mit Koeffizienten a;, € C und Entwicklungspunkt zo € C heit Potenzreihe. Falls wir
diese Funktionenreihe auf R einschranken, so schreiben wir oft

Z ag(r — xo)k, x € R,

keNp

wobei dies besonders im Fall xg, a, € R, k € Ny, relevant ist.
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(b) Zu einer gegebenen Funktionenreihe mit Koeffizienten (ay), definieren wir den
Konvergenzradius als

p= (11211_}8013p M) . [0, o). (%)

Offensichtlich ist der lim sup nicht-negativ, kann aber die Werte 0 und oo annehmen.
Als Konvention setzen wir dabei

Frage 7.2 (Wo konvergieren die drei oberen Beispiel-Reihen?).

(i) Fiir |z] < 1ist die Reihe ¥ f, = 3 2% offensichtlich konvergent. Fiir |z] > 1 ist z*
hingegen keine Nullfolge, weshalb dann } f; divergiert. Fiir den Konvergenzradius
gilt entsprechend

—1
p= (hmsup %) =1"1=1.

k—o00

(ii) Die Reihe Y e, %}: ist konvergent fiir alle z € C. Fiir den Konvergenzradius gilt

-1

1 k

p= (hmsup (k')k) > limsup = = oo.
<%

iii) Fur |z| < 1 konvergiert die Reihe Y 2% absolut nach dem Majoranten-Kriterium.
g keN L J
Fir |z| > 1 ist die Reihe Y jcn % nicht absolut konvergent nach dem Minoranten-
Kriterium. Auflerdem gilt

1 1
k = — p—
T vRont Tt
Die obigen Beispiele legen den folgenden Satz nahe:

Satz 7.3 (Konvergenzbereich). Die Potenzreihe Y- ay(z — 20)* aus Definition 7.1

e konvergiert absolut fir alle z € B,(z),
e divergiert fiir alle z € B,(z) = {z €C : |z— 2| > p} und

e st fir alle 6 € (0, p) auf Bs(z) = {z €C : |z—2| < 5} sogar normal konvergent.

Man beachte, dass fiir p = 0 der Satz eigentlich nichts aussagt. Aber offensichtlich gilt
S ag(z0 — 20)F = 3 0 = 0; die Potenzreihe konvergiert also immer in z = 2. Falls p = oo,
so gilt

Bp(zo):{zeC )z — 2o <oo}:C.

Also ist die Potenzreihe dann konvergent auf ganz C.

46



7 POTENZREIHEN

Beweis von Satz 7.3. Es gilt

lim sup {/|ax(z — 20)|

k—r00
=lim sup {/|ax| - |2 — 20|
k—r00

1| | <1, falls|z—2) <p = Reihe konvergiert in z,
=—|z —z
> 1, falls|z— 2] >0 2L Reihe divergiert in .

Insbesondere ist 3 e, a0 absolut konvergent fiir alle § € (0, p). Auflerdem gilt

sup ‘ak(z - zo)k‘ < |ax|0", ist also eine summierbare Majorante.
|z—20|<d

Nach dem Weierstrafl-Majoranten-Kriterium 6.3 ist dann die Potenzreihe normal und
gleichméaBig konvergent auf Bs(z). O

Bemerkung 7.4. Die Menge I = RN B,(zp) nennt man das Konvergenzintervall der
Potenzreihe 3" ay(z — 20)*. Die Gleichung (x) heifit Cauchy-Hadamard-Formel und ist

besonders handlich, falls limy_,, {/|ax| existiert.

[LINK: TEIL 1 DER 8. VORLESUNG VOM 05.05.2022

Beispiel 7.5. Uber z € 0B,(z) = {z €eC : |z—2 = ,0} wird im Satz 7.3 keine
Konvergenzaussage gemacht.

(a) Wir betrachten die (alternierende) harmonische Reihe: Die Reihe Yo % ist diver-
gent fiir z = 1 und konvergent fiir z = —1.

(b) Die Reihe Yoy 2" divergiert fiir alle z € 0By, da dort [2*| = |2|F = 1 gilt, (]2*|)x
also keine Nullfolge ist.

(c) Die Reihe Y 1ey z—z ist normal konvergent auf By = {z eC : |z| < 1}, da

z

1 _
k2<7 VZEBl

S

und Y % eine konvergente Reihe reeller Zahlen ist.

(d) Jedes Polynom P(z) = >k = 0"a2" ist als Potenzreihe darstellbar mit a,,; =
Gpio = ... = 0. Insbesondere existiert der Grenzwert

] k —
Jim, =0
Insbesondere gilt p = oo, weshalb die Reihe auf ganz C konvergiert.
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Bei skalaren Reihen das Wurzelkriterium allgemeiner, aber das Quotientenkriterium
einfacher anzuwenden. In manchen Situationen ist das folgende Kriterium anwendbar (und
dann auch héufig einfacher als die Verwendung der Cauchy-Hadamard-Formel (x)):

Satz 7.6. Es seien ai, € C, ap # 0 fir fast alle k € N und der Grenzwert

ag

£ = lim

k—o0

Ak+1
existierte in [0,00]. Dann hat die Potenzreihe Y- ar(z — 20)* den Konvergenzradius p = .
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Quotientenkriterium aus Satz 2.9. O
Beispiel 7.7. Es sei Y jen, ax2” eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zo = 0.

(a) Fiir a, = k¥ erhalten wir
limsup \/|ag| = lim k=00 = p=0.
k—o00 k—o0
k
(b) Fiir ap = (34 (—=1)%)" gilt
lim sup 1/|ax| = lim sup (3 + (—1)1) =4,
k—o0 k—o0
also p = i.

Dagegen gilt
liminf (34 (~1)") =2 #4,
k—o0

. 1 . . .
der Grenzwert limy_,, |agx|* existiert also nicht.

(c) Es sei nun a;, = % Dann gilt

ay

(k41D (k4 1)2 ko
(EN2(k+ 1)1 (k+1) (k 1)
=k+1

Ak+1

also p = 3 = o0.

(d) Betrachten wir nun die Potenzreihe 3" cn(—1)%(2% + k) (2 + 1)*, also den Entwick-
lungspunkt 2o = —1 und Koeffizienten a;, = (—1)*(2¥ + k). Dann gilt

f— k\* .
k ok — _ |

also p = %
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Satz 7.8. Es sei zg € C und (ag)ken, C C eine Folge mit

-1
p= <limsup \'“/|ak|> > 0.
k—o0

So ist durch
2 f(2) =Y ap(z — 2)"

keNg
eine stetige Funktion auf B,(z) definiert.
Beweis. Die Funktion z — fi(2) := ap(z — 2)" ist stetig fiir alle k& € Ny, wihrend
> ken, fr gleichméBig auf Bs(z) fir alle § € (0,p) konvergiert. Also ist f stetig auf
——— Ubg.
Use(o,p) Bs(20) = B,(20). O

Wie es bei Reihen und Funktionen der Fall ist, lassen sich Potenzreihen auch durch
Addition und Multiplikation zu neuen Potenzreihen kombinieren.

Satz 7.9. Es seien zwei Funktionen

f(2) =" ar(z—20)F und g(2) = > br(z — 2)"

keNp keNp

durch Potenzreihen um denselben Entwicklungspunkt zy € C und Konvergenzradien py > 0
bzw. py, > 0 gegeben. Sei weiter ¢ € C und setze p = min {pf, pg}. Folgende Potenzreihen
stellen dann Funktionen in C (B,(z)) dar:

e 23 (fHeg)(z) = D (an +cby)(z — 20)F;

keNp

ez (frg)(z) =) ( Zk:ajbkfj )(Z—Zo)k-

keNy 7=0
—_———
vgl. ¢n aus (CP)

Beweis. Die Aussage folgt direkt iiber die Verwendung von analogen Aussagen tiber
(absolut) konvergente Reihen und insbesondere dem Cauchy-Produkt. O]

Satz 7.10. Fir alle | € 7 besitzen Potenzreihen der Form

> Kag(z — z)" (7.1)

keN

denselben Konvergenzradius.

Beispiele fiir solche Potenzreihen sind

S ap(z—20)" D kay(z — 2)" und Y %(2 — z)F.

keN keN keN
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Beweis. Es gilt
l
Iktar| = k7 - fla] = (V&) -{/laxl-

——

— 1
k— o0

Fiir den invertierten Konvergenzradius von (7.1) folgt dann
1

lim sup {/kt|ax| = lim sup {/|ax| = —.

k— o0 k— o0 1%

|LINK: TEIL 2 DER 8. VORLESUNG VOM 05.05.2022

Satz 7.11. Es ses
fl@) =3 an(z — %)

keNy

die Summenfunktion einer Potenzreihe mit Konvergenzradius p und der Schnitt I :=
B,(20) NR ein echtes Intervall. Dann ist f € C*(I) und es gilt

(@)= kag(x — )" Vel (x %)
keN

Beweis. Die Potenzreihe

g(z) = Z kap(z — zo)k

keNy

konvergiert ebenfalls auf B,(z9) — nach Satz 7.10 sogar gleichméaBig auf Bjs(zo) fur alle
§ € (0,p). Da z +— kay(z — 20)" stetig ist, ist auch g stetig auf Bgelta(z) fiir alle § € (0, p),
insbesondere auf Is = B;s(20) NR, also auch auf I = Use o) 5 Nun impliziert Satz 6.7 (iii)
die Formel

fl@)=g(x) Yxel,
also die Formel (x x). O
Iteration dieses Satzes liefert dann:
Korollar 7.12. Unter den Voraussetzungen von Satz 7.11 gelten:
(a) Es gilt f € C>°(I);
(b) Fir alle m € N und x € I gilt

[e.e]

fM@) =3 k-(k=1)...- (k—m+ Dag(z — z)"™

= i<k+m)'<k+m_1)'---'(k‘+1)ak+m(x—zo)k;
k=0

-
Man bemerke, dass (x — z)* = 0 gilt, falls * = zy und k > 1. Fiir k =0 gilt

ndmlich immer (z — z)* = 1.
_
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(c) Es gilt
F(20) = m! - apm,

falls zg € R. Die Koeffizienten a,, = % der Potenzreihe von f sind also um
einen gegebenen Entwicklungspunkt zo durch die Funktion [ selbst eindeutig bestimmit
— dies gilt sogar fiir allgemeine zy € C —;

(d) Die Funktion

) Ak k+1
F:I1—-C —
, T kEEN ’ 1(m 20)
0

ist eine Stammfunktion von f auf I;

(e) Fir jedes [a,b] C I gilt

/abf(x) de = > /abak(x—zo)k de =)

keNy keNg

ak
kE+1

((b o Zo)k+1 _ (CL _ Zo>k+1).

-

, Potenzreihen darf man gliedweise Ableiten und Integrieren.”

|

Beweis. Die Teile (a) bis (d) zeigt man direkt tiber vollstandige Induktion tiber m € N
und der Anwendung von Satz 7.11.

(c) Einsetzen von x = z € R liefert direkt die Aussage.

(d) Diese Potenzreihe hat nach Satz 7.10 denselben Konvergenzbereich. Anwendung von
Satz 7.11 liefert dann die Behauptung.

() Da I = B,(z) N R offen ist, existiert ein § € (0, p) derart, dass [a,b] C Bs(z).
Daraus folgt die gleichméfige Konvergenz der Potenzreihe auf Bs(zg) D [a, b]. Wegen
Satz 6.7 ist dann das gliedweise Integrieren erlaubt. O

Beispiel 7.13. Die Funktion

In (%) fir z = 0,

h:R—=R, =4 .5
“— fir z #0,

ist nach den Regeln von L’Hospital (s. Satz 12.5 aus der Vorlesung zu Analysis I (Lehramt))
stetig fiir alle a,b > 0. Diese wollen wir nun als Potenzreihe darstellen. Es gilt

a® ; b _ i(exln(a) . exln(b))

(s (@0@)" o (omo)" )

] B k!

keNp k€Ng

o1
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=(In(a))* —(In(b))*
k —

T
5 (0w o)
ReNo ) ) 0 i k=0

N

9

|
SR

_ ; > 2 (In(a) — (b))

keN

1 Jj+1 _1 Jj+1 b
[Indexverschiebung: j=k-1] = Z i 1 <a> - ( )

e (4 1)!

Nun gilt auBerdem

1

I/ (a) — In?*(b) 7 _ ‘lanrl(a)‘ + ‘lnjﬂ(b) !

(7 + 1) - (7 + 1)
_ [t @]+ [wr)
- (GG + 1)!)%
3 ]m(a)\l*% + .ln(b)‘lﬂ
(1)
= 5 (e s mo ) o
-~ (@) In(b) eR

1

Fiir den Konvergenzradius gilt also p = co. Damit konvergiert die Potenzreihe auf jedem
beschriankten Intervall I C R gleichméafig. Nach Satz 7.11 und Korollar 7.12 gilt dann

h € C*(I) und damit insbesondere h € C*°(R) mit

(In(a))™" - <1n(b))m+1'

h(m)(O) B m+1

8 Taylor-Entwicklung

Als Einstieg betrachten wir die folgende Voriiberlegung: Es sei I = (a,b) C R ein echtes
Teilintervall, x € I und f: I — R eine auf dem Punkt z( differenzierbare Funktion. Wir

haben in der Vorlesung zur Analysis I (Lehramt) gezeigt, dass dann eine Funktion e: I — R
existiert, so dass

Veel: f(x)+ f(zo)+ f'(xo)(x —x0) +(x)(x —20) und lim e(z) = 0.

T—T0
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|LINK: TEIL 1 DER 9. VORLESUNG VOM 11.05.2022

Nachtrag 7.14. Essei f: I — C eine komplexwertige Funktion, I/ C R ein echtes Intervall
und xg € I.

(a) f heiit differenzierbar im Punkt x, falls ein b € C existiert mit

o) — f(x)

To — T

lim |b — =0.
T—TQ

Wir setzen dann f'(z) := b;
(b) f heifit differenzierbar auf I, falls f fir alle xq € I differenzierbar im Punkt x, ist;

(c) Es seien g := Re(f) und h := Im(f), also f = g +1i-h. Dann ist f genau dann
differenzierbar im Punkt zy, wenn g und h differenzierbar im Punkt x4 sind. Dann
gilt

f(xo) = g'(x0) +1- h'(0);

(d) Auch fiir solche Funktionen f gelten die Summen- und Produktregel sowie der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung, wohingegen dies fiir den Zwischenwert-
und Mittelwertsatz nicht der Fall ist;

(e) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

f ist stetig im Punkt z,
&g und h sind stetig im Punkt xg
<Fur alle Folgen (z,,),, C I mit lim z, = 2o gilt:  lim f(xn) = f(wo);

(f) Es sei I = [a,b]. Dann heiit f Riemann-integrierbar, falls g und h Riemann-
integrierbar sind. Wir setzen dann

b

/abf(x) dx:/a”g(x) dx-H./ h(z) dz:

a

(g) Wir setzen
151 = 171 = sup ()] € [0,o0].

Auf der Menge B(I,C) der beschrankten Funktionen f: I — C definiert dies eine
Norm. Insbesondere ist B(1,C) ein Vektorraum.

Also ist fur x ~ xy die Funktion

P(z) == f(xo) + ['(w0) - (x — o)

eine gute Approximation fir f(x). Dabei ist
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P ein Polynom von Grad 1,
o &(x)(x — xp) der Naherungsfehler und

o es gilt
P(xg) = f(xg) sowie P'(xg) = f'(z0),

d.h. der Funktionswert und die Ableitung von P im Punkt zy, werden auch von f
iibernommen.

Nun stellen sich dabei mehrere Fragen:
o Kann man den ,abstrakten Fehler e(z)(x — x¢) berechnen oder abschétzen?

« Kann man sogar eine bessere Approximation (genauer gesagt eine Ndherung mit
kleinerem Fehler) erreichen, indem man ein Polynom mit héherem Grad wahlt?

Dazu betrachten wir eine Funktion f: I — R, die n-mal differenzierbar ist. Wir suchen
dann ein Polynom derart, dass sogar

P(fo) = f(Io)’ P,(Io) = fl(xo)a S P(n)(%) = f(n)(xo) (X)

gilt. Dazu machen wir den Ansatz

P(z) =) ap(z — 20)* = ap +a1(x — z0) + ...+ an(x — 20)™
k=0
Dies ist nach Definition eine (abbrechende) Potenzreihe, nach Satz 7.11 und Korollar 7.12
gilt also

P () _ J™ (o)

— T m € {0,...,n}.

Ay —

Damit haben wir ein eindeutiges Polynom vom Grad n mit den geforderten Eigenschaften
bestimmt

Definition 8.1. Es sei f: I = (a,b) — R eine n-mal differenzierbare Funktion und
zo € (a,b). Dann heifit

Thw: C"(I) — {p: I - R : pistein Polynom}, f=Thaf

mit

n (k) Zo .
(o) (@) = 32 2200 (4 )

[
r S

das n-te Taylorpolynom von f um den Entwicklungspunkt xy. Die Abbildung T, ,, ist
auflerdem linear fiir jedes n € Ny und zq € 1.

Beispiel 8.2.

o4
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(a)

Wir betrachten die Funktion

1
1+

fR\{-1} =R, z+—

Y

sowie den Entwicklungspunkt zy = 0. Fir x € R\ {—1} und k£ € Ny gilt (mit
vollstédndiger Induktion)

o (z) = M und insbesondere  f®(0) = (=1)* - k!
(1 + l‘)k'H »
also . " .
(Taf) () = S (-1 B = S (ot
k=0 ) k=0

Dies ist fiir € (—1,1) eine konvergente Potenzreihe, die auf (—1,1) mit f tiberein-
stimmt: Es gilt

lim (Tuof) (@) = 3 (=0 = = f(@)

KeNo 1+ 2

Wir betrachten die Funktion
g: (—1,00) = R, 2z~ In(1+2x),

sowie den Entwicklungspunkt xy = 0. Wegen

B 1
R

g (z) 1= f(z)

verwenden wir die Formel aus Teil (a). Fiir alle € (—1,00) und k& € Ny erhalten
wir dann

k (k-1 (=D (k=)
und insbesondere
g9(0) = (=1 (k= 1),
also
(Tuag) ) = (1) b D e St
Es folgt .
Jim (Tuo0) ) = - 3 7 ()

und wir erhalten die Abbildung x — —s(—x), wobei s(-) die in Beispiel 6.6 (b)
betrachtete Potenzreihe, die auf B;(0) D (—1,1) konvergiert.
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(c) Wir betrachten die Funktion

h:R—R, x+—e°

Y

sowie den Entwicklungspunkt zy = 0. Wegen exp®) (1) = exp(x) fiir alle k € Ny folgt

n k k

(Tnjoh) (x) = Z % = FE,(x) — x

N m
k=0 n—oo N K

=e"=h(z) VxeR.

|LINK: TEIL 2 DER 9. VORLESUNG VOM 11.05.2022

Wir sehen, dass das Taylorpolynom T, ,, f nur dann eine gute Approximation fir die
Funktion f ist, falls der Restterm bzw. Fehler

(Ruwof) (@) = f(2) = (Tuuo f) ()
gut abgeschatzt werden kann.

Satz 8.3 (Taylor-Formel). Es sei f € C"T(I), I C R ein offenes Intervall und x,zo € I.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Es gilt
F(@) = (Tuwof) (@) + (Ruao f ) ()
mit
(Ruod ) @) = - [ =070 a.

Dies wird auch ,Integraldarstellung des Restglieds R, ., f“ genannt;

(i) Es existiert ein & zwischen xo und x, so dass

Fo(g)

n+1
(n+1)! ‘

(Rnaof ) (@) =

(x — x0)

Es wird auch , Restglieddarstellung von Lagrange“ genannt. Es sieht fast so aus wie die
Summanden von T, ., f, nur dass die Ableitung an unbekannter Stelle angenommen
wird;

(iii) FEs existiert ein ¢ zwischen xo und z, so dass

F0(C)

n!

(Rnsof ) () = Az = Q)" (@ = o).

Es wird auch ,,Cauchy-Restglieddarstellung® genannt.

Beweis.

(i) Beweis durch vollstandige Induktion tiber n € Ny.
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(IA) n=0:
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

(Roof ) (x) = f(2) — f(0) /f (x —1)° 11! dt,

da (TO,mo f) (x) = f(z) ein konstanten Polynom ist.
(IV) Die Aussage gilt fiir ein n € Ny.
(IS) nr—>n+1:
Fiir das Restglied der Ordnung n gilt
av) 1 (= n o(n
(Ruwof) (@) © = [ (@ =ty 00y at

n! o

part. 1 _(SL’—t)"+1 (1)
mt. 1) n+1

(x — )"t
(n+2)tdt
+/ n+1 T *) )

(n _il_ 1)| /m::(x - t)n+1f(n+2) (t) dt?

(x —t)" !

(n+1)! J D (o) +

= (Rn+1,z0f) (z)

also

f(x> - <Tn+1,a?of> (:L‘)

f(n+1)($0)
=<f($) ~(Toof) (@) BCEDR (z — z0)

(n+1) Zo 1 s.o.
(R} ) = L 0 2 (R f) )

Die Aussage gilt also fiir alle n € Nj,.

(ii) Wir nehmen 0.B.d.A an, dass z > z( (der Beweis ist x = x( trivial, wihrend dieser
fir © < xy bis auf das Vorzeichen analog verlauft). Man wende nun den zweiten
Mittelwertsatz der Integralrechnung (s. Satz 14.21 des Skripts aus der Vorlesung zur
Analysis I (Lehramt)) mit ¢g(¢) = (x — ¢)" > 0 fir t > x > o an. Dann gilt

(Rnzof) () =

1
n!

e ar

o7
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=g(t)

e ey [a-nTa
~~~ x

N )

‘ _ (@—zg)ntl!
= 5 =

n+1

0

(iii) Ohne Beweis. (Ubung!) O

Die Integral-Restglieddarstellung gilt auch fiir komplexwertige Funktionen f: I — C,
f € C"(I) — fiir die beiden anderen Darstellungen gilt dies wiederum nicht. Analog zu
den Aussagen iiber differenzierbaren Funktionen hat man:

Satz 8.4. Es sei I C R ein offenes und echtes Intervall, f € C™*(I) und xoy € I. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Es gilt
F(x) = (Toaof ) (z) + (@ — 70),
wobei
lim 75@ — %) _
r=z0 |1 — x0|™
=

LE(x — xg) geht schneller gegen Null als |x — xo|™“; man schreibt auch

e(x — xo) < |z — o™

]

Man beachte hierbei, dass wir fir diese qualitative, nicht explizite Darstellung des
Fehlers eine Differenzierbarkeitsordnung weniger fordern.

(ii) Es seien f'(zo) = ... = f®~Y =0, aber f™(xq) # 0. Dann gelten

(a) Falls n gerade ist und f (x0) > 0, so hat f ein lokales Minimum im Punkt xo;
(b) Ist n gerade und f™(zy) <0, so hat f ein lokales Mazimum im Punkt xo;
(c) Ist n ungerade, so hat f kein lokales Extremum im Punkt x.
an vergleiche die Aussagen mit den notwendigen und hinreichenden Bedingungen
M leiche die A it d di d hinreichenden Bedi
fiir lokale Minima und Mazima bei der Kurvendiskussion.)
Beispiel 8.5. Es sei ] = R und f := cos: I — R sowie zp = 0. Dann gilt

12

(Tzof) ($) = 1 — 5

o8
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Zur Bestimmung des Restglieds ist zu beachten, dass ein £ zwischen 0 und z existiert, so

dass
3

(Roof) (@) = £"(6) 5

o= sin() - 5

3
ga
also

Edk .
(Reof)(@)| < 5. dafsin@)] < 1.
Es gilt aber auch |sin(§)| < [¢| < |x|, so dass

j*

‘ (Rz,of) (x)‘ < 6

Die Abschatzung lasst sich weiter verbessern, falls man f”(0) = sin(0) = 0 beachtet.
Damit gilt
Ts0f =Taof, also Rsof = Rapf.

Daraus folgt
(Roof ) (@) = | (Raof ) (@)] < leos(O)]- 5 < -

wobei ( eine Stelle zwischen 0 und =z ist.

|LINK: TEIL 1 DER 10. VORLESUNG VOM 12.05.2022

Taylor-Reihen

Im Rest dieses Kapitels nehmen wir an, dass f: I — R eine Funktion mit f € C'*(I)
fir ein offenes Intervall I C R und dass zy € [ fixiert ist. Offensichtlich bilden die n-ten
Taylorpolynome von f eine Folge

(T.zo f)neNo (8.1)

von Partialsummen. Dazu kénnen wir uns die folgenden Fragen stellen:
(i) Konvergiert (8.1) gegen eine Potenzreihe?
(ii) Falls ja, ist die Reihe dann eine Darstellung von f?7

Definition 8.6. Die Potenzreihe

f(k) (z0)
k!

(x — Jfo)k
keNp

heifit Taylor-Reihe von f um den Entwicklungspunkt xy. Existiert ein 6 > 0, so dass diese
Reihe fiir x € Bs(zo) C R konvergiert, so schreibt man fiir den Summenwert

) (x4 i
(Teof) (@) = > Al )(3:—:(:0) ., x € Bs(xo). (=)

het, W
Gilt
(Tuof ) (@) = f(z) Va € Bs(xy),
so sagen wir, dass sich f um xg in eine Taylor-Reihe entwickeln oder als Taylor-Reihe
darstellen ldsst.
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8 TAYLOR-ENTWICKLUNG

Wir sind insbesondere daran interessiert, auf welchen Intervallen die Konvergenz in (0J)
uniform ist; denn da diirfen wir gliedweise differenzieren und integrieren.

Die Untersuchung sowohl der punktweisen als auch der gleichméfigen Konvergenz in ()
erfolgt iiber Abschédtzungen des Restglieds R,, ., f.

Lemma 8.7. Sind xg € R und a;, € R, k € N, derart, dass die Potenzreihe

Z ap(x — x0)" (PR)

keN

einen positiven Konvergenzradius p besitzt, so sind die ar gemdfS Korollar 7.12 gegeben

durch

fU) (o)
k!
wobei f die unendlich oft differenzierbare Funktion

Bs(xzo) > 2 — f(z) = Z ar(r — $0)k

keN

a, = Yk €N,

ist. Damit ist (PR) die Taylor-Reihe von f und die Taylorpolynome die zugehdrigen
Partialsummen, es gilt also s, =T, 4, f-

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 7.8 und Korollar 7.12. m
Dies kann man nun in zwei Richtungen anwenden:

@ Falls man a priori weif3, dass f eine Potenzreihe besitzt, muss man die Ableitungen
f®)(x0) von f berechnen und zeigen, dass p > 0 gilt. Dadurch erhilt man eine
Taylorentwicklung und damit die Potenzreihendarstellung von f.

@ Falls eine Potenzreihendarstellung von f mit positivem Konvergenzradius p > 0
gegeben ist, kann man daraus die Ableitungen f*)(x() ablesen.

Beispiel 8.8.

(a) Fiir f = exp: R — R ist bekannterweise f(™ = f auf R fiir alle n € N. Fiir 25 = 0
und alle z € R sowie £ zwischen 0 und x gilt daher

ot ]x‘”“ pntl
Rn _ n+1 < || r N
(Bnol ) (@)] (n+1)!|$| =S ) = (1) e
————
— 0
sofern = € B,(0) = [—r,r]. Wir haben folglich sogar uniforme Konvergenz auf jedem

beschrankten Intervall I C R der Reihe:
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(b) Fir f =sin: R — [—1,1] und x¢ = 0 gilt
fP(x) = (=1)Fsin(x) = fEP(0)=0
und
fED @) = (=D cos(a) = fEI(0) = (-1)*
fur alle k£ € Ny. Damit erhalten wir

() (@) = 3 (T'sin)

e (275 4+ 1)!

als formale Potenzreihe, wobei noch der Konvergenzbereich zu klaren ist. Um den
Restterm abzuschatzen, beachten wir zunachst, dass

|cos(xz)| <1 wund |[sin(z)|<1 VzeR.

Daraus folgt

|:L‘|2k+3

’(Rzkﬂ,of)(ff)’ = ‘(R2k+270f) ‘ = 2k 1 3)] -

Es gilt also p = oo — der Konvergenzbereich ist also ganz R. Damit ist der Ausdruck
in (7T'sin) tatséchlich tiberall konvergent und stimmt gemafi Lemma 8.7 mit der
Sinus-Funktion iiberein. Betrachten wir eine konkrete Beispiel-Abschétzung: Fiir

|z| <1 und k > 4 gilt
1 1
)| < <1077,

’<R2k+170f) m < — 11

(c) Ganz analog kann man zeigen, dass die Taylorentwicklung von
fi=cos: R—R
um den Entwicklungspunkt zy = 0, also
(_1>k 2 gt b

keNy

auf ganz R konvergiert. Da bereits bekannt ist, dass die Kosinus-Funktion eine
konvergente Potenzreihenentwicklung um xy = 0 besitzt, folgt mit Lemma 8.7, dass
Tof mit f iibereinstimmt.

Definition 8.9. Fir a € R\ Ny definieren wir den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

durch . "
<a>::1 und <a>::a-(a— ) o (a—k+1) fur k£ € N.

0 k k!

|LINK: TEIL 2 DER 10. VORLESUNG VOM 12.05.2022

Es gilt dann die Verallgemeinerung der binomischen Formel:
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8 TAYLOR-ENTWICKLUNG

Satz 8.10 (Binomische Reihe). Fir x € (—1,1) und o € R\ Ny gilt
> (i) k= (L 2)”)
keNy

Beweis und Diskussion. Ubung!

Beispiel 8.11. In der Ubung zeigen Sie, dass fiir x € (—1,1) die die Arkustangens-
Funktion die folgende Potenzreihendarstellung besitzt:

—1)*
arctan(x) = k%\; 2(/<: —i—)lx%ﬂ' (ATR)
0
Mit Lemma 8.7 bzw. Satz 7.11 und Korollar 7.12 folgern wir daraus
(—1)* arctan*+1)(0) arctan(¥)(0)
ok 1 2k+1yp 2k QK

also
0 fiir n gerade,

(—1)"(n—1)! fir n = 2k 4 1 ungerade.

arctan™(0) = {

Falls schon a priori bekannt ist, dass die Taylor-Reihe von arctan auf (—1, 1) konvergiert,
konnte man — umgekehrt — die Identitét in (ATR) durch die Berechnung aller Ableitungen
im Punkt zy = 0 beweisen. Uns interessiert nun die folgende Fehlerabschiatzung: Fir
x € [—1,1] ist ndmlich (x%ﬂ) . eine monotone Nullfolge. Also ergibt die Fehlerschranke

2k+1 kENy
zum Leibnitz-Kriterium

2 (—1)F . :
arctan(z) — kz_%mx%“ <o T3 S gnig sy 0 uniformin [—1,1]

|x|2n+3 \x|<§l 1

Setze nun x = 1 ein. Wegen sin (%) = cos (%) gilt tan (%) = 1, also arctan(1) = §. Daraus
folgt
E n (_1)k

1 (="
- Z
4 =2kt 1

d 7=14 .
“ont3 0T k§02k+1

Fir die Bestimmung des Konvergenzradius der Reihe in (ATR) beachte man, dass

In(2k+1)
TN2%k 41 =e w1 —3 1,

k—o0

Also konvergiert die Reihe fur alle x € (—1, 1) — sie konvergiert sogar fiir alle z € B; C C.
Dagegen konvergiert sie nicht fir |z| > 1, obwohl arctan € C*°(R) gilt! Damit stellt die
Potenzreihe die Arkustangens-Funktion nur lokal dar.

Was lauft denn beim Konvergenzradius p = 1 schietf? Man betrachte hierzu die Randpunkte
+i € dB;. Man erkennt nédmlich, dass der Ausdruck

=1

(—1)k(£i)2k+ (—U’“(@)k . 1
2 %+1 2 % + 1 :i122k+1

keNy keNy keNg

divergiert.
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8 TAYLOR-ENTWICKLUNG

Bemerkung 8.12 (Vorsicht: Pathologien).

(a) Es gibt Funktionen f € C*°(R), deren Taylor-Reihe ausschliefllich in x = zq konver-
giert.

(b) Es existiert ein Satz von Borel, der besagt, dass zu jeder Folge (ax)r C R eine
Funktion f € C*°(R) existiert mit

f®0)=ar VkeN.
(ax, kann jedoch so schnell wachsen, dass p = 0 gilt.)

(c) Es gibt Funktionen f € C°(R), deren Taylor-Reihe auf ganz R konvergiert — jedoch
gegen eine andere Funktion ¢! Betrachen wir beispielsweise die Funktion

0 1 <0
h: R —[0,1), h(z):=<{ _1 Euﬂx ’
e 2 furaz > 0.
Yy
1,,
h
T

Abbildung 7: Der Graph von h in blau.

Offensichtlich gilt h € C*(R \ {0}). Induktiv zeigt man auflerdem, dass
heCHR) und AM(0)=0 VkeN,.

Damit ist die Taylor-Reihe von h zum Entwicklungspunkt o = 0 gegeben durch

(Toh)(z) = > 0=0.

keNp

Die Taylor-Reihe konvergiert also gegen die Funktion g = 0 — sogar auf ganz R.
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8 TAYLOR-ENTWICKLUNG

Beispiel 8.13 (Fehlerfunktion). Wir betrachten die Funktion

»:R R, O /

Wegen der gleichméﬁigen Konvergenz der Exponentlalrelhe auf [0, x] gilt dann

2 k t?k-‘rl
A

_1)
dt = Z / S o gy =2 ( :
k€Ng T keNo k' Ten, K2k +1

Betrachten wir beispielsweise den Punkt x = 1, so erhalten wir mit der Fehlerabschatzung
aus dem Leibnitz-Kriterium die folgende Identitét:

o(1)= = Y CLf
VT e, kN (2k + 1)
2 <1 L1 1 1 L )
VT 310 216 1320 3360

- ;%(0 762497 4+ 1,4 - 10—5)

=0,860386 +2-107°.

|LINK: TEIL 1 DER 11. VORLESUNG VOM 18.05.2022

Bemerkung (Normalverteilung und Fehlerfunktion). Die Funktion

1 22
R —10,00), x> f(x):= e 2
FrR = [000), T f(r) =
ist die Dichte der Standardnormalverteilung (s. Stochastik).
Y
0,51

Abbildung 8: Der Graph der Dichte der Standardnormalverteilung f in
blau. Sie wird auch gaufische Glockenkurve genannt.
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Die Stammfunktion F' (als uneigentliches Integral) gegeben durch

F(y) = /_yoof(:c) dz = \/12_7T/_yooex22 dz

heifit Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Im Kontext der Stochastik inter-
pretiert man dies als Wahrscheinlichkeit

P(X <y)=F(y),
wobei X eine standardnormalverteile Zufallsgrofie ist.
Die Funktion ® aus Bemerkung 8.13 wird auch Gaufische Fehlerfunktion genannt und mit

® = erf gekennzeichnet. Sie ist eine Stammfunktion von t %e_ﬁ — und zwar einzige
ungerade.

Abbildung 9: Der Graph der Fehlerfunktion y — ®(y) = erf(y).

Sie besitzt die folgende Beziehung zu der Stammfunktion der Dichte der Standardnormal-

verteilung:
1
F(y) = 2<1+erf (\%) >

Dabei ist erf (%) die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert einer standardnormalverteilten
ZufallsgroBfe im Intervall (—y, y) liegt.

9 Funktionen im R"

Die Vektorraume R™ und C", n € N| sind bereits aus der Linearen Algebra bekannt. Dabei

1st
A

r=(z1,...,2,) =] | €R"
xn

ein n-Tupel reeller Zahlen. Dabei gibt es zwei geometrische Interpretationen:
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o Geometrische Interpretation als Ortskoordinaten eines Punktes p € R™, beispielsweise
innerhalb einer Ebene fiir den Fall n = 2, ansonsten im n-dimensionalen Raum R";

o Geometrische Interpretation als Translation / Parallelverschiebung des Raumes R™:
Dies entspricht einer (affinen) bijektiven Abbildung

v:R" =R (p1,..ypn) = (P1+ VL, Do+ Un)-

Der Vektor v ist hier durch seine Wirkung auf einen beliebigen Punkt p € R”
festgelegt, insbesondere kann v als gerichtete Strecke pg dargestellt werden, falls
= v(p). Ist p € R fixiert, so liefert dann

v = v(p)
eine Bijektion zwischen Vektoren und Punkten im R".
Fir X — R”™ betrachten wir Funktionen
[ X =R, = (r1,...,2,) = f(x) = f(z1,...,2,)

mehrerer (reeller) Verdnderlichen. Fur n = 1 ist schon der Funktionsgraph

Gy = {(\:p/,f(x)) R : ze X}

€R”

¢

von f bekannt. Fiir n = 2 wiirde G einer (gekriimmten) Flache gleichen, falls f ,schon’
genug ist.

Beispiel. Wir betrachten verschiedene Funktionen f: R? — R. Dazu seien
P(z,y) =2* +2y* und Q(w1,73) = 21 - 7o.
Wir bezeichnen auflerdem die Menge
No(f) = {a: €eX : f(r)= 0}
als Nullstellenmenge von f oder allgemeiner
N (f) := {x eX : f(x)= a}
die a-Niveaumenge von f zu a € R. So werden beispielsweise auf Landkarten
« Hohenlinien — wobei f: R? — R die Hohe iiber N.N. kennzeichnet —,
o Isobare mit f: R?> — R als Luftdruck und

o Isotherme mit f: R? — R als Temperatur
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9 FUNKTIONEN IM RY

dargestellt.

Zu a > 0 ist N, (P) ellipsenformig, wahrend N, (Q) hyperbelformig ist.

Was gilt fir « =0 und a < 07

_
Fiigt man mehrere Funktionen fi,..., f,,: R® = R zu einem Vektor
f = (flw"vfm)
zusammen, so erhilt man eine Abbildung
fi(zy, ... xy)
R R™  (21,...,2,) — f(z) = :
f(@1, .o @)

Beispiel 9.1.

(a) Aus der Linearen Algebra sind lineare Abbildungen L: R™ — R™ bekannt, die
beziiglich einer Basis als Matrix A € R"™*" dargestellt werden kann. Ist insbesondere
L bijektiv, kann man dies als Koordinatentransformation des Raumes (Basiswechsel)
auffassen.

(b) Die Abbildung
P: R® — R?, (21, 2, T3) = (21, T2)

ist eine Projektion von R?® auf R2. Auf diese Weise konnen beispielsweise Lingen-
und Breitengrade einer Stadt auf einer Landkarte dargestellt werden, wobei die Hohe
xr3 weggelassen wird.

Betrachten wir nun die (lineare) Abbildung
1
P:R?* = R?* (z,y)+— i(x—l—y,x—l—y).

Diese projiziert einen beliebigen Punkt (z,y) € R? auf die Diagonale %(m+y, T+y) €
R2. Insbesondere gilt f(a,a) = (a,a) und f(a, —a) = (0,0) fiir alle a € R.

(c) Eine Abbildung f: C — C konnen wir mittels der Identifikation
C~R? z=z+iy~ (z,9)
auch als Abbildung R? — R? aufgefasst werden.
(d) Die Abbildung z + 22 entspricht der Abbildung
x+iy— (z+iy)? = (2 —y®) +i- 22y
Dies liefert dann die Abbildung

2 _ .2
f:R* = R?  f(z,y) = (xeyy )
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9 FUNKTIONEN IM RY

(e) Die Abbildung z +— e* liefert die Abbildung

. 2 2 _ (e® - cos(y)
gR _>R I g(x7y)_ <e$~sin(y)>’

da ja
e” = " = ¢e” . (cos(y) + isin(y)).

(f) Fir a € [0,27] sei
D,:C—C, z~ e

Diese Abbildung beschreibt die Drehung um den Winkel . Wegen
(Cos(a) + isin(a)) (u+iv) = ucos(a) — vsin(a) + i(v cos(a) + usin(a))

entspricht dies der Abbildung

D, R2 RZ, <u7 U) — Da(U, U) = (:j Eg:gg; —T—Z:iEEZg) .

s

T ist sin(a) = cos(a) = ? und damit

Dz(u,v):\%Cj;Z).

Speziell fir a =

|LINK: TEIL 2 DER 11. VORLESUNG VOM 18.05.2022

Unter Einbezug der Abbildung @ (s. oben) gilt aulerdem

(QoDs)(uv) =Q(;§<U_U,v+u>) - (;5>Q<u2_v2> -

In den ,neuen Koordinaten“ wird der gemischte Term des Polynoms Q(z,y) =z -y
transformiert in eine Summe von zwei Polynomen jeweils einer Variablen. Da D,
bijektiv ist, darf man sie auflerdem als Koordinatentransformation

U:U—>X X, UCR"
auffassen. (vgl. Teil (a))

(g) Polarkoordinaten der Ebene:
Wir betrachten zunéchst die folgende Voriiberlegung im Komplexen: Bekannterweise
existiert fir alle z € R ein r > 0 und ¥ € R mit

z = r(cos(z? = +i sin(ﬁ)) =7r-e
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wobel z — r = |z| eindeutig ist. Ist z # 0 und ¥ € (—n, 7], dann ist auch z — o
eindeutig (ansonsten nicht). Fir X = R?\ {(0,0)}, U := (0,00) x (—m, 7| 3 (r,¢)
betrachte man die Abbildung

Die inverse Abbildung ist

T

sgn(y) - arccos (W

VETF
e )

T

— arccos
/ 2 +y2

> fir y < 0.

Test: Fir x # 0, y = 0 erkennt man dann, dass

T (2, 0) = (1.arcf(¢%)) - <arccc|)§|('ﬁ')>

r

i)

_ {(r, arccos(l)) = (r,0) fir z > 0,
(r, arccos(—l)) = (r,m) fiurz <0.

Betrachten wir nun weitere Spezialfalle bzw. ihre Terminologie:

o Funktionen f: R — R™ nennt man Kurven im R™, fir m = 3 heilen solche
Funktionen f: R — R® Kurven im Raum,

o Funktionen f:R? — R3 nennt man Flichen im Raum und

e Funktionen f: R" — R"™ nennt man Vektorfelder, z.B. Eisenspane im Feld eines
Magnets.

10 Normen und Metriken

Definition 10.1. Es sei V ein Vektorraum tiber K € {R, C}. Eine Abbildung
-1V =K,

die die Eigenschaften
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(N1) (Definitheit)
Es gilt
|z]| >0 VzeV, |z)=0 < z=0eV.

(N2) (Homogenitdt)
Es gilt
|lax|| = |af - ||z]] VzeV,aeK

(N3) (Dreiecksungleichung)
Es gilt
[z +yll <zl +llyll Vo,yeV.

erfillt, bezeichnet man als Norm auf V. Das Tupel (V.|| - ||) heifit dann normierter Raum.

Es folgt direkt
2l = llyll| < lle =yl Va,yeV.

Beispiel 10.2.

(a) Ist V ein euklidischer Vektorraum, d.h. ein Vektorraum tiber R mit dem Skalarpro-
dukt
(,): VXV =R,

so definiert
x —\/(x,T)

eine Norm auf V. (Ubung!)

Es gilt insbesondere die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

lz]1* + llylI?
ve,ye Ve [yl <oyl < ————
(b) Wir betrachten den Spezialfall V"= R"™, n € N: Dann induziert das Skalarprodukt

€1 Y1
(yy=>j=12;-y; z=|:]|,y=|:]|eR"
T Yn

n
[zl = llzll2 = (Z I?)
j=1

(c) Auf V =K" K € {R,C}, gibt es auch andere Normen wie beispielsweise die 1-Norm
bzw. Betragssummennorm

die Norm

2

n 1 n
lzlly = [ D1zl | =D |yl
j=1 j=1
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10 NORMEN UND METRIKEN

oder allgemeiner die p-Norm

], = (Z ij|p> fiir p € [1, 00).
j=1

||z||, verallgemeinert also die beiden Normen ||z|[; und ||z|2.

(d) Ergénzend definiert man auf V' = K" die Norm

|2 ]loo = max { |1, ..., | }

und bezeichnet sie als Mazimumsnorm. Insbesondere gilt

12llo < llzllz < V- [[2]oe,

2l < [y < 72 [[2]loc,

Izl < flzlls < V- |zl

Abbildung 10: Illustrationen der Einheitskreislinie beztiglich der
p-Norm fiir p = %, p =1, p =2 sowie p = oo in R?; beschrieben
durch {z € R? : |z[|, = 1}.

Diese Eigenschaft nennt man auch Aquivalenz zwischen Normen. Allgemein
schreibt man: Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, auf dem zwei
Normen || - ||; und || - || definiert sind. Die Normen || - ||; und || - ||2 heilen
dann dquivalent, falls C; > 0 und Cy > 0 existieren, so dass

Cillzlls < ||lzfly < Cofjz]ls V2 e V. N

|LINK: TEIL 1 DER 12. VORLESUNG VOM 19.05.2022 |

In den Teilen (c) und (d) ist |z;| € [0,00) fiir alle j € N, egal ob z € R" oder z € C" gilt.
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(e) Definiere fiir K € {R,C} den Folgenraum

KN .= {a = (a;)ien = (a1,0a9,...) : a; € K}

Fir zwei Mengen A und B definiert man ganz allgemein

AP = {f: B — A}

Setze nun fiir p € [1, 0o) zusétzlich

I+ llp: K = [0,00], @+ (Z |a¢|p>

ieN
und
HHOO KN%[anOL a'_>sup|&i‘-
ieN
Dann gilt

isoton in n € N

Vpe [1,00],VCLEKN: llall, = lim |[(a,...,an)|,-

n—o0

Norm auf K™

Fir p € [1, 00] setzen wir nun
P(N,K) := {a ceKY ¢ all, < oo}
Satz 10.3. Fir alle p € [1,00] und K € {R,C} ist

(P(NK), |- 1)

ein normierter Raum.

Beweis. Ubung!
Beispiel 10.4.
(a) Es sei ay := (—1) - 1 fiir alle k € N. Bekannterweise ist
1
> larl = %) =
keN keN

divergent. Damit ist a ¢ ['. Dagegen gilt

und damit a € [?. Des Weiteren ist sup,.y |ax] < 1, also ay € (™.
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(b) Es sei by, = 1 fiir alle k € N. Dann ist 3 b, = oo = . b2, aber sup |b| = 1. Also ist
b 1', b % und b e I

¢) Es sei ¢, = & fiir alle k¥ € N. Dann ist
%

1
§:|ck|::§:A%5 <oo = cel
keN keN
und .
Sl =3 i <0 = c€ 2.
keN keN

Auflerdem ist ¢, eine Nullfolge und damit beschrankt, insbesondere gilt supycy |cx| <
00, also ¢ € [*°.

Analog zum Bild in Beispiel 10.2 (d) gilt
VaeKY: Jali >lalls > llalle = 'ccl™.

»Abfall schneller als % = Abfall schneller als ﬁ = beschrankte Folge.”
_

Beispiel 10.5. Es sei [ = [a,b] C R. Dann sind V; = (J([a, b],R) und V, = c([a,b],c)
Vektorraume von Funktionen. Wir definieren dann drei Normen auf V' € {V}, Va2}:

o Die Supremumsnorm

[£lloc = sup | f(z)[ = max |£(z)]

« Die L*-Norm ,
£l = [ 1f(@)] da

e Die L?2-Norm

-

[V

I = ([ 1r@P a) = (470
fir das Skalarprodukt \
(£.9) = [ F@)g(a) da.

wobei g(x) = g(z) fur alle z € [a, ], falls g € C([a,b],R). Die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung lautet hier

-

2

[ it as| < [\l s < ol = ([ 177 ar- ["laf ar)
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10 NORMEN UND METRIKEN

Definition 10.6 (Metrik). Es sei X # @& eine Menge. Eine Abbildung
d:XXX—}R, (xl,x2)|—>d(:1:1,x2)

heit dann Metrik oder Abstand auf X, falls fiir alle x, y, 2 € X die folgenden Eigenschaften
erfillt sind:

(M1) (Definitheit):
Es gilt
dlz,y) >0 und d(z,y)=0 < z=uy.

(M2) (Symmetrie):
Es gilt
d(z,y) = d(y, ).

(M3) (Dreiecksungleichung):
Es gilt
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Das Tupel (X, d) nennen wir dann metrischen Raum.
Beispiel 10.7.

(a) Essei (V)| -||) ein normierter Raum und

d(z,y) = [l =yl = || = (y =)l = [ = lly — =]
Dann ist (V,d) ein metrischer Raum.

(b) Ist Y C X und (X,d) ein metrischer Raum, dann ist (Y, dy) ebenfalls ein metrischer
Raum, wobei
dY(xvy):d(may) fir fanGY

die Einschrinkung von d auf Y bezeichnet. Als Beispiel betrachte man X = R2
d(z,y) = ||lr — y|lz und Y = R x [0, c0).

Allgemein: Ist (V, ||-]|) ein normierter Raum und X C V beliebig, so ist d(z,y) = ||z —
y|| fir z,y € X eine Metrik auf X'; man nennt sie auch von der Norm || - || induzierte
Metrik. So ist beispielsweise Q™, n € N, ein metrischer Raum mit d(z,y) = ||z — y||,.

|LINK: TEIL 2 DER 12. VORLESUNG VOM 19.05.2022 |

(c) Fiir eine Menge X # @ bezeichnet man die Abbildung

1, falls x #y,

d: X x X —-{0,1}, (z,y) = d(z,y) =
0, fallsz =y,

als diskrete Metrik. Man bemerke, dass alle Punkte x,y € X mit x # y denselben
Abstand voneinander besitzen.
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10 NORMEN UND METRIKEN

Ubung: Zeigen Sie:

e d ist eine Metrik;

o d ist keine von einer Norm || - || induzierte Metrik.
_
(d) Essei (V,]|-]|) ein normierter Raum und xy € V. Dann ist die Abbildung
0 falls © =
d:VxV =R, (2,y) =14 asE=y
[ = ol + [lwo — yll, falls z 5y,
eine von der Norm || - || induzierte Metrik — man bezeichnet sie auch als franzdsische
Fisenbahnmetrik. Damit ist das Tupel (V,d) ein metrischer Raum.
[ ) . :
»,Alle Wege fiihren iiber Paris. N

Definition 10.8. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, zo € X und A C X. Setze auerdem
A= X\ A

(a) Fir € > 0 bezeichnet man die Menge
B.(xg) := {:L‘ € X : d(x,xg) < 6}

als (offenen) e-Ball um xy und

B.(zg) = {93 € X :d(x,xg) < 5}
als abgeschlossenen e-Ball um xg.
(b) xo heifit Randpunkt von A, falls fir alle ¢ > 0 gilt:
B.(xg) NA# @ und B.(z9)NA°# 2.
Die Menge aller Randpunkte von A kennzeichnet man durch

0A = {x € X : x ist ein Randpunkt von A}.

(c) Die Menge A := AU A heifit Abschluss von A.

(d) Die Menge A° := A\ 0A heifit offenes Inneres von A. Ein Punkt xy € A° heifit
innerer Punkt von A.

(e) Die Menge A heiit offen, falls A° = A, und abgeschlossen, falls A = A.

1)



10 NORMEN UND METRIKEN

(f) Ein Punkt x heifit Haufungspunkt von A, falls
BE<I0)\{JI0}QA7£® Ve > 0.
xo heilit isolierter Punkt von A, falls ein ¢ > 0 existiert mit

BE(Io) N A = {.Z‘()}

(g) Die Menge A heifit dicht in X, falls A = X.
Bemerkung 10.9.

o Essei X eine Menge mit X = (). Dann ist X offen und abgeschlossen, es gilt also
X° = X = X. Insbesondere ist @ offen und abgeschlossen, es gilt also 02 = @ = @.

o Es sei z( ein innerer Punkt von A. Dann ist zy auch ein Haufungspunkt von A.

o Es sei d die diskrete Metrik auf der Menge X und zy € X. Dann ist
Bi(zo) = {x € X :d(z,xy) < 1} = X = Bg(zg) fir R>1
und

Bi(zg) = {x € X : d(d,z) < ;} = {20} = B:(zg) firee (0,1).

1
2

e Essei A= (l) e R. Dann ist 0 ¢ A ein Haufungspunkt von A. Auflerdem ist

jeder Punkt zy € A ein isolierter Punkt von A und

A° =g sowie A=AU{0}=0A.

Diese Aussagen gelten fir den euklidischen Abstand, aber auch fir jede Metrik
d(z,y) = ||lx — y|| beziiglich einer Norm auf R.

Insbesondere liegt Q dicht in R. N

Satz 10.10. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Es gilt
rg€A° & de>0: B.(xg) C A
(b) A° ist offen, es gilt also (A°)° = A°;

(c) A ist abgeschlossen, es gilt also (A) = A;

(d) A ist genau dann offen, wenn A abgeschlossen ist.
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10 NORMEN UND METRIKEN

Bewets.
(a) Es sei zunichst x € A° = A\ JA. Dann existiert ein € > 0, so dass
B.(zo) N A° = 2,
also B.(zg) C A. Es gelte nun B.(z) C A. Dann ist direkt B.(z9) N A° = @.

(b) Es gilt
(A°)° = A°\ 9(A°) C A°,
also (A°)° C A°. Es ist also nur noch (A°)° D A° zu zeigen: Dazu sei xy € A°. Nach
Teil (a) existiert dann ein € > 0, so dass

B, (330) C A.

Behauptung. Es gilt
B% (l’o) C A°.

Beweis der Behauptung. Wir nehmen an, dass die Aussage nicht gilt. In diesem Fall
existiert dann ein y € Bz (x0) N 0A. Dann ist

B% (y) N A° 7'é J,
es existiert also ein Punkt z € B (y) N A°. Nach (M3) gilt jedoch
e €
d(wg, 2) < d(wo,y) + d(y,2) < L D

also 2 € Be(z9) C A. Dies ist aber ein Widerspruch wegen z € B (y) N A® bzw.
z € A°. Also muss
B% (Io) C A°

gelten.
Die Behauptung zusammen mit Teil (a) liefert dann xy € (A°)°. Insgesamt gilt also
(A°)° = A°.

Teile (c) und (d): Ubung! O

Beispiel 10.11.

(a) Es sei X = R mit einer beliebigen Norm || - || und d(z,y) = ||z — y||. Fir a,b € R
mit a < b gilt dann

Jla,b) = 0(a,b] = 0(a,b) = J[a,b] = {a,b}.

AuBerdem ist (a,b) = [a, b] abgeschlossen und [a, b]° = (a,b) = [a, b)° offen. Hingegen
ist [a,b) bzw. (a, b] weder abgeschlossen noch offen.

Auflerdem gilt
Q°=2 und Q=0Q=R.
Analog ist Q" = R” usw.
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10 NORMEN UND METRIKEN

(b) Essei (X, d) ein metrischer Raum, o € X und § > 0. Dann ist die Menge A = Bs(z0)
offen, denn zu x € Bs(xy) kann man € = § — d(z, zy) > 0 wéhlen, so dass

\V/y S B€('r>d(yay0) < d(y,l’) + d(CL’,[E()) <e+ d(ZE,Io) = 57

also y € A und damit B.(x) C A. Mit Satz 10.10 (a) folgt dann z € A°, also A = A°.
Analog ist Bs(xo) eine abgeschlossene Menge.

Ist (X, -|) ein normierter Raum und A = {:1:' € X : d(x,xg) = 5} C X, so gilt
835(95) =A.

Dies ist in allgemeinen metrischen Rdumen jedoch nicht richtig. So gilt beispielsweise
fir X mit der diskreten Metrik d und dem Punkt xy € X, dass

A:{xGX : d(m,xo)zl}:A\{xo}.
Fir alle D € X und z € X ist aber

{z}, fallsz € D¢,

B
@, fallsz ¢ D

1
2

(x)ﬂDC:{x}ﬂDC:{

Es folgt 0D = @ fir alle D C X, also @ # X \ {zo}.

|LINK: TEIL 1 DER 13. VORLESUNG VOM 25.05.2022

(c) Essei X =R? d(x,y) := ||z — yl| eine durch eine beliebige Norm induzierte Metrik
auf X und
A= {(x,y) cR? : 1< +9° < 4} U {(0,0)}.

Dann gilt
A ={(z,y) €R” : 1<a®+y* <4},

A={@y eR : 1< +y* <4} u (0,0},

0A = {(m,y) eR? : 2+ € {1,4}} U {(0,0)}.
Auflerdem ist (0,0) der einzige isolierte Punkt von A.
Satz 10.12. In einem metrischen Raum (X, d) ist

(a) die Vereinigung
Uy
j€J
von beliebig vielen offenen Mengen U; C X, j € J, und der Durchschnitt
ﬂ U, ne€N,
k=1

endlich vieler offener Mengen ebenfalls offen,
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(b)

der Durchschnitt
nv
jet
von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen V; C X, j € J, und die Vereinigung

m Vi, nmneN|
k=1

endlich vieler abgeschlossener Mengen ebenfalls abgeschlossen.

Beweis.

(a)

11

Es sei J eine beliebige Index menge und fiir alle j € J sei U; C X offen. Setze
auflerdem A := ;¢ U;. Fiir ein x € A gilt, dass ein j € J existiert mit x € U;. Da
U; offen ist, existiert nach Satz 10.10 (a) ein € > 0, so dass

B.(z) C U; C A,

weshalb A ebenfalls offen sein muss.

Seien nun Uy, ..., U, C X offen n € N, und B := N}_, Uy. Fiir ein x € B gilt dann,

dass © € Uy fur alle k € {1,...,n}. Da U}, offen ist, existiert ein &, > 0 mit
ng(.’ﬂ) C Uy.
Setze nun € := min{ey,...,e,} > 0. Dann gilt

B.(z)CcU, Vke{l,....n} = B.(z)C (\Us=B.

k=1
Damit ist B offen.

Fir j € J seien K; C X jeweils abgeschlossen. Nach Satz 10.10 (d) ist dann
K§ = X \ Kj offen fiir alle j € J. Nach Teil (a) und den de-morganschen Regeln ist
dann

jeJ

UK;: ﬂKj offen 10'1:0>(d) ﬂKj abgeschlossen.
jed jeJ

Die zweite Aussage folgt analog mit den de-morganschen Regeln. O]

Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen

Definition 11.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, (z,)n,eny C X eine Folge und a € X.
Dann konvergiert (z,), gegen a (beziglich d), falls fir alle e > 0 ein ng = ng(e) € N
existiert, so dass

Vn>mnyg: d(x,a)<e.

In diesem Fall schreiben wir

r, —a firn—oo oder x, — a oder lim z, = a.
n—oo n—o0
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Lemma 11.2. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, (x,)neny C X und a € X. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(8) a = lim an;

(b) Ve>0 dng=mnple): =, € B:(a) VYn>ny;
(c) Ve>0: x,€ Ba) fir fast allen € N;

(d) (d(a,xn)>n€N ist eine Nullfolge in R.

Fiir den Fall X = K%, K € {R,C}, und d(z,y) = ||z — y|| fir eine beliebige Norm || - ||
sind zusdtzlich dquivalent:

(e) Fiir jedes j € {1,...,d} gilt
lim

n—oo

j—te
Komponente

() nlg& |7 — alloo = 0.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (a) bis (d) erhélt man direkt durch Umformung.
Wir zeigen nun die weitere Aquivalenz fiir (e) und (f). Wir erhalten

lim (z,); =a; Vje{l,...,d}

n—oo
n
& max|(zn); —a;| —2 0
= ||xn—a||oor§>oo. (x %)
Es sei nun || - || eine beliebige Norm auf K" und ey, ..., e, die kanonische Basis von K".

Setze nun

C:=>lell
=1

Fir z =377 aje; € K" gilt dann

]l =

n
Z Q;€j
j=1

n n n n
<D llagesll = > lagllle; |l < maxfa;| > llegl| = llz]|C-
=1 j=1 = j=1

Damit impliziert (xx) auch ||z — al| —2 0. Die Umkehrrichtung gilt auch, aber mit
anderen Methoden. O

|LINK: TEIL 2 DER 13. VORLESUNG VOM 25.05.2022

Analog wie im eindimensionalen Fall gelten:
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Lemma 11.3. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, (z,)neny C X eine Folge und a,b € X.
Dann gilt
T, — a und a:n7H—o>ob = a=0b.

n—o0

Dies rechtfertigt erst die Schreibweise a = lim,,_,, x,,. In allgemeineren Situationen
— in topologischen statt metrischen Rdumen — muss diese Aussage hingegen nicht

gelten.
_

Beweis von Lemma 11.3. Widerspruchsannahme: Wir nehmen an, dass a # b gilt, insbe-
sondere ist dann d(a,b) > 0. Setze nun ¢ := 1d(a, b). Dann existiert nach Voraussetzung
ein ng(e) € N, so dass

d(zp,a) <e und d(z,,b) <e Vn >mng(e).

Daraus folgt
d(a,b) < d(a,z,) + d(x,,b) < e+¢e =2ec=d(a,b),

was ein Widerspruch ist. Also muss a = b gelten. O]

Definition 11.4. Es sei V ein Vektorraum iiber K, || - || eine Norm auf V und M C V.
M heiflt dann beschrdnkt, falls ein K € R existiert mit

|z|| < K VzeM.
Lemma 11.5. Es sei V' ein Vektorraum iiber K mit einer Norm || - ||. Dann gelten:
(i) Jede konvergente Folge in (V.|| -||) ist beschrinkt;
(ii) Enthdlt V' mehr als ein Element, so ist V' auch unbeschrankt.
Beweis.
(i) Der Beweis erfolgt analog zum Beweis fiir V' = R.

(ii) Es sei V ein Vektorraum mit mehr als einem Element — es existiere also ein Punkt
x € V mit x # 0y. Sei auflerdem

M:span{x}:{a'x : aeR}.

Dann ist
K3 am[a-z|| = |affz]

eine unbeschrankte Funktion. O

In allgemeinen metrischen Rdumen gilt Lemma 11.5 (ii) im Allgemeinen nicht: So kann
man beispielsweise auf K" eine Metrik definieren durch

Iz — yll2
dlx,y) = ————¢€[0,1).
(@.9) L+ flz =yl 0.1
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Beztiglich dieser Metrik gilt dann

Bl($0> =K" on € Kn,

aber auch
d(fﬂn,fﬂo) m 0 < H.Tn — iL‘oHQ @ 0.
Also ist d in manchen Aspekten unterschiedlich zu || - ||, in anderen Aspekten aber nicht.

Lemma 11.6. Es sei V' ein normierter Vektorraum uber K, (z,)nen, (Yn)nen Folgen in V.
mit

lim 2z, =a wund lim =b
n—oo n n—oo yn

und (\,), eine Folge in K mit
lim A, = A

n—oo

Dann gelten
<i> nh_{go(xn + yn) =a+ b;
(ii) Jgrgo(An - Tp) = X - a und insbesondere
(i) i [lz]] = o]l
Beweis. Beweis von (i) und (ii): Ubung!

(iii) Aus Teil (ii) folgt direkt
lim || A, -z, — A-al = 0.

n—oo

Fir A, =1 =X, n € Ngilt also
lim ||z, —al = 0.
n—oo
Daraus folgt
lzall = llall] < llzn —all =20 = lim [lz,] = |al|. O
Definition 11.7. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,),en € X eine Folge.
(1) (zn)n heiBt Cauchy-Folge (beziiglich d), falls
Ve>0 dng=ngle) eN: d(zp,x,) <e Vn,m > ny.
(ii) Existiert zu jeder Cauchy-Folge (x,), in (X, d) ein a € X mit
d(z,,a) —2 0,
so heifit (X, d) vollstindig.

(iii) Ein vollstandiger normierter Raum heifit Banachraum.
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(iv) Ein vollstédndiger euklidischer oder unitarer Raum heifit Hilbertraum.

In der Vorlesung zu Analysis I haben wir gezeigt, dass R und C jeweils mit d(z,y) = |z —y|
ein vollstandige (metrische) Raume sind.

Beispiel 11.8 (fiir nicht vollstandige Raume). ———

(a) Q ist mit d(z,y) = |z — y| ein metrischer Raum, aber nicht vollstindig. Wir haben | Beispiel
bereits in der Vorlesung zu Analysis I mit dem Heron-Verfahren gezeigt, dass eine 115

Folge (r,) C Q mit |z, —/2| — 0 existiert. Dies ist insbesondere eine Cauchy-Folge,
aber wegen /2 € I = R\ Q konvergiert diese nicht in Q.

(b) Essei X = (0,1) C R mit d(z,y) = |z — y|. Dann ist (X, d) ein metrischer Raum,
der aber nicht vollstandig ist: So konvergiert (z,)nen definiert durch z,, = % eX
gegen 0 € R\ X. Sie ist also eine Cauchy-Folge, besitzt aber keinen Grenzwert in X.
Dagegen ist X = [0,1] C R ein vollstandiger metrischer Raum.

(¢) Auf V = C([-1,1]) ist durch

1
1l = [ 1flde
eine Norm gegeben und durch

d(f,9) = If =gl
ein Abstand. (V|| - ||1) ist aber nicht vollstandig, denn fiir

-1 fir —1<z< -1,
fo[-L1] >R, z—=<Sn-x fﬁr—%§x<%,

1 fir % <z<l1,
ist f, € C([—1,1]) fur alle n € N und
1 1 1 1 1 2
1 m nl”m n T ng

Damit ist (f,), eine Cauchy-Folge, aber es gilt

pktw
fn — f7

n—0o0

wobei
1 firze(0,1],

f:[-L1] =R, z~ f(x)=sgn(x)=¢0 firz=0,
—1 fur z € [-1,0),

also f ¢ C([—1,1]). Kann es eine andere Funktion g € C([—1,1]) geben, so dass
lim || f, — gl =0

n—oo

gilt?
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|LINK: TEIL 1 DER 14. VORLESUNG VOM 01.06.2022

Angenommen es existiere ein g € C([—1,1]) mit

dim || f, — gl = 0.

Fir alle 6 € (0,1) gilt dann

1
n>g

/51 1= glw)ldz = /; [ful@) = g(@)| < |1 = gl

Da g stetig ist, ist insbesondere |1 — g(-)| stetig, und zusammen mit dem Satz 14.16
(f) des Skripts aus der Vorlesung zur Analysis I (Lehramt) folgt direkt, dass

|1 —g|=0 auf(0,1], also g=1.
Da 6 € (0,1) beliebig ist, gilt also g = 1 auf (0, 1]. Analog zeigt man, dass
g=-—1 auf[-1,0).

Damit ist aber g unstetig im Punkt zq = 0 € [—1, 1], was im Widerspruch zu der
Annahme g € C([—1,1]) steht. Damit haben wir bestétigt, dass C([—1,1]) nicht

vollstandig beztiglich der Norm || - || ist.
Auch wenn C([—1, 1]) nicht vollsténdig beziiglich || - ||; ist, muss dies nicht fiir alle Normen
gelten.

Lemma 11.9. FEs seien a,b € R mit a < b. Dann ist C([a,b]) vollstindig beziglich der
Supremumsnorm || - ||o-

Beweis. Es sei (fn)nen eine Folge in C([a,b]). Dann besagt das Cauchy-Kriterium aus
Lemma 5.3 (iii) fur M = [a, b], dass

(fn)n ist eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||«

& 3 M—=>C: |f = falle =20

n—00
5.1

3 mMmoc: g 2

n—oo

Da f, nach Voraussetzung stetig in [a, b] fiir alle n € N ist, ist f nach Satz 5.5 ebenfalls
stetig in [a, b] — es gilt also f € C([a, b]). Damit ist C([a, b]) vollstandig beziiglich |- ||oo. O

Folgendes ist ebenfalls eine Verallgemeinerung von Sachverhalten, die wir bereits in R
kennengelernt haben:

Definition 11.10. Essei (X, d) ein metrischer Raum und (z,,),en € X eine Folge. Einen
Punkt @ € X nennen wir dann Hdaufungspunkt von (x,),, falls

Ve>0: HnEN : anBE(a)H:oo.

In anderen Worten: Fiir alle € > 0 existieren unendlich viele Indizes n, so dass z,, € B.(a).
(vgl. Definition 7.1 des Skripts aus der Vorlesung zur Analysis I (Lehramt))
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Dies stimmt auch mit der fritheren Definition von Héufungspunkten tiberein: Setze
dazu

A::{xGX : dneN: xn:x}.

Dann ist a genau dann ein Haufungspunkt von A, wenn a ein Haufungspunkt von
() ist.

Beweisskizze.

(=) Es sei a ein Haufungspunkt von A. Fiir alle n € N existiert dann ein
Yn € Bi(a) N A\ {a}. Zu einem belicbigen ¢ > 0 und ko > 1 gilt dann
(yk)kaonC B.(a). Damit existieren unendlich viele Indizes, so dass z, €
B.(a) — a ist also ein Haufungspunkt von (x,,).

(<) Fur alle ¢ > 0 gilt nach Voraussetzung
’Bg(a) N (xn)n’ = ‘Be(a) N A’ = 00.
Damit gilt insbesondere
(B-(a) N A)\ {a}| = o0,

es gilt also B.(a) \ {a} N A # @.

_
Satz 11.11. FEs sei (X, d) ein metrischer Raum, (z,)nen C X eine Folge und a € X. [T video:
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: Satz
(i) a ist ein Haufungspunkt von (x,)n; LLEL
(ii) Es ewistiert eine Teilfolge (1), ey vON (Tn)n mit limy o0 Ty, = a.
Beweis. Der Beweis erfolgt analog wie in der Menge R, nur unter der Verwendung der
Metrik d. (vgl. Satz 7.2 (b) des Skripts aus der Vorlesung zur Analysis I (Lehramt)) O
Satz 11.12 (von Bolzano-Weierstral in R™).  Eine beschrdnkte Folge in R™ besitzt [T video:
mindestens einen Hdaufungspunkt. Satz
11.11.

Beweis. Wir bezeichnen die Folgenglieder mit

= (xlf, xk) e R",

rn

wobei k£ € N den Folgenindex und n € N den Koordinatenindex bezeichnet. Dann ist
(x’f)keN eine Folge in R, die auflerdem beschrankt ist: Es gilt namlich

sup |z7] < sup [z < oo,
keN keN

85



11 KONVERGENZ UND STETIGKEIT IN METRISCHEN RAUMEN

da (2%) beschrinkt ist. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl in R (vgl. Satz 7.5 aus dem
Skript der Vorlesung zur Analysis I (Lehramt)) besagt dann, dass eine Teilfolge (k;) en
und ein Punkt a; € R existieren mit

.k
lim 2! = a;.
J—00

Die Teilfolge (xkﬂ' ) o ist in R™ weiterhiin beschrankt, und damit auch die Folge (a:é’) 4
J J

in R. Wie oben besitzt diese eine Teilteilfolge (Jcl;] m) N die gegen einen Punkt ay € R

konvergiert. Durch diesen zweiten Ubergang zur Teilfolge haben wir erreicht, dass sogar
die ersten beiden Koordinaten der Teilfolge konvergieren. Indem wir nun (n — 2) weitere
Male eine Teilfolge auswéhlen, finden wir dann einen Punkt (aq, as, ..., a,) € R” und eine
Teilfolge (y%)q C (z%)i, so dass

lim yg:aj Vied{l,...,n}

d—00

L im [y’ —al| = 0. O
d—o0

Wir haben nun den Fall gesehen, dass der Satz von Bolzano-Weierstrafl in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum gilt. Dies ist fiir unendlichdimensionale Vektorrdume jedoch
nicht der Fall!

Beobachtung. [st M # & eine beliebige Menge und f, g, f,: M — C, n € N, Funktionen
mit . 1
pktw glm
fn n—o0 found fy n—00 9

so folgt f = g auf ganz M.
Beweis.

@ GleichméfBige Konvergenz impliziert auch punktweise Konvergenz, es gilt also f,, :i—tz
g.

@ Die Limesfunktion ist eindeutig:

VeeM: f(x) +— fu(z) — g(z).

n—oo n—oo

Insbesondere ist der Limes eindeutig in C, es gilt also f(z) = g(z), also f = g auf
ganz M.

Beispiel 11.13.  Wir betrachten in C([0,1]) die Folge (f,)nen gegeben durch (s. Bei- [T vigeo:
spiel 5.4 (b))

Beispiel
2nx fuiro<z < %, 11.12.
fa(z) =92 =2nz fir - <z <2
0 fir £ <1<1.
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frn ist dann stetig und es gilt || f,|lc = 1 fur alle n € N. Also ist die folge (f,), beschrankt
beztiglich || - ||« Bekannterweise ist

anfEO.

n—oo
Nehmen wir an, dass ein g € C([0,1]) mit

g~ falloe = 0.

so sogar ¢ = f = 0 gelten. Nach Lemma 11.6 folgt dann ||g|lcc = limy_eo || [, llec = 1.
Wegen || f|| = 0 ware dies aber ein Widerspruch.

|LINK: TEIL 2 DER 14. VORLESUNG VvOM 01.06.2022 |

Man beachte den Unterschied:
« FEine Cauchy-Folge in C([a, b]) besitzt eine Grenzfunktion f € C([a,b]);

« Eine beschrénkte Folge in C([a, b]) besitzt im Allgemeinen keine Teilfolge mit einer
Grenzfunktion in C([a, b])

Hier handelt es sich nicht um einen Widerspruch: Die Annahme, dass man eine Cauchy-
Folge vorliegen hat, ist blof} stéarker als die Annahme, dass man eine beschriankte Folge
vorliegen hat.

Wir setzen nun bereits bekannte Bezilige zwischen Folgen und Geometrie in den Kontext
von metrischen Rdumen.

Lemma 11.14. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X und v € X. Dann gelten: [T video:

Lemma

(i) Es gilt genau dann x € 0A, wenn Folgen (z,)nen C A und (y,)n, C A° existieren mit

11.13.

lim z, = 2 = lim v,;
n—oo " n—)ooyn’

(ii) FEs gilt

re€A I (@ppenCA: limz,==x

n—oo

&Ve>0: Blx)NA#g.
(iii) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt:

(Zn)nen C A ist eine Folge mit nh_)rrolo ,=r€X = 1x€A

(iv) OA ist abgeschlossen.

Beweis.
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(i) (=) Es sei z € 0A. Dann gilt
Ve>0: Bizx)NA#@ und B.(z)NA°# 2. (%)

Insbesondere existieren z,, € Bi(z) N A und y, € Bi(x) N A€ fir alle n € N.
Also sind (y,) C A° und (x,,) C A Folgen mit

1 1
|z, —z]<— — 0 und |y, —z| < — — 0; (D)

n n—oo 1, N—00
insbesondere gilt lim,,_,o 2, = lim,, 0 Yy, = 2.

(<) Angenommen es existieren Folgen, die (A) (und damit die Annahme) erfiillen.
Dann ist offensichtlich auch (x) erfiillt.

Teile (ii) bis (iv): Ubung! O
Korollar 11.15. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C B C X. Dann gelten:
(i) A ist offen = A C B°;
(ii) B ist abgeschlossen = A C B.

[ _
,A° ist die grofite offene Menge, die in A nethalten ist und A die kleinste abgeschlos-

sene Menge, die A enthalt.“ N

Beweis.

(i) Es sei A offen und x € A. Nach Satz 10.10 (a) existiert dann ein € > 0, so dass

B.(x)c A B.

Damit ist B.(z) N B¢ = &; insbesondere ist x kein Randpunkt von B. Es gilt also
r € B¢ 0B = B°. Damit ist A C B°.
(ii) Es sei x € A und B abgeschlossen. Dann existiert nach Lemma 11.14 (ii) eine Folge

Vor.
(Tp)nen C A C B mit lim,, o z, = x. Da B abgeschlossen ist, gilt wiederum nach
Lemma 11.14 (ii), dass € B = B. Es gilt also A C B. O

Beispiel 11.16.

(a) Der Durchschnitt von beliebig vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen nicht offen:
Dazu betrachten wir fiir n € N die Menge

11
Uni=(-7.=) CR.
n'n

Offensichtlich ist U, offen fiir alle n € N (vgl. Beispiel 10.11 (a)). Dagegen ist jedoch

die Menge
m Un = {0}
neN
abgeschlossen und nicht offen.
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11 KONVERGENZ UND STETIGKEIT IN METRISCHEN RAUMEN

(b) Die Vereinigung von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist ebenfalls im Allge-
meinen nicht abgeschlossen: Dazu betrachten wir fiir n € N die Menge

1
A, = [, 1} CR.
n
Offensichtlich ist A,, abgeschlossen. Die Vereinigung

U A, = (0,1]

neN
ist jedoch nicht abgeschlossen (und auch nicht offen).

Definition 11.17. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge A heift
kompakt, falls jede Folge (z,,)nen C A eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt x € A
konvergiert.

Dies motiviert die folgende Umformulierung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl 11.12:

Satz 11.18 (von Bolzano-Weierstrafl).  Jede beschrinkte und abgeschlossene Menge
M C R" ist kompakt.

Beweis. Es sei M C R™ beschrankt und abgeschlossen sowie (x,,),en C M eine Folge. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in R™ (s. Satz 11.12) existieren Teilfolgen (yx)ren C ()
mit limy o yx = a € R". Wegen (z,,) C M gilt insbesondere (y,) C M und aus der
Abgeschlossenheit von M folgt direkt a € M. Damit ist M kompakt. O]

Im Allgemeinen gilt auch die Umkehrung:

Satz 11.19. FEs sei (V.|| -||) ein normierter Raum und A C 'V eine kompakte Teilmenge.
Dann ist A abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis. Es sei (x,)neny C A eine Folge, die gegen einen Punkt x € V' konvergiert. Da A
kompakt ist, existiert eine Teilfolge (yx)ren C (x,) mit limg ooy = vy € A. Aufgrund
der Eindeutigkeit des Limes folgt dann x = y € A, weshalb A nach Lemma 11.14 (iii)
abgeschlossen ist.

Nehmen wir nun an, dass A unbeschrinkt ist, so gidbe es fiir alle n € N ein z,, € A mit
|zn|| > m. Nach der Kompaktheitsvoraussetzung von A existiert jedoch eine Teilfolge
(ye)r C (), die gegen y € A konvergiert. Also existiert ein N € N mit

lyr —yll <1 Vk>N.
—_—

= llyell<llyll+1

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu ||yx|| 7 Also muss A beschrankt sein. O
—00

Beispiel 11.20.

(i) Die folgenden Mengen sind kompakt:
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o Abgeschlossene Intervalle [a,b] C R;
o Abgeschlossene Quader [ay,by] X ... X [ay, b,] C RY;

o Abgeschlossene Kugeln Br(zy) C K" fiir R > 0 und 7, € K¢, K € {R,C}.
(ii) In beliebigen normierten Rédumen ist die Aussage

Abgeschlossenheit und Beschranktheit = Kompaktheit

falsch. Das Beispiel 11.13 liefert eine Folge (f,)nen € B1(0) C C(]0,1]), die keine
konvergente Teilfolge besitzt. Offensichtlich ist B;(0) abgeschlossen und beschrankt,
wir haben aber keine Kompaktheit vorliegen.

Allgemein gilt: Ist V' ein Vektorraum mit B;(0) kompakt, so ist dim(V') < oo. N

|LINK: TEIL 1 DER 15. VORLESUNG VOM 02.06.2022

Definition 11.21. Es seien (X, d) und (Y, p) metrische Rédume, f: X — Y eine Abbil-
dung und zy € X. Dann heifit

o [ stetig in xo, falls fur alle € > 0 ein § = 0(e, z) > 0 existiert mit

p(f(x),f(x@) <e Ve X mitd(z,xy) <9;

o f stetig auf X, falls f stetig in xq fiir alle g € X ist;

o [ gleichmdfig / uniform stetig auf X, falls fur alle € > 0 ein 6 = §(¢) > 0 existiert,

so dass
Vo€ Xt d(r,29) <6 = P(f(xﬁ?f(%)) <g

o f Lipschitz-stetig auf X, falls ein L € R existiert, so dass

p(f(xl),f(atg)) < L-d(zy,22) Va9 € X.

Offensichtlich gilt

xg ist ein isolierter Punkt von X

= Fir jedes (Y, p) und f: X — Y ist f stetig in x.
Betrachten wir nun dquivalente Umformulierungen der Stetigkeit (wie in R):

Lemma 11.22. FEs seien (X, d) und (Y, p) metrische Raume, f: X — Y eine Abbildung
und o € X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f st stetig in xo;
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(i) Fir alle e > 0 existiert ein § > 0 mit
f(Bs(x)) € B-(f(x0));
(iii) Fir jede Folge (xy,)nen C X mit xg = lim,, oo @, gilt
lim f(zn) = f(zo)-

(Ohne Beweis)
Ahnlich wie in R / C kann man aus stetigen Funktionen auch neue konstruieren.
Satz 11.23.
(a) Es sei (X,d) ein metrischer Raum, A € C, zo € X und f,g: X — C Abbildungen,

die stetig in xo sind. Dann sind auch

Fro Aef fog wnd L (ir o) £0)
stetig in xq.

(b) Es seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume, xo € X, f: X — Y stetig
in xo, Yo := f(xo) und g: Y — Z stetig in yo. Dann ist auch (go f): X — Z stetig
m Tg.

(Ohne Beweis)

Satz 11.24. FEs sei (X, d) ein metrischer Raum, f: X — K", n € N, eine Abbildung
mit Koordinatenfunktionen fi,..., fn: X = K und xo € X. Dann gilt

[ ist stetig in vg < f; ist stetig inxg Vi€ {l,...,n}.
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Lemma 11.2 und Lemma (iii). O
Beispiel 11.25.

(a) Essei L: R™ — R™ eine lineare Abbildung. Dann gibt es beziiglich der Standardbasen
in R” und R™ eine eindeutige Matrix A = (a;i)j=1, mk=1,..n € R™*" mit

L(z)=A-z firxzeR"

Mit der euklidischen Norm erhélt man dann
m 2
|Az]3 =3 |(Ax),|

=1

2

m
=2
j=1

n
> ki
k=1
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< (]ii |ajk|2) : (é‘xﬁ)’

j=1k=1

=l[l=|]?

also

[Azl2 < (Z m Z Iajk|2> 2

7j=1 k=1

Aufgrund der Linearitit von L gilt A - (z — y) = Az — Ay und damit

1Az — Ayll> = [A(z = )2 < (Z ZW’) = lle-
J=1 =

Also ist L: R™ — R™ sogar Lipschitz-stetig, damit insbesondere gleichméfig stetig
und auch stetig auf R”.

Spezialfall: Fir j € {1,...,n} ist die Abbildung
i R" =R, mj(xq,...,2,) =5
linear und damit gleichméafig stetig auf R™.

Es sei

P:R" R, Ply,...,%p) =Y oo D Qg @5 oo ahn

n Summen

ein Polynom in n Variablen. Diese Funktion ist stetig auf R".

Wir betrachten dazu den Spezialfall n = 2 und

m
> 3 gty

Jk=1

Diese Funktion ist stetig, da sie aus elementar-stetigen Funktionen zusammengebaut
werden kann: Fur die (stetigen) Abbildungen

f:R—=R, z~ 2"

g: R — R, y»—>yj

ist die Zusammensetzung
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auch stetig (vgl. Satz 11.24). Auflerdem sind auch

M:R® >R (Zj) = <x0y> b, (g“”) R <f(9«") gly) = x’“-zﬂ)

und die Projektion
7 R? = R, (Z) — U

alle stetig. Damit ist P als Linearkombination dieser (stetigen) Funktionen ebenfalls
stetig.

|LINK: TEIL 2 DER 15. VORLESUNG VOM 02.06.2022
(c) Die Abbildung

' R* =R s sin €™ 4+ /y? + 24 — arct YE
f , (x,y,2) sm(e +/y2+z arcan(cos(l_hZZ

ist stetig, da die folgenden Abbildungen stetig sind:

ey’
Z ) 7
o RS 5 R, (y)% Ve

7
TYz
z arctan ( Ccos (sz))

U u+v+w
YRR v~ 0 ,
w 0

u
T RP > R, v | — u,
w

sin: R — R.

Dabei gilt f = sinom; oo p.
(d) Ahnlich kann man zeigen, dass die Abbildung

ﬁ fur (x,y) # (0,0),

fiRES R, (z,9)~ {
0 sonst,

stetig ist auf X = R?\ {(0,0)}. Wie verhélt sich aber f in (der Néihe von) (0,0)?
Betrachten wir dazu Nullfolgen (z,,)nen, (Yn)n C R\ {0}, so gilt

lim f(2,,0) = lim > =0 = lim f(0,4) = £(0,0).

n—r00 n—oo
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Also sind die Einschrinkungen von f auf die jeweiligen Koordinatenachsen stetig.
Solche Funktionen nennt man partiell stetig. Allerdings gilt

x? 1

f(xnyxn) - - - 7é 07

2 2 9
ri+xr 2

weshalb f nicht stetig in (0,0) ist. Ubrigens gilt auch

—x? 1

f(@n, —xn) t = # 0.

-2 2~ 9
T+ xh 2

(e) Betrachten nun wir die Abwandlung

§2y2 fiir ; ,U),
g R* =R, (z,y)—~gx):=a-f(z)= {8 Ty S‘(lms(tx y) # (0,0)

Wie oben ist g stetig auf X = R?\ {(0,0)}. Wie sieht es aber mit der Stetigkeit in
(0,0) aus? Fir (z,y) # (0,0) ist |g(x,y)| < |y|, denn

2] < |o® + 92 = J2fyl <2+ g7yl
Fir jede Nullfolge ((xn, yn)) o © X gilt dann
0 < lim [g(zn, ya)| < lim [y,| = 0.
Also ist g stetig in (0,0).

(f) Essei (V.| -||) ein normierter Raum und f(z) := ||z||. Dann ist f Lipschitz-stetig,
insbesondere gleichméBig / uniform stetig, da

@) = £l = lell = lyl] < Nl =yl

wobei die letzte Abschitzung nach der zweiten Dreiecksungleichung gilt (vgl. (N3)).

Satz 11.26. Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f: X — Y eine [T video:
Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: Satz
(a) f ist stetig auf X; 11.25.
(b) Es gilt f (E) C f(E) fir alle E C X;
(c) Falls B=B CY, soist A:= f~'(B) abgeschlossen in X ;
(d) FallsV =V°CY, soistU:= f~YV) offen in X.
(Ohne Beweis)
Korollar 11.27. FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und f: X — R eine Abbildung. (1o video:
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: resicslliess
11.26.
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(a) f ist stetig auf X;

(b) Die Menge {ZB €eX : f(o)< c} = {1 ((—oo,c)) ist fir alle ¢ € R offen in X;

(¢) Die Menge {ZB €eX : f(z)> c} = {1 ((c, oo)) ist fir alle ¢ € R offen in X;
(d) Die Menge {:17 €eX : f(x) < c} = f‘l((—oo,c]) ist fir alle ¢ € R abgeschlossen in
X,

)

(e) Die Menge {x eX : f(x) > c} = f_l<[c, oo)) ist fiir alle ¢ € R abgeschlossen in
X.

Insbesondere gilt:

f st stetig auf X

= Alle Niveaumengen {z €eX : f(x)= c}, c € R, sind abgeschlossen in X.

Beweisskizze. Es sei ¢ € R. Die Mengen (—o0, ¢) und (¢, 00) sind offensichtlich offen in R,
wahrend (—oo, c] und [¢, 00) in R abgeschlossen sind. Wenn nun f stetig ist — es gilt also
(a) —, so sind fiir alle ¢ € R nach Satz 11.26

. f_1<(—0070)> und f‘l((c, oo)) offen in X sowie
o f ((—007 C]) und f_l([c, oo)) abgeschlossen in X.
Die andere Richtung der Aquivalenz ist aufwindiger zu zeigen. O]

Bisher haben wir uns Aussagen angeschaut, die sich auf die Urbilder f~!(B) einer Funktion
f: X =Y, BCY, bezogen haben. Nun folgt eine Aussage, die sich auf Bilder f(A),
A C X, der Funktion bezieht.

Satz 11.28. FEs seien (X,dx) und (Y, dy) metrischer Riume, f: X — Y eine stetige
Funktion und A C X kompakt in X. Dann ist das Bild f(A) kompakt in'Y .

Beweis. Es sei (yn)nen C f(A) eine Folge. Dann existiert eine Folge (a,), C A mit
f(a,) =y, fur alle n € N. Da A nach Voraussetzung kompakt ist, existiert eine Teilfolge
(@ny)pen C (an) und ein a € A mit

Jim o =

Da f ebenfalls nach Voraussetzung stetig ist, gilt zusatzlich
lim £ (a,,) = f(a) € F(A)
—00

Also besitzt die Folge (y,), eine Teilfolge (yn,),, die gegen einen Punkt f(a) € f(A)
konvergiert — f(A) ist damit kompakt. ]
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Nun folgt ein wichtiger Spezialfall:

Korollar 11.29. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X kompakt und f: X — R
eine stetige Funktion. Dann existieren x_,x, € A, so dass

VeeA: flro) < flz) < f(zy),
genauer gesagt

max f(@) = f(@2) und miy f(z) = f(z-),

z€EA

Die Funktion f nimmt auf jeder kompakten Teilmenge sein Minimum und Mazimum

an. J

Beweis. Es sei A C X kompakt. Nach Satz 11.28 ist dann f(A) kompakt in R. Nach
Satz 11.19 ist f(A) also abgeschlossen und beschrénkt. Nach Definition 3.1 aus der
Vorlesung zur Analysis I (Lehramt) besitzt dann f(A) ein Minimum und ein Maximum. [

Definition 11.30. Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Raume, zy € X ein Hau-
fungspunkt von X und f: X \ {z¢} — Y eine Abbildung. Existiert ein ¢ € Y, so dass

YV (2n)neny C X \ {zo} mit lim 2, = 2 gilt lim flzn) = ¢,
so besitzt f in xy den Grenzwert c. Man schreibt auch

lim f(z) =c oder f(z) — c

T—T0 T—T0
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11.28.

Im Video:
Def.
11.29.

|LINK: TEIL 1 DER 16. VORLESUNG vVOM 08.06.2022

Eine aquivalente Umformulierung lautet: Ist die Fortsetzung

c fir z = xq,

F: X =Y, z— F(x):= {f(g;) const

der Funktion f von X \ {xo} auf X stetig, so hat f den Limes ¢ in x.

Ist xg kein Haufungspunkt von X, so ist jede Fortsetzung F' von f stetig in z.
Ahnlich wie in R gilt:

Satz 11.31. FEs seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume, X kompakt und f: X —Y
eine stetige Funktion. Dann gelten:

(a) f ist sogar gleichmdfig stetig;
(b) Falls f bijektiv ist, so ist f~1:Y — X stetig auf Y.
Beweis.

(a) Der Beweis erfolgt analog wie in R, siehe dazu den Beweis von Lemma 14.14 des
Skripts aus der Vorlesung zur Analysis I (Lehramt).

(b) Es sei yp € Y beliebig.
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Behauptung. Die Umkehrabbildung f~! ist stetig in .

Beweis der Behauptung. Es sei (Yn)neny C Y eine Folge mit y, = Yo Setze nun

Ty = fy,) und x0:= f'(v0).

Wegen der Bijektivitidt von f sind die Ausdriicke wohldefiniert, es gilt also zo € X
sowie x,, € X fur alle n € N. Da nach Voraussetzung X kompakt ist, existiert eine
Teilfolge (2n, )y C (%) C X mit

lim z,, = 2.

k—o0

Aufgrund der Stetigkeit von f und wegen ,, —2 0 folgt dann

f(@) = lim f(zn,) = lm y,, =yo = f(zo),

k—o0

also T = z¢, da f insbesondere injektiv ist.

Konvergiert aber die ganze Folge (x,) gegen den Grenzwert 37 Falls dies nicht der
Fall ist, so existiert ein € > 0 und eine (andere) Teilfolge (:L‘n]) e () mit
j

d(a:nj,xo) >¢ fiurjeN.

Wegen der Kompaktheit von X existiert dann eine Teilteilfolge (:L‘njl) C (a:nj) , die
J

IEN
gegen einen Punkt 2’ € X konvergiert. Wie oben folgt dann ' = xy, im Widerspruch
zu
d(mnjl,xg) >¢e¢ VieN.
Also gilt
LG, Tn = Zo
und £~ ist stetig in .
Da 3y € Y beliebig gewdhlt ist, ist f~! stetig auf ganz Y. m
Definition 11.32. ——
(a) Es sei (X,d) ein metrischer Raum und I C R ein Intervall. Eine stetige Abbildung ]13162'1

~v: I — X heifit dann Weg und die Bildmenge (1) C X bezeichnet wir als Spur

bzw. Bahn von ~.

(b) Ein metrischer Raum (X, d) heifit wegzusammenhdingend, falls es zu beliebigen
Punkten z,y € X einen Weg ~: [0, 1] — X mit

70) =2z und (1) =y
gibt. Dann heiflen = Anfangspunkt von v und y Endpunkt von ~.
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11 KONVERGENZ UND STETIGKEIT IN METRISCHEN RAUMEN

(c¢) Eine Teilmenge U C X heifit Gebiet, falls U offen und wegzusammenhéngend ist.

(d) Essei V ein Vektorraum iiber R und M C V. Dann heifit M konvez, falls

Ve,ye M, Vtel0,1]: t-x+(1—1t)-ye€ M.

Beispiel 11.33.

Im Video:
(a) Jede konvexe Teilmenge M C V = X ist wegzusammenhéngend. iei::’id
(b) In einem metrischen Raum (V,d) ist nicht jeder offene Ball B.(zy) C V, ¢ >
0, wegzusammenhéngend: Betrachte dazu die Menge V' = R mit dem Abstand
d(z,y) = | — y|. Dann ist (R,d) ein metrischer Raum, ebenso (X,d) fir X =
(—00,0) U (0,00) C R. Aber der ,Ball“
By(l)={zeX : [z -1 <2} =(-1,00U(0,3)
ist nicht wegzusammenhangend.
Um den Wegzusammenhang sicherzustellen ist ein normierter Raum notwendig,
genauer: Jeder offene Ball B.(zy) C V, € > 0 in einem normierten Raum (V.|| - ||)
ist wegzusammenhéngend, da B.(z() dann konvex ist.
(c) Jeder Untervektorraum von V ist konvex.
(d) Fir M C R gilt:
M ist wegzusammenhéngend < M ist ein Intervall <& M ist konvex.
(e) Die Menge
A= {(wy) €R « Jy| < o]}
ist nicht wegzusammenhéingend, da (0,0) ¢ A ist. Fir + = (—1,0) € A und
y = (1,0) € A existiert beispielsweise kein Weg ~: [0,1] — A.
Satz 11.34. FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, f: X — Y eine stetige [T video:
Funktion und M C X wegzusammenhdngend. Dann gelten: Satz
11.33.

(a) Die Bildmenge f(M) CY ist wegzusammenhdngend;

(b) (Zwischenwertsatz)
Gilt insbesondere Y =R, so ist f(M) C R ein Intervall.

-

FEine wegzusammenhdngende Menge kann durch eine stetige Funktion f nicht aus-
einandergerissen werden. N
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Beweis. Es seien y,y' € f(M) beliebig. Dann existieren z, 2’ € M mit
y=f(z) und y = f(2).
Da M nach Voraussetzung wegzusammenhéngend ist, existiert ein Weg ~: [0,1] — M mit
v(0) =2 und ~(1)=2a".
Die Verkettung o = fov:[0,1] — f(X) C Y ist dann ebenfalls ein Weg und erfillt
0(0) = f(7(0)) = f(x) =y und o(1) = f(v(1)) = f(2') = /.

Also ist das Bild f(M) wegzusammenhangend. O

12 Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen meh-
rerer Variablen

|LINK: TEIL 2 DER 16. VORLESUNG VOM 08.06.2022 |

Definition 12.1. Es sei D C R" offen, f: D — R™ eine Funktion und a = (a4, ..., a,) €
D. Fiur k € {1,...,n} heiit f dann

o partiell differenzierbar in a nach den Variablen xy, falls der Limes

f(ala"'7ak717ak+h7&k+17"'7an>_f<a)

(D;J)(a) ::}Liifg) n
o ot b~ (0
h—0 h

existiert. Dann heif3t (Dkf) (a) € R™ partielle Ableitung von f in a nach x; und
wird auch mit

Dif@), s f@) (3)@ wd (21)a)

bezeichnet;

o partiell differenzierbar nach x) (in D), falls f fir alle a € D partiell differenzierbar
in a nach zy ist. In diesem Fall definiert a — (Dk f) (a) eine Abbildung

for = (Dif): D> R™
und wird partielle Ableitung von f nach x; genannt.

Die Funktion f heifit dann partiell differenzierbar (in D), falls f fir alle k € {1,...,n}
und alle a € D partiell differenzierbar in a nach x, ist.
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12 PARTIELLE DIFFERENZIERBARKEIT VON FUNKTIONEN MEHRERER
VARIABLEN

=
Beachte: Der Begriff | Partielle Ableitung®“ kann einen Vektor (Dk f) (a) oder eine

Abbildung (Dk f) meinen.
_

Beispiel. Fir n = 2 und m = 1 haben wir

Or (0, 0) = (D1f) (0, 90) = ngC(xO’ Yo) = lim flwo + h’%})l — f (o, %0)

und

0, f(z0,90) := (Daf) (o, y0) = g;(%’%) ~ lim f (@0, 90 + hlz ~ f(@0,90)

Man erkennt daran die Idee hinter dem partiellen Ableiten: Man betrachtet die xj-
Koordinate als variabel, alle anderen (n — 1) Koordinaten als ,eingefroren bzw. fixiert
und wendet dann die Definition aus der Analysis I (Lehramt) an.

Beispiel 12.2.

(a) Gegeben sei die Funktion

T
f:R* =R, (y) — 2% - sin(yz).

Dann gilt

(le) (x,y,2) =2z - sin(yz),

<8yf) (z,y,2) =% cos(yz) - z = (Dgf) (x,y, 2),

0
O w2y =2 cos(y2) -

(b) Wir betrachten die Abbildung

X1

1
rR"—=>R, z=]|": r—>||x||2:<2xf>

T i=1

Firx #0und k € {1,...,n} gilt

N|=

o, . 1(& L) Tk T

lzllz ()

Man bemerke, dass x; fiir alle j # k eine Konstante beziiglich xj, ist.
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(c) Essei f:[0,00) — R differenzierbar und r wie in Teil (b). Dann heifit die Funktion
g=for:R"—=R
rotationssymmetrisch. Fir © # 0 und k € {1,...,n} gilt dann

(Des) ) = gorte) = £ (1) - ) = £ () - 55 = - £r@)

Man bemerke, dass wir fiir das zweite Gleichheitszeichen die Kettenregel
angewandt haben (Beweis als Ubung). Die formale Argumentation lautet:
dg ) I(for) Or(x)
x) = :
Oxy, or(x)  Oxy

Den Beweis in einem allgemeineren Kontext behandeln wir spéater.

|

Anzumerken ist, dass die partielle Differenzierbarkeit keine starke Figenschaft ist. Es gilt
insbesondere
Partielle Differenzierbarkeit ~#  Stetigkeit.

Beispiel 12.3. Wir betrachten die Funktion

FRP SR, @ . { fiir (z,y) # (0,0),

0 sonst.

In Beispiel 11.25 (d) haben wir bereits gezeigt, dass f nicht stetig in (0,0) ist. Aber
tatsachlich ist f partiell differenzierbar auf R?: Fir (z,y) # (0,0) ergibt sich

(0uf ) (2, y) = y (22 +y?) —ay- (22)  y- (P —2?)

(22 +y?)? (a4 y?)?
und (o 2)
- (zt =y
(ayf)(x,y) = W
Da

f(2,0)=0=f(0,y) Vz,yeR
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gilt, haben wir entlang der beiden Koordinatenachsen eine konstante Funktion. Damit
sind in (0, 0) beide partielle Ableitungen gleich Null:

Also ist f partiell differenzierbar auf R2.

-
Beachte: Fiir x # 0 # y sind

3 1’3

Y 1 1
fx(oay):EIQ und fy(xvo)zgzg

beides unbeschrénkte Funktionen auf jedem BE((O, 0)) \ {(0,0)}, e > 0. Tatsachlich
ist dies das einzige, was schiefgehen kann.

|

Satz 12.4. Es sei D C R"™ offen, f: D — R™ partiell differenzierbar in D und fiir jedes
ke {l,...,n} die partielle Ableitung

Oxf :=Drf: D—R™
beschrinkt, d.h. die Bildmenge fip(D) C R™ ist beschrankt. Dann ist [ stetig auf D.
Beweis. Nach Satz 11.24 ist
f=0U1,- s fm): D—>R"
genau dann stetig, wenn fiur j € {1,...m} jede Koordinatenfunktion
fi:D—=R

stetig ist. Also reicht es aus, im Folgenden nur den Fall m = 1 zu betrachten. Da D nach
Voraussetzung offen ist, existiert zu jedem x € D ein § > 0 mit

Wegen ||z|l2 < /12|l (vel. Beispiel 10.2 (d)) gilt dann
{yeR" : Jz—ylw<dfc{yeR : |o—yla<vn-d}CD.

Es sei nun h = (hy,..., hy,) € R" mit ||h]|w < d. Furl € {0,1,2,...,n} setzen wir dann
l
U=z 4 > hi-e
i=1

Dabei gilt
20 =2 und 2™ =2+ h.
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13 PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE

Dabei unterscheiden sich 2z und 2~ nur in der I-ten Koordinate, aber liegen alle in
B /zs5(x). Insbesondere gilt

n

flx+h)—flz)=) (f(z(l)) _ f(Z(l_l))>.

=1
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in R (vgl. Satz 12.4 aus dem Skript der
Vorlesung zur Analysis I (Lehramt)) existiert dann ein £0) € {z(l_l), z(l)} furl € {1,...,n},

so dass
n

fla+h) - f@) =) (f(z(”) - f(z“”)) _

=1

(Duf) (D) - .

1

n
=
Fir ¢ := Y, [|[Dif]le < 0o und wegen

Iy < miax || = |2l
folgt dann
[f(x+h) = f(z)] <c-[|hllo < cllhl]2.
Damit ist f sogar Lipschitz-stetig auf D, insbesondere also stetig. O]

|LINK: TEIL 1 DER 17. VORLESUNG VvOM 09.06.2022

13 Parameterabhangige Integrale

Notation. Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume sowie f: X x Y — R™ eine
Funktion. Fiir ein beliebiges, aber festes x € X setzen wir f,(y) = f(z,y). Damit haben
wir eine Funktion

fe: Y = R™

definiert. Fiir ein beliebiges, aber festes y € Y setzen wir ebenso f¥(x) = f(x,y) und

definieren damit eine Abbildung
fY: X - R™

Hiaufig sind X ¢ R” und Y C R? fiir n,d € N. Dies begegnete uns schon im Kontext der
(a) partiellen Stetigkeit, in der wir fiir die Funktion

f:R2 3R, @) . {xfny fiir (z,y) # (0,0),

0 sonst,

gesehen haben, dass f,: R — R und f¥: R — R stetig fiir alle z,y € R sind, aber
f: R? — R nicht;

(b) partiellen Ableitung: Ist f: R™ — R™ gegeben und eine Koordinate k € {1,2,...,n}
ausgewahlt, so kann man

n-mal

RP=RxRx..x R x..R=:XxY
—

DT
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13 PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE

schreiben, wobei X = R"! und Y = R. Bezeichne nun
A n—1
T = (xl,...,xk,xk+1,...,xn) eR

als einen Vektor, bei dem die k-te Koordinate des Vektors x = (z1,...,2,) € R”
entfernt wurde. Dann ist

fzk(l‘k) = f(xlv e 7xn)
eine Abbildung f;, : R — R™ gemaf der obigen Definition. Die k-te partielle Ablei-
tung (Dk f) (x), auch gekennzeichnet durch

0

~ Oy

0
fa% (xk) = aixkf:frk(xw f(171, S >xn)>

ist dann gerade eine eindimensionale Ableitung (nach zy) bei eingefrorenem &y.

(c) Was nun neu ist: Parameterabhéngige Integrale
Betrachten wir dazu die folgende Idee: Wir wollen tiber eine ausgezeichnete Variable
integrieren, wiahrend die anderen eingefroren und als Parameter betrachtet werden.
Fir a,b € R, a < bsei dazu Y = [a, b] und (X, d) ein metrischer Raum. Sei auBerdem
f: X x[a,b] = K € {R,C} eine Funktion derart, dass fiir jedes x € X die partielle
Abbildung f,: [a,b] — R Riemann-integrierbar (z.B. stetig) ist. Dann ist die Funktion

F:X 5K, F(z):= /ab fuly) dy = /abf(:v,y) dy (PAI)
wohldefiniert. Um diese zu studieren, benotigen wir etwas Vorbereitung.
Lemma 13.1. Es sei (Y,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist
C(Y,K) := {f: Y — K : f ist stetig aufY}

ein normierter Raum beziglich der Norm

[ flloo = sup | f(y)]-
yey

Beweis. Es ist bereits bekannt, dass die Menge C(Y) ein Vektorraum ist beziiglich der
Operationen

(f+y)y) = fly) +g(y) aund (Af)(y) =A-(f(y)), yeY,

ist. Ist auBerdem K = R, so gilt nach Korollar 11.29 die Identitat

sup | f(y)] = max[f(y)| e R V[ e C(Y),
yey ye

da Y kompakt ist. Ist K = C, so muss man

fli Y — R, fl = Re(f),
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13 PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE

fQ:Y%Ra f2:Im<f)7

betrachten. Man wende nun das Obige auf f; und f; an und es folgt

sup | f(y)| < sup | fi(y)| + sup [fa(y)] < oo.

yey yey yey
Also ist || f]leo < oo fiir alle f € C(Y,K). Dass die Norm || - ||« die Normeigenschaften
(N1) bis (N3) erfillt, kann man einfach nachrechnen. O

Satz 13.2. Es seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume, Y kompakt, f: X - Y — K
eine (nicht nur partiell, sondern simultan) stetige Funktion und xo € X. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein § = d(g,x9) > 0, so dass

Vo € Bs(zo),y €Y : |f(z,y) — f(zo,y)| <e.

Dabei sind dx und dy héaufig die von der Norm || - ||2 induzierten Absténde.

]

Beweis. Widerspruchsannahme: Angenommen man findet ein €y > 0 und zu jedem n € N
Punkte z,, € X und y, € Y, so dass

Tp € B%(-’L'O)a aber ‘f(xmyn) - f(x[byn)‘ 2> €9- (*)

Offensichtlich impliziert (%) dann, dass z, =2, Zo- Da Y kompakt ist, existiert dann eine

Teilfolge (Yn, )reny € (Yn)n mit Yy, 7 Yo fir ein yo € Y. Da f (insbesondere) in (z¢, yo)
—00

stetig ist, folgen partielle Stetigkeit

I (20, Yny,) ,H—O>o f(zo,%0)

und echte Stetigkeit
f (Tns Yny) e f(xo, 0)-

Es folgt
)f (xnkv ynk) - f (I0> ynk)

da beide Summanden Nullfolgen sind. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme. [

< S o wme) = £ (o,90) | + | (20 30) = f (20,9, | 2.0,

|LINK: TEIL 2 DER 17. VORLESUNG VOM 09.06.2022 |

Mit fast demselben Beweis folgt diese Umformulierung;:

Satz 13.3. Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume, Y kompakt und f: X xY — K
stetig. Dann ist die Abbildung

o: X - CY), xw— fi,

stetig beziglich der Norm || + ||oo auf C(Y).
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Wenden wir nun Satz 13.2 direkt an:

Korollar 13.4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, a,b € R mita < b und f: X x[a,b] —
K stetig. Dann ist die Funktion F': X — K aus (PAI) stetig.

Beweis. Es sei xg € X und ¢ > 0. Nach Satz 13.2 existiert ein § > 0, so dass

F(.t) = flao,t)| < 7= ¥ € By(ao).y € [a,b].

Fiir alle © € Bs(zg) folgt dann

|F(x) = F(xo)| =

[ (79~ 7o) dy‘

<[ )~ itz @

b
< < / ldy =e.
b—aJa
Also ist F stetig in xq fiir alle zp € X und damit stetig auf ganz X. m

Bei Potenzreihen (Grenzwerte von Summen) untersuchten wir, wann man die Ableitung
in die Reihe hineinziehen darf. Das das Integral ebenfalls ein Grenzwert von Summen ist,
ergibt sich eine Analogie dazu:

Satz 13.5. Es sei Q C R" offen, a,b € R mit a < b und f: Q x [a,b] — K stetig. Fiir
jedes k € {1,...,n} maoge die partielle Ableitung

aT:kf Q% [a,b] = K

existieren und auf ganz Q X [a,b] stetig sein. Dann ist die Funktion F: Q — K wie in
(PAI) partiell differenzierbar aqu und fir x € Q und k € {1,...,n} gilt

(9xk / (%Uk

Beweis. Wir zeigen den Beweis nur fiir den Fall n = 1, es sei also 2 C R ein Intervall.
Seien weiter xg,x € Q mit o # x. Nach der Definition von F(z) in (PAI) gilt dann

Flz) - Flxo) _ / 0 f (0, y) dy /;(f(x’y)_f(%’y) —&ﬁf(wo,y)) dy.

r — Tg T — 2o

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in R (vgl. Satz 12.4 aus dem Skript der
Vorlesung zur Analysis I (Lehramt)) existiert dann ein § = ¢, ,, zwischen x¢ und z derart,

dass
f(x,y) B f(x(by)

r — 2o
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Nach Voraussetzung ist 0, f stetig auf Q x [a, b], wiahrend [a, b] kompakt ist. Somit existiert
nach Satz 13.2 ein 6 > 0, so dass fir alle x € Bs(xo) N Q und y € [a, ] gilt:

€
(0:f) (@) = (0uf)(w0,9)| < 5.
Da & zwischen x und xy liegt, gilt insbesondere £ € Bs(xo) N Q. Fir x € Bs(zg) N Q folgt
dann
F(z)— F(x b b
‘(x)_xO(O) - /a 0o f (o, y) dy| < /a 0 f(€,y) — 0uf(0,y)| dy <&
<bfa
und damit die Behauptung. O]

Beispiel 13.6. Fiir das parameterabhangige Integral

1 o= (1+y?)a? 1 o—y?a?
RBxHF(m)::/eidy:e’“z/ © dy <e ™™
0 0

—_—— L+ y? L+y* 77
=0 <1

gilt nach Satz 13.5 und der Substitutionsregel der Integration fir u := ¢(y) := zy, also
du

=

dy

1 —(1+y?)a?
0. F(x) = F'(x) :/ Oy <e> dy
0

1492

Leite nun auch
Rz G(x):

Il
7 N
h

CDI

e
V)

o,

I
N

no

ab: Wir erhalten mit der Kettenregel

Gx) = .2 ( / "o du) ,
0

107
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also
G'(x) = —F'(z) bzw. (F+G)(z)=F'(x)+G'(z)=0.

Also existiert eine Konstante ¢ € R mit
F(z)+G(zr) =c VzeR

Um ¢ zu bestimmen, setzen wir x = 0 ein und berechnen das resultierende Integral mithilfe
der Substitutionsregel der Integration. Fiir y := ¢(t) := tan(t) beachten wir dabei, dass
W = /(t) = 1+ tan?(t) gilt. AuBerdem gilt
T T
0 =tan(0), 1= tan (4) = arctan(0) =0, arctan(l) = 1

Damit erhalten wir

1
c:F(O)+G(O):/0 T o

arctan(1) 1

Séb
arctan(0) 1+ tanZ(t)

- (1 +tan®(t)) dt = arctan(1) = %

=1
Es gilt also
z 2 2 s
</ eV dy) =G(z) = —— F(z).
0 4

Wegen 0 < F(z) < e folgt dann im Limes z — oco:

) 2 )
</ eV’ dy) =T 0 = / eV’ dy = ﬁ
0 0

4 2

Dies impliziert fiir die Gauf-Fehlerfunktion:

lim erf(z) = 1.

|LINK: TEIL 1 DER 18. VORLESUNG VOM 15.06.2022

Fir v := ¢(u) := —u, also d—z = —1, gilt auBlerdem nach der Substitutionsregel der

d
Integralrechnung, dass

o) —00 0
/ e du = / e (1) dv = / e dv = ﬁ
0 0 —o0 2

Es gilt also
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14 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Definition 14.1. Es sei ) C R” offen.

(a) Eine Funktion f: Q2 — R™ heifit stetig partiell differenzierbar, falls alle partiellen
Ableitungen Dy f, ..., D, f existieren und stetig sind auf €2. Der Raum aller solcher
Funktionen wird mit C'(€, R™) bezeichnet; fiir m = 1 schreibt man schlichtweg
CHQ,R) = CH(N).

Da g :=Dyf, k € {1,...,n}, wieder eine Funktion g: 2 — R™ ist, macht es Sinn, Teil (a)
wieder anzuwenden.

(b) Falls g, € CY(Q,R™) fiir alle k € {1,...,n} gilt, wobei wir g, = D[ setzen, so
nennen wir f zweimal stetig differenzierbar und schreiben f € C?*(Q,R™). Dabei
heiflt

Djgr = DDy f

partielle Ableitung von f zweiter Ordnung (beziglich x), und x;).

(c¢) Fiir d € N definieren wir rekursiv:
CHQ,R™) = {f € CYQR™) : Dpf € CHQUR™), k€ {1,...,n}}
und
C®(Q,R™) := [ CYQ,R™) sowie C%Q)=CYQR").
deN
Eine Funktion f € C%(Q),R™) besitzt also alle partiellen Ableitungen
Dk1Dk2---Dklf> kl,...,k‘ZE{l,...,n},
der Ordnung l € {1,...,d}.
Beispiel 14.2.

(a) Wir betrachten die Funktion
g:R* =R, g(z,y,2) :=x-sin(yz).
Dann gilt:

Dlg(‘x7 Y, Z) = sin(yz),
Dag(,y,2) =z - = - cos(yz),
Dsg(z,y,z) =z - y - cos(yz),

D1Dyg(z,y, z) =0,
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DoDog(z,y,2) = —x - 2 - sin(yz),
DsDsg(x,y, ) = —x - y* - sin(yz),
D1D3sg(x,y, 2) =y - cos(yz),

DsDyg(x,y, z) =y - cos(yz),

DyDsg(z,y, z) =x - cos(yz) — x - yz - sin(yz),

DsDag(z,y, z) =x - cos(yz) — x - yz - sin(yz).

Man beobachtet, dass
Vk,je{1,2,3}: D;Dyg=DiD,g aufQ.
Aber ist das immer so? Dazu betrachten wir das néchste Beispiel:

(b) Gegeben sei die Funktion

2

vyt fiie (,y) # (0,0),

f:R? 5 R, (x,y) — {
0 sonst.

Fir (z,y) # (0,0) gilt dann

Lt OO Cal s Rl et
D —_y .z ]
) =y e (22 +y?)?
_ Y 2 24,2 2 9, 9 9 ) )
= () ) 2y = )

S —

(22 + 12)?
=0 y5 .
= — E = —y.
Analog erhélt man
4 fg202 gt o B
Dofley) =a Lo g

(I‘2 +y2)2 x4
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14 PARTIELLE ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG

Daraus folgt

28 + 9xty? — 92yt — o5
(Z’2 +y2>3

DyDy f(z,y) = = DiDyf(,y).

Fiir z = y gilt insbesondere DyD; f(x,2) = D1Daf(x,2) = 0. Wie sieht es entlang
der Koordinatenachsen aus? Fir z,y € R gilt f(z,0) =0 = f(0,y), insbesondere

Dy(z,0) =0 =Dyf(0,y) und D;(0,0) =0 = Dyf(0,0).

Daraus folgt

fix
Dy(Dof)(0.0) = lmy Dy f(0+ h, of)L —D2f(0,0) _ }}E%);lb _ (h B 0) .
und
fix
Do(DyF)(0°,0) = Jim 2O =DufO0.0) =P =0 _ b p,0.0)

h—0 h h—0 h

Fazit.

o Im Punkt (0,0) stimmen DDy f und DDy f nicht iiberein;
o AuBerdem sind D;Dyf und DyD; f nicht stetig in (0, 0).

Satz 14.3 (von Schwarz). Es sei Q C R™ offen, f € CY(Q,R™) und k,j € {1,...,n} fiz.
Es sei auflerdem D;Dy f eine auf S stetige Funktion. Dann ist auch DiD;f wohldefiniert
sowie stetig und es gilt

Insbesondere gilt (x) fir alle f € C*(Q,R™).

|LINK: TEIL 2 DER 18. VORLESUNG VOM 15.06.2022

Ein nttzliches Werkzeug fiir den Beweis, aber auch allgemein hilfreich, ist die folgende

Beobachtung 14.4. Es sei 2 C R” offen, f = (f1,..., fm): € — R™ eine Funktion,
a € Qund d € Ny sowie k € {1,...,n}. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist genau dann partiell differenzierbar in a beztiglich x, wenn f; fiir alle [ €
{1,...,m} partiell differenzierbar ist in a beziiglich zy;

(b) Es gilt

Dif € C*(QLR™) <  Di(f) € CMQR™) Vie{l,...,m}.

Beweis.
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14 PARTIELLE ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG

(a) f ist nach Definition partiell differenzierbar in a € Q beziiglich z, falls ein Vektor
b € R™ existiert mit

fim = (f(a+ heg) — f(a)) = b

In diesem Fall schreiben wir b =: (Dyf)(a). Nach Lemma 11.2 (e) ist dies genau
dann der Fall, wenn by, ..., b, € R existieren mit b = (b, ...,b,,) € R™ und

o1
vie{l,...,m}: }lg%ﬁ(fl(a%— hex) = fi(a)) — b = 0.
Und dies ist dquivalent dazu, dass f; fir alle [ € {1,..., m} partiell differenzierbar

ist in a beziiglich xy.

(b) Wende nun ganz analog wie in Teil (a) das Lemma 11.2 (e) an, um die Stetigkeit der
vektorwertigen Funktion Dy f: €2 — R™ durch die Stetigkeit aller Koordinatenfunk-
tionen Dy fi1,...,Difin: €2 — R zu charakterisieren. O

Beweis von Satz 14.3. Nach der Beobachtung 14.4 reicht es aus, nur den Fall m =1 zu
betrachten. Da in der Aussage nur zwei Variablen xj und z;, k,j € {1,...,n}, involviert
sind, kann man die restlichen Variablen einfrieren und die Funktion

g:R* =R, gz, z;) = f(z1,29,. .., 20)

betrachten. Es reicht also aus, den Satz nur fiir den Fall n = 2 zu zeigen. Der Fall j =k
ist trivial, denn es gilt offensichtlich

Wir betrachten nun den Fall j # k. Dazu beweisen wir (x) unter der stirkeren Annahme,
dass f € C%(Q,R). Es bleibt also fiir einen beliebigen Punkt (x¢, ) €  C R? zu zeigen,
dass

DDy f(20,%0) = D2D1 f(0, yo)-

Durch eine globale Verschiebung des Koordinatensystems diirfen wir sogar annehmen, dass
der Punkt (zo,y0) = (0,0) ist.

Idee: Stelle den relevanten Differenzenquotienten zweiter Ordnung auf zwei Weisen
dar und bilde anschliefend den Grenzwert.

]

Fiir beliebige s,t,r > 0 definieren wir
g(T) = f(rv t) - f(ra O) = g/(T) = le(T7 t) - le(’f’, 0)7

und
As,t) = (f(s,0) = f(0,8)) = (f(5,0) = £(0,0)).
Wir erhalten

A(s,t) = (f(s,8) = f(5,0)) = (£(0,8) = £(0,0)) = g(s) — g(0).
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15 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vgl. Satz 12.4 aus dem Skript der
Vorlesung zur Analysis I (Lehramt)) existiert dann ein £ € (0, s) mit

A(s,t) = g'(§) - (s — 0) = s(D1 £(€,1) — D1 £(£,0)).
Fir h(r) := Dy f(§,r), also h/(r) = DaDy f(€, 7), erhalten wir

A(s,t) = s+ (h(t) = h(0)).

Nach erneuter Anwendung des Mittelwertsatzes existiert dann ein n € (0,t), so dass

Alst) = s (W(n) - (t=0) = st DaDi f(€1).

Dasselbe Vorgehen kénnen wir auch auf die anderen Darstellungen von A anwenden und
erhalten analog:

A(s,t) = (f(s,)=£(0,£))=(f(5,0)=£(0,0)) = ... = st:DiDaf(§,7) mit &€ (0,5),7 € (0,1).

Nun dividieren wir die Ausdriicke durch s > 0 und ¢ > 0 und erhalten

D2D1f(£,77) = D1D2f(57 ﬁ)

Der Grenzitbergang s — 0,t — 0 impliziert auBerdem &, 7, &, 7 — 0. Wegen f € C?*(Q,R)

folgt dann
D2D1f(07 0) = D1D2(07 0)- [

15 Differenzierbare Funktionen
Zur Motivation formulieren wir die Differenzierbarkeit einer Funktion einer Verdnderlichen
um:

Lemma 15.1. Es seien a,b € R mit a < b. Fine Funktion f: (a,b) — R ist genau
dann differenzierbar im Punkt xo € (a,b), wenn ein |l € R, ein € > 0 und eine Funktion
p: (xg —e,20 + €) = R existieren, so dass fir h € (xg — e,z + €) Folgendes gilt:

f(xo+h) = f(zo) +1-h+p(h)

und

h—0 h

-
Lp(h) geht schneller gegen Null als h.“

Wie bei der Taylorformel sehen wir, dass in diesem Fall der Zuwachs

f(wo +h) = f(x0)

bis auf einen Fehlerterm p(h) gut durch die lineare Funktion h + [ - h approximiert wird.
Die Forderung der Existenz einer solchen linearen Approximation ist im mehrdimensionalen
Fall der richtige Differenzierbarkeitsbegriff.
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15 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Definition 15.2. Es sei 2 C R™ offen und a € 2. Eine Funktion f: Q@ — R™ heifit (total)
differenzierbar im Punkt a, falls es eine lineare Abbildung L: R™ — R™ und ein ¢ > 0 gibt,
so dass fiir

p(h):= fla+h)—f(a)—L-h, he Ba),
die folgende Eigenschaft erfiillt ist:

lp(h)|| = o(]|h]]) fixr h— 0, dh. }{i_r)rgln}ll”(f(a—l—h)—f(a)—L-h):O. (%)

€RrRm™

Dann bezeichnen wir L als Darstellungsmatrix von (Df)(a) = Df(a) und nennen es
Ableitung von f in a. Wir schreiben insbesondere (Df(a)) (h) =Df(a) - h.

Es ist anzumerken, dass wir hier nur Existenz verlangen und keine Eindeutigkeit!

|LINK: TEIL 1 DER 19. VORLESUNG VOM 22.06.2022

Erinnerung. Jede lineare Abbildung L: R" — R™ ist Lipschitz-stetig und besitzt eine
Darstellungsmatrix A € R™*™ beztiglich der Standardbasen.

Bemerkung 15.3.
(a) Mit z = a + h ist (%) aquivalent zu

1f(z) = fla) = L-(z—a)||=o(|z—al) firz— a.

(b) Mit f = (f1,..., fm): R" = R™ und einer reellen Matrix C' = (¢;;) € R™*" ist

fila+h) — fi(a) — icjkhk, jed{l,...,m},
k=1

——
=(C-h);

gerade die j-te Komponentenfunktion von
fla+h)—f(a)—C-h.
Dabei bezeichnet (C' - h); die j-te Komponente von Ch € R™.

Fazit. Die Funktion f: R"™ — R™ ist genau dann total differenzierbar in a, wenn f;
fur alle j € {1,...,m} total differenzierbar in a ist. Dabei entspricht D f;(a) gerade
der j-ten Komponentenfunktion von Df(a).

(c) Esseim =1, I CR ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion. f ist genau
dann total differenzierbar in a € I, wenn f’(a) existiert. In diesem Fall ist D f(a)
gegeben durch

(Df(a))(h) = f'(a)-h Y, heR.
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Beispiel 15.4.

(a)

Es sei T: R® — R™ linear und ¢ € R™. Wir definieren f: R” — R™ durch
f(z) =c+T(x),
f ist also eine affin-lineare Abbildung. Fiir a, h € R™ gilt dann

fla+h)=c+ T(a+h) = f(a) + T(h),

ZT(a)+T(h)

also
p(h) := fla+h) = fla) = T(h) = 0.
Damit ist f (total) differenzierbar in @ mit Df(a) = T.

Es sei A € R™" eine quadratische Matrix und f: R® — R definiert durch
f(z):=(z, Az), x€R"
Fir a, h € R” gilt dann
fla+h)=(a+h, A (a+h))

=(a,ATh)
=(a,A-a)+ (h, Aa) +(a, Ah) + (h, Ah)

=f(a) + (a, (AT + A)h) + p(h),  p(h) := (h, Ah).
Mit Cauchy-Schwarz folgt dabei, dass
()] < [[R]] - | AR,

und insbesondere
[p(h)]|

7]

da A die Darstellungsmatrix einer linearen, und damit Lipschitz-stetigen, Funkion
ist. Es gilt also

< 4] — 0,

lp(R) [} = o([[]).

Damit ist f (total) differenzierbar in a mit

(Df(a))(h) = (a, (AT + A)h) VheR", also Df(a) = (a(AT+ A).).
Ist speziell A = I,, die Einheitsmatrix, so ist f(z) = (z,z) = ||z]|> und Df(a) =
2(a,-).
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15 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Satz 15.5. Es seien Q C R" offen und f = (f1,..., fm): Q@ —= R™ (total) differenzierbar
in a € ). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist stetig in a;

(b) Fiir jedes v € R"™ gilt

(DF(@) (@) =lim - (Fla+1-v) ~ f(@).

Insbesondere ist f partiell differenzierbar in a beziglich xj, wobei
Dif(a) = (Df(a))(ex), ke {l,...,n}.
Auferdem ist Df(a) eindeutig bestimmdt.

Beweis.

(a) Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt f(a+h) = f(a) + (Df(a)) (h) + p(h) mit

Il
Rl s

Insbesondere gilt ||p(h)|| = ||| - Hﬂ(:")” — 0. Da auch H(Df(a))(h)” — 0 gilt, folgt

fla+h) — f(a).
d.h. f ist stetig in a.

(b) Fir v =0 € R" ist die Aussage klar. Es sei also v # 0. Mit h =t - v,t € R, folgt aus
der Differenzierbarkeit von f, dass

a+ o) — fla a+tv) — f(a) — (Df(a))(tv
Pi% 1( +tt) f( )—(Df(a))(v) :%LT% Hf( + tv) f(thJ“ ( I ))( )HHUH

=0.

Mit der speziellen Wahl v = e, k € {1,...,n}, gilt also nach der Definition der
partiellen Differenzierbarkeit:

f(a + tek) - f(a) Déf- Dkf(a)

(Df(a))(ex) = lim

t—0 t

Damit ist D f(a) eindeutig durch die Wirkung auf den Basisvektoren e, festgelegt. []
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|LINK: TEIL 2 DER 19. VORLESUNG VOM 22.06.2022

-
Wir haben gesehen, dass (Dk f (a)) (ex) = D f(a). Komponentenweise ausgelesen

heifit das dann (vgl. Bemerkung 15.3 (b)):

Difi(a) = (Dfj(a))(ex), Vke{l,...,n},de{l,....,m}. }

Ist f also (total) differenzierbar in a, so wird D f(a) beziiglich der Standardbasen durch
die (m x n)-Matrix

Difi(a) Dafi(a) --- Dufi(a)

Dif2(a) Dafa(a) -+ Dnfa(a)

Difm(a) Dafm(a) --- Dnfm(a)
dargestellt. Diese Matrix heifit Fundamentalmatriz oder Jacobi-Matriz von f in a und
wird mit J;(a) bezeichnet. Es gilt dann (Df(a))(h) = J¢(a) - h.

Beachte: Fiir m = 1 ist J¢(a) eine (1 x n)-Matrix (Zeilenvektor) und fiir n = 1 eine
(m x 1)-Matrix (Spaltenvektor). Dazu kann man die folgende Merkregel mitnehmen:
Fiir jede Komponentenfunktion von f je eine Zeile. N

Achtung. Aus der Existenz der partiellen Ableitungen von f kann man nicht auf die
(totale) Differenzierbarkeit von f schlieffen, obwohl man die Jacobi-Matrix bilden kann!
Dazu betrachten wir die Funktion f wie in Beispiel 12.3, definiert durch

i (2,y) # (0,0),

Hier existieren die partiellen Ableitungen auf R?, aber f ist in (0, 0) sogar unstetig. Hier
sind die partiellen Ableitungen in keiner Umgebung von (0,0) beschrénkt.

Aber auch die Beschrénktheit der partiellen Ableitungen gentigt nicht fiir (totale) Diffe-
renzierbarkeit:

Beispiel 15.6. Wir betrachten die Funktion

.sz

. R2 ) x2+y? fir (‘T’y) 7é (0’0)7
¢ R =R glny) = {0 ' fiir (z,y) = (0,0).

Hier gilt D1g(0,0) = 0 = D;y¢(0,0) und

20y’ (2 )

Dig(z,y) = ( und  Dag(z,y) = WA (z,y) # (0,0).

xr2 + y2)2
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Dabei ist

eyl o s
gt g S md Dagley) < <1

D - .
‘ 1g(I,y)‘ x2+y2 [L‘2—|—y2 =

Insbesondere ist g stetig. Ferner erhalten wir J,(0,0) = (0,0). Wére ¢ in (0, 0) differenzier-
bar, so miisste also Dg(0,0) = 0: R? — R die Nullabbildung sein, also

_ =0
=0
9(z.y) = 90,0 = (Dg0.0)(@y) _ glay) 2%
()| 1@l (22 +42)% @)=00)

Fir y = x > 0 haben wir aber

g(x,x) 1 1

=~ — 5 #0
la) 2 b2t 7

was ein Widerspruch ist. Also ist f nicht differenzierbar in (0,0). Dennoch existiert fiir
alle v = (vy,v9) # (0,0) der Grenzwert

lim g(tv) — ¢(0,0) ) 3020y Vi,

t—0 t t—0 t3(v% + U%) U% + U%'

Definition 15.7. Es sei (2 C R" offen, f: 0 — R™ eine Abbildung, a € {2 und v € R".
Existiert der Grenzwert

so heifit D, f(a) € R™ die Richtungsableitung von f in a in Richtung v. Man schreibt auch

D.f(@) = G- = 0. (o)

Speziell fiir v = ey, k € {1,...,n}, erhalten wir wieder die k-te partielle Ableitung von f
in a: D,, f(a) =Dy f(a).

Satz 15.5 besagt insbesondere: Falls f differenzierbar ist in a € €, so existiert die Rich-
tungsableitung von f in jede Richtung v € R", und es gilt

D, f(a) = (Df(@))(v) = Jy(a) - v.

In Beispiel 15.6 haben wir gesehen, dass aus der Existenz aller Richtungsableitungen
noch keine Differenzierbarkeit von f folgt. In dem Beispiel ist auch die Eigenschaft
D,f(0,0) = J;(0,0) - v nicht erfiillt: Es gilt namlich

vivy

J¢(0,0) = (0,0), aber D,f(0,0)= 5 7 0 filr vy # 0,03 # 0.

v? + v2

|LINK: TEIL 1 DER 20. VORLESUNG VOM 29.06.2022 |

Aber selbst die Giltigkeit von D, f(a) = J¢(a) - v fiir alle v € R™ garantiert noch keine
(totale) Differenzierbarkeit:
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Beispiel 15.8. Gegeben sei die Funktion

oy’ g 0.0
5 R R <x,ym{x2+ya i (@.9) # (0.0),
0 sonst.

Fir (z,y) # (0,0) gilt dann

6 2 2 _ 6
y -z 9y Ty

Dig(z,y) = y* - ( und  Dag(z,y) = 3zy” - m-

AuBerdem gilt g(z,0) =0 = ¢(0,y) fir alle z,y € R\ {0} und es folgt
D1¢(0,0) = 0 = Dyg(0,0).
Also ist g partiell differenzierbar auf R? und es gilt

J5(0,0) = (D1g(0,0) Dag(0,0)) = (0 0).

Bei der Definition von J, gehen nur die partiellen Ableitungen ein.

]

Wir berechnen nun nur die Richtungsableitung in (0,0). Fiir v = (v, v;) € R? gilt dann

0,9(0,0) =i - (9(tv) — 4(0,0))

1 tt. vlvg’
=lim-+ ———
t—=0 ¢ tQ'Ul—f—tG'UQ
(15.1)
t- v
=lim v _ 0
(15.2
=7,(0,0) - v. (x
Aber fiir y > 0 ist g(y°,y) = 5252 = %, insbesondere

1
. 3 _ T
limg(y”,y) = 5.

Also ist ¢ nicht stetig in (0,0) und nach Satz 15.5 auch nicht differenzierbar in (0,0). Es
reicht nicht, sich den Punkt (0,0) nur entlang von den Koordinatenachsen anzunéhern,
auch nicht entlang von beliebigen Geraden. Man muss auch Kurven betrachten.

Ubung: Aber auch Stetigkeit in (0,0) zusammen mit (x) garantiert nicht (totale)
Differenzierbarkeit. N
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Definition 15.9. Es sei (2 C R” offen, a € 2 und f: Q — R partiell differenzierbar in a.
Dann wird durch
D, f(a)

T
grad f(a) == (Jp(a)) = |
D, f(a)

der Gradient von f in a gekennzeichnet. Ist f sogar auf ganz ) partiell differenzierbar, so
definiert der Gradient eine Abbildung

grad: Q — R",
die auch als Gradient(enfeld) bezeichnet wird. Oft schreibt man auch
Vf=grad f
mit dem Nabla-Symbol ,,V*.

Ist f in a € Q differenzierbar, so ist w = grad f(a) der eindeutige Vektor in R™, der

(w,v) = Jp(a) -v = (Df(a))(v) = 0, f(a)

fir alle v € R” erfiillt. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert aulerdem

— [lgrad f(a)[| - [[o]| < (grad f(a),v) < [|grad f(a)]| - [[]. (xx)

Eine Gleichheit tritt nur auf, falls grad f(a) und v linear abhéngig sind. Im Fall J¢(a) #
0 € R gibt es dann genau einen normierten Vektor v € R”, fiir den

9y f(a) = (grad f(a),v) = || grad f(a)] - M = || grad f(a)]

gilt, d.h. fiir den die Richtungsableitung den maximal moglichen Wert in (X x) annimmt.

Dies ist der Vektor ]

————— - grad f(a).
[erad flay) &4/
Der Ausdruck ist wohldefiniert, da aufgrund J¢(a) # 0 die obige Division erlaubt ist.

UV = Umax -—

Der Gradient von f zeigt in die Richtung des stiarksten Anstiegs und seine Norm
beschreibt die Starke des Anstiegs. N

Nach all den Beispielen, wo (totale) Differenzierbarkeit nicht sichergestellt werden konnte,
gibt es nun einen Hoffnungsschimmer: Der folgende Satz beschreibt namlich, in welchem
Fall (totale) Differenzierbarkeit garantiert ist.

Satz 15.10. Es sei 2 C R™ offen, f: Q2 — R™ partiell differenzierbar auf 2 und a € Q.
Die partielle Ableitung D, f: Q — R™ sei auflerdem stetig in a fir alle l € {1,...,n}.
Dann ist f auch (total) differenzierbar in a.
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Beweis. Fiir den Beweis gehen wir dhnlich vor wie in Satz 12.4. Wie dort reicht es hier
aus, den Fall m = 1 zu betrachten. Zu h € R* und [ € {1,...,n} setze nun

I
2V =qa+ > hjej, also 20 =¢ und 2™ =a+nh.
=1

Die Menge [z(l_l), z(l)} ist ein Intervall, das parallel zur [-ten Koordinatenachse liegt.

|LINK: TEIL 2 DER 20. VORLESUNG VOM 29.06.2022 |

Indem wir jeweils (n — 1) Koordinaten eingefroren und auf die einzige variable Koordinate
den Mittelwertsatz 12.4 aus der Analysis I (Lehramt) anwenden, erhalten wir die Existenz
von £0) ¢ [2(0), z(l)} R IO [z(lfl),z(l)} mit

fla+h) — i( D)) = Zszf(l

=1

Wir setzen

En: (sz le(a)) -h

=1
und erhalten

flath) - V_Zle b+ p(h) = (DF(@) (k) + p(h).

Fir h — 0 schrumpfen alle Intervalle { (=1 z(l)} zu einem Punkt zusammen, ,,namlich a“.
Insbesondere gilt

lim &Y =, 1e{l,...,n}

h—0

Da die partielle Ableitung D, f fiir alle [ € {1,...,n} stetig in a ist, folgt
lim (D f (V) = Dyf(@)) =0 Vi€ {L,...,n},

und fiir p folgt

L < 5™ (e
=&

!
)| 77 i 0
——
<1
Also ist f differenzierbar in a. O
Umgekehrt kann man aus der (totalen) Differenzierbarkeit jedoch nicht die Stetigkeit der
partiellen Ableitung folgern, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 15.11. Wir betrachten die Funktion

fiRP SR, (z,y) {Sin<z2+y2) fiir (2, y) # (0,0),

0 sonst.
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Fiir (z,y) # (0,0) und r? := 22 + y? gilt dann

| f(z,9)]
[ (2, )l

1
= — -7 |sin(r?)| <r* — 0.
r ——— (z,y)—0
<1
Wir behauptet nun, dass D f(0,0) = 0, denn damit gilt
p(h1, ha) == f(hi,ha) —f(0,0) =0 h = f(h1, ha),

=0

also h
il h—0
Aber fir z > 0 gilt
|...| <322
/_/\% 1
Dy f(z,0) = 32 - sin(z2) 422 cos(z~?) - (—227?) = o(z) — 2cos <2> .
x

D;(z,0) oszilliert dann fiir x — 0 und hat dementsprechend keinen Limes, ist also unstetig
in (0,0). Aus Symmetriegriinden (durch Vertauschung von = und y) folgt dann, dass auch
D, f unstetig ist in (0, 0).

Analog wie in Analysis I (Lehramt) gelten:

Satz 15.12 (Summenregel). Es sei  C R" offen, a € Q, A € R und f,g: & — R™
differenzierbar in a. Dann ist auch die Abbildung

A-f4+9):Q=R" x— A +g)(x)=Xf(z)+g(x)
differenzierbar in a und es gilt
(D(X- £ +9))(a) = A-Df(a) + Dg(a).
Fir die entsprechenden Jacobi-Matrizen gilt also
J,\f+g(a) =\ Jf(a) + Jg(a).
Beweis. Ubung!

Satz 15.13 (Kettenregel). Es seien Q@ C R", ¥ C R™ offen, a € Q, b = f(a) € %,
f:Q — ¥ differenzierbar in a und g: ¥ — R' differenzierbar in b. Dann ist auch die
Verkettung

gof: Q=R (gof)(a)=g(f(a))

differenzierbar in a und es gilt

(D(g o £))(a) = Dg(b) o Df(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Fiir die Funktionalmatrizen gilt
Joor(@) = Jy(b) - Jy(a) = Jy(f(a)) - J5(a)
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15 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Beweis. Nach Voraussetzung existieren lineare Abbildungen L = D f(a) und @ = Dg(b)
sowie die Funktionen p: R® — R™, r: R™ — R! derart, dass

lp(h)]| = o([lAl])  und

[l (k)| = o(ll%I[)
-

Es existiert also eine Abbildung ¢: R™ — R! mit limj_,oe(k) = 0 und r(k)
1Kl (k).

_
und

fla+h) = f(a) + L(h) + p(h)

bzw. g(b+k)=g(b)+ Q(k)+r(k).
|LINK: TEIL 1 DER 21. VORLESUNG VOM 30.06.2022

Wahle speziell k:= f(a+ h) — b, d.h. es gilt f(a+ h) = b+ k. Man erhilt dann

(90 f)(a+h) = g(b+k) =g(b) + Q(k) +r(k)

—g(0) + Q( fla+h) — f(a)) +r(k)

—L(h)+p(h)

=(g0 f)(a) + QL(h) + Q(p(h)) + r(k).
Behauptung. Es gilt QL = D(g o f), d.h. fir

R(h) =

Q(p() +r(f(a+h)~b)
muss R(h) = o(h) gelten.

Beweis der Behauptung. Da @ eine lineare Abbildung ist, ist ) nach Beispiel 11.25 (a)
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante [|Q||, es gilt also

|@(om)| < 11 - Il

Damit ist H ( )H
Q(p(h) [o(h)]|
= < |Q) - —
2]l [
und
=L(h)+p(h) 0
(fla+m)—=b) |[fa+h) - f(a)] —
iz _ _
= °o& f<a+h>_f<a) P
|7l 1Al ( — )
stctlgo
<l 1 Lt h0
<||L||+const.
da
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15 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

L Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante || L] ist und
o ||p(h)] als Null,folge“ fiir kleines h beschrénkt ist.

Es gilt also

T(f(a +h) — b) < const.
< (12 + )fw—w
|2l Al ] =~ h=0
—0
beschrankt h=0
und damit R(h) = o(h).
Damit ist der Satz auch bewiesen. O]

Beispiel 15.14. Es sei Q C R® und z € Q. Setze aulerdem h := go f: Q — R/ = R,
wobei f: Q) — R™ und g: R™ — R!. Dann gilt

Ju(@) = (L) - 2(2)) eRV"
%(x) ngi(m)
= (2 (f@) - F=(f@)) | s
o) o @)

=Jy(f(2)) - Js(@).

(a) Speziell fir n =1, also @ C R, und h: Q@ — R gilt

W) =3 22 (fw) - ey

=1 Ok

(b) Wir betrachten nun speziell fir n = 2 die Anwendung auf Polarkoordinaten, es sei
also Q = (0,00) x (0,27) und f gegeben durch

romw ()= () =)
Gegeben sei nun beispielsweise die Funktion
g R =R, (z,y) =2y,
fiir die Verkettung h = go f: 2 — R gelte also
h(r,¢) =12 - cos(y) - sin(¢p).

Dann gilt

Oh, ) _0u R dg 0%
5(7’7 (,0) _al, (‘Ta y) or (Ta ()0) + ay (l‘7 y) or (7", (20)
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15 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

=y - gr(r : cos(go)) +x- £<r : sin(gp))
=rsin(p) =r cos(¢)

= T cos(p)+ @ -sin(p)
=2r - sin(y) - cos(¢)

Ay sin(2¢)

und

Oh ) Pa, R 0o o
%(7’7 (,0) _ax (ZE, y) 8(,0 (Ta 90) + ay (:L‘7 y) 8@ (ra 90)

=—y-r-sin(p) +x-7r-cos(p)

—=r. ( — 7 -sin®(p) + 7 - COS2(80))

=r? - cos(2¢p).
(c) Gegeben sei die Funktion

frRY = [0,00), (21, 20) = yJa] + .. 422 = [z

Betrachten wir nun eine Funktion g: [0,00) — R, die differenzierbar ist auf (0, c0).
Dann ist die Verkettung h = go f: R™ — R rotationsinvariant (vgl. Beispiel 12.2 (c)).
Fir x # 0 € R” gilt dann

01C: (f g/ (@) g'(ll=
() = (L2 g(f())'x">:§(gc)>'xT:W'$T-

Fir v = 2 folgt

l[z]l2

Ouh(x) = (grad h(z),v) = ¢ (||]l2).

Fir g’(HxH2> > 0 ist v die Richtung des maximalen Anstiegs von h. Fiir g’(HxH2> <0
ist dann analog w = —v die Richtung des maximalen Anstiegs von h. Betrachten
wir beispielsweise die differenzierbare Funktion ¢(r) := e, so gilt h(z) = e lIl5.

Lemma 15.15. Es sei I C R ein offenes Intervall, f € C* ([ x (a, b)) und v € CH(I)
mit
a<e(x)<iyp)<b Vrel.
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16 DER MITTELWERTSATZ UND DIE TAYLOR-FORMEL

Es sei auflerdem
Y(x)
F:I—R, xr—>/ f(z,y) dy.
e(z)

Dann ist F differenzierbar auf I mit

Y (x)

F(x) = f(2,0(2)) ') — [ (2, 0(2)) - ¢'(2) + ( [, Dif(ay) dy) . zel

(z)

Beweis. Wir definieren zunéchst die Funktionen H: (a,b) x (a,b) x [ - Rund g: I — R?
durch

v o(z)
Hiuv,w) = [ fwy)dy wd g(x) = |¥() |-

Damit erhalt man

(Hog)w) = [ fla.0) dy = F)

o(z)
nach Beispiel 15.14 (a) gilt also

()
F'(z) = (DiH (g(x)) D2H(g(x)) DsH(g(x)))- (w:c)) .

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert dann
D1 H(u,v,w) = —f(w,u) und DoH(u,v,w)= f(w,v).

Zur Bestimmung von D3H verwenden wir den Satz 13.5 tiber die Ableitung von parame-
terabhéngigen Integralen und erhalten

v 0
DaH (u,v,w) = [ o= f(w.y) dy.

Setzt man nun u = ¢(x), v = ¥ (r) und w = x ein, so folgt direkt die Behauptung. O

|LINK: TEIL 2 DER 21. VORLESUNG vOM 30.06.2022

16 Der Mittelwertsatz und die Taylor-Formel

Satz 16.1 (Mittelwertsatz). Es sei Q2 C R"™ offen, f: Q — R differenzierbar auf Q und
a,b € Q0 Punkte derart, dass

a,b] = {t-a+(1—-t)-b: te[0,]]CRCQ.
Dann existiert ein Punkt

ge(ab):={t-at(1-1)-b:te(01)CR}
mit .

f) = fla) = J5(§) - (b—a) = 2_: Dif(€) - (bx — ax).
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16 DER MITTELWERTSATZ UND DIE TAYLOR-FORMEL

Beweis. Definiere zunéchst v: [0,1] — Q und h: [0,1] — R durch
v(t):=a+t-(b—a) und h:= for.

Da 7 nach Definition stetig auf [0, 1] und f nach Voraussetzung differenzierbar, also auch
stetig auf 2 ist, ist h nach Satz 11.23 (b) stetig auf [0, 1]. Da « auf (0, 1) differenziebar
ist, ist insbesondere h nach der Kettenregel (s. Satz 15.13) differenzierbar auf (0, 1). Nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in R (vgl. Satz 12.4, Analysis I (Lehramt))
existiert dann ein 7 € (0,1) mit

1-1(t) = h(1) — R(0).

Anwendung der Kettenregel wie in Beispiel 15.14 (a) liefert dann

K =3 2 (20) - T = a7 (0= ) - (- )
=(b—a)k
Setze nun & :=a + 7 - (b — a) und es folgt direkt
DF(E) - (b a) = h(1) — h(0) = F(b) — f(a). a

Der Mittelwertsatz gilt im Allgemeinen nicht fiir vektorwertige (insbesondere nicht mal
C-wertige) Funktionen. Betrachten wir dazu die Funktion

f:0,2n] = R?, @ (Zfs((gD bzw. f:[0,27] = C, e

Wiirde der Mittelwertsatz gelten, gabe es ein £ € (0, 27), so dass

(1) = f2m) = 10 =m0 =m0,

cos(y)
Dies impliziert wiederum sin(§) = 0 = cos(§), was jedoch fiir kein £ € R eintritt.

Korollar 16.2. Es sei {2 C R™ ein Gebiet — ) ist also offen und wegzusammenhdngend.
Ist f: Q — R dann differenzierbar auf €2 mit

Df(x)=0 VzeQ,
so ist f konstant auf ).
Der Beweis der Aussage in der ,Einfiihrung in die Analysis II* von Winfried Kaballo

(1997) ist einfacher und allgemeiner. Es empfiehlt sich also, einen Blick in das Buch
zu werfen.

|
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16 DER MITTELWERTSATZ UND DIE TAYLOR-FORMEL

Beweis. Fiir beliebige z,y € €2 miissen wir die Identitét

zeigen.

(D

(IT)

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall 2 = B, wobei B einen Ball bezeichnet — B
ist dann insbesondere konvex. Aufgrund der Konvexitat folgt direkt [z, y] C B und
nach dem Mittelwertsatz 16.1 existiert dann ein £ € [z, y] mit

f(fv)—f(y)zﬁg(:c—y):o.

Die Aussage gilt hier also.

Es sei nun 2 C R” ein Gebiet, es existiere also ein Weg ~: [0, 1] — Q mit v(0) =«
und y(1) = y. Setze nun I' := 7([0, 1]) C Q.

Behauptung. Es gilt

D := dist(T, Q°) := inf |a —b| > 0.
ber,
aeQ’
Beweis der Behauptung. Es existiert ein Ball B C R"™ mit x,y € B und mit einem
7 derart, dass I' C B N Q (Ohne Beweis), so dass dann

D= inf =inf|b—al, A:=Q°NB,
bel
acA
erfullt ist. Nun ist aber die Funktion
f:AxT =R, (a,b)+—|b—al,

stetig, I' beschréankt und abgeschlossen in R” und A beschrankt und abgeschlossen
in R™. Damit ist A x I" beschrankt und abgeschlossen in R?", also kompakt. Also
existieren ag € A und by € I" mit

D = |by — ag| >0, da A,T disjunkt.

Da ~y als weg insbesondere stetig und [0, 1] kompakt ist, ist v sogar gleichméBig stetig.
Also existiert ein m € N mit

1
ts€l01lt—sl<— = |v(t) =)l <D
Fir j € {1,...,m} setzen wir nun
b= %, z; :=(t;) und B’ := Bp(x;).

Dann erhdlt manz; € ' = B/ C , die Distanz zum Rand wird also eingehalten.
Wegen [t; — t;_1| < - fiir alle 7, folgt direkt

||C(,’j = ZL’j_1|| <D = D>0.
—_——

>0
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16 DER MITTELWERTSATZ UND DIE TAYLOR-FORMEL

Damit ist B/ N B/~! # @, es existiert also ein Punkt y; € B/ N B/~ Da B fiir alle
j €{1,...,m} ein Ball ist, ist f nach Teil (I) konstant: Es gilt

auf B;

flyje) =" fly;)

auf B 1

f(yj—1)~ [

Analog wie fiir Funktionen mit einer Variablen gilt die Taylorformel auch fiir Funktionen
f € C**YR™ R), k € Nyg. Im Folgenden betrachten wir jedoch nur die zweite Ordnung,
also den Fall k = 1.

Definition 16.3 (Hesse-Matrix). Es sei Q2 C R" offen, f € C?(R") und z € Q. Dann wird
durch

Hf()=| . |ere
die Hesse-Matriz von f in x bezeichnet. Aufgrund der Annahme f € C?*(R") und dem
Satz 14.3 von Schwarz ist D f(z) sogar eine symmetrische Matrix: Es gilt

02 f 9% f

iDef (@) Oxj0xy, o O0x,0x;

(I’) :DkD]f<x>7 J k€ {Lan}
Satz 16.4 (Taylor-Formel in R™). Es sei  C R" offen, f € C*(Q), a € Q und ¢ > 0

derart, dass B.(a) C § gilt, wobei B.(a) ebenfalls offen ist. Fir alle h € B-(0) C R"™ gilt
dann

fla+h) =f(a)+ (Df(a))(h) + ; hT-Hf(a) h+r(h)

=f(a)+ (grad f(a), h) + ; -h"-Hf(a)-h+r(h),

mit Restterm r(h) = o (||h||?).

|LINK: TEIL 1 DER 22. VORLESUNG VOM 06.07.2022

Beweis. Es sei f € C?(Q). Setze nun
v (-1,1)—» QCR", t—a+t-h, sowie g:=foy:(-1—-1)—R.

Anwendung der Kettenregel 15.13 liefert dann

o) =D, f(+(0) - (1) =D (a+1-h) -

j=1
Mit der erneuten Anwendung der Kettenregel erhédlt man dann

7'(1) = (50)
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16 DER MITTELWERTSATZ UND DIE TAYLOR-FORMEL

=hT- (Hf)(a+t-h)-h.

Hesse-Matrix

Wende nun die Taylor-Formel zweiter Ordnung auf g: (—1,1) — R an und erhalte

o(1) = g(0) +4/(0) + 59"(©). €€ (0.1)
—~— —~—
=f(at+h)  =f(a)
Einsetzen ergibt dann
fla+h) =f(a) + Df(a)h + ;hTHf(aJri-h)h.

=wr(h)=L1hT-(—Hf(a)+Hf(a+£h))h

Mit der Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt dann
Lipschitz

r() <3| (Ff(a) — Hf(a+en)n - ]

fECi(Q)O
1 n h—0 ) %
=>( 3 |D;Def(a) — D,Def(a+ER)| ) -nl® — 0. 0
2 k=1 h—0
—0

h—0

Die erarbeitete Taylor-Formel ist zentral fiir die Untersuchung lokaler Extremstellen von
Funktionen mehrerer Variablen, die im folgenden Kapitel behandelt wird.
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17 LOKALE EXTREMA

17 Lokale Extrema

Definition 17.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum (z.B. eine Teilmenge des R", n € N),
a € X und f: X — R. Wir sagen:

o f hat ein globales Maximum in a, falls

VeeX: f(x) < fla);
o f hat ein strikes globales Maximum in a, falls
vee X\{a}: f(z) < fla).
Dann heifit f(a) globales Mazimum von f und a (strikte) globale Mazimalstelle von f.

Wir sagen:
o f hat ein lokales Mazimum in a, falls ein € > 0 existiert, so dass

B.(a) C X und f(z) < f(a) Vz € Ba);

o f hat ein striktes lokales Maximum in a, falls ein € > 0 existiert, so dass

B.(a) c X und f(z) < f(a) Vz € B.(a)\{a}.
In diesem Fall heifit f(a) lokales Mazimum in a und a (strikte) lokale Mazimalstelle von f.

Analog sind das (strikte) globale bzw. lokale Minimum f(a) von f in a und die globale bzw.
lokale Minimalstelle a von f definiert.

f nimmt in a ein Fxtremum an, falls es dort ein Maximum oder ein Minimum annimmt
und a heiit dann Eztremalstelle von f.

Satz 17.2 (Notwendiges Kriterium fiir eine Extremalstelle im Inneren). FEs sei 2 C R”
offen, f: Q — R differenzierbar in a € ) und a eine lokale Extremalstelle von f. Dann gilt

(Df)(@) = 0_.

Beweis. Es sei a € ). Da 2 offen ist, existiert ein € > 0 derart, dass B.(a) C Q. Es sei
weiter h € R mit ||| = 1 und ¢ definiert durch

p: (—eg,e) = R, tw fla+t-h).

Dann ist ¢(0) = f(a) ein lokales Extremum von ¢, da es eines von f ist. Nach dem
notwendigen Kriterium fiir Extremalstellen fir Funktionen einer Variablen (vgl. Lemma
12.2, Analysis I (Lehramt)) gilt dann ¢'(0) = 0. Nach der Kettenregel 15.13 gilt aulerdem

#'(t)=Df(a+t-h)-h={grad f(a+t-h),h).
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Gilt also ¢’(0) = 0, so ist grad f(a) L h. Dieser Schluss gilt insbesondere fiir den Basisvektor
h=ej;, je{l,...,n}, und damit ist

(grad f(a)), = D;f(a) =0.

Da dies fiir alle j gilt, folgt D f(a) = 0. O

Definition 17.3. Es sei (2 C R" offen. Ist die Funktion f: (2 — R differenzierbar in a € €2
mit

(Df)(a) =0T,
so heiflt a kritische Stelle von f.

Insbesondere ist jede Extremalstelle von f eine kritische Stelle von f. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen jedoch nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 17.4. Gegeben sei die Funktion
g R =R, (z,y)—z-y.

Es gilt
Dyg(z,y) =y und Dag(z,y) =z, also Dg(0,0) = (0 O) ,

wir haben also eine kritische Stelle vorliegen. Dagegen ist (0, 0) jedoch keine Extremalstelle:
Dazu beachten wir eine Umgebung von (0,0). Fiir ¢ > 0 gilt ndmlich

g(e,e) =e*>0 und g(e,—¢) = -2 <0.

In dieser Umgebung nimmt g also sowohl negative als auch positive Werte an.

4

—4

Abbildung 11: Graph der Funktion ¢ fiir den Definitionsbereich (—2,2)2.

Der Graph von g sieht aus wie ein Sattel. Tatséchlich wird der Punkt (0, 0) auch Sattelpunkt
von g genannt.
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|LINK: TEIL 2 DER 22. VORLESUNG VOM 06.07.2022 |

Wie in der Analysis I (Lehramt) ist es moglich, hinreichende Kriterien fiir ein Maximum
bzw. fiir ein Minimum von f zu formulieren. Dies erfolgt unter Bezugnahme auf der zweiten
Ableitung (also der Hessematrix (H f)(a)) von f. Dazu definieren wir zunéchst bestimmte
Eigenschaften von Matrizen.

Definition 17.5. Es sei A = (a;;) € R™*" eine symmetrische Matrix, es gilt also
ajr =ar; Vi ke{l,...,n}.

Es sei auflerdem
g=qa:R" >R, gqz):=2TAx = (x, Ax)

die zugehorige quadratische Form der Matrixz A. Dann heifit A
* positiv definit, falls g(x) > 0 fir alle x € R™ \ {0},
o positiv semidefinit, falls g(x) > 0 fur alle z € R",
» negativ definit, falls g(z) < 0 fur alle z € R™ \ {0},
o negativ semidefinit, falls g(x) < 0 fir alle x € R™ und
e indefinit, falls x,y € R" existieren mit

qg(x) >0 und ¢(y) <0.

Insbesondere ist ¢ (quadratisch) homogen: Es gilt
VEER: q(t-a)=(t-a,Alt-2)) = 0T Az = £ - q(x).

Satz 17.6. Es sei Q2 C R" offen, f € C*(Q) und a € Q eine kritische Stelle von f. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Falls (Hf)(a) positiv definit ist, so hat f in a ein striktes lokales Minimum;
(b) Falls (Hf)(a) negativ definit ist, so hat f in a ein striktes lokales Mazimum;

(¢c) Falls (Hf)(a) indefinit ist, so hat f in a kein Extremum vorliegen. In diesem Fall
nennen wir a einen Sattelpunkt von f.

Dabei handelt es sich nicht um Aquivalenzen!

Beweis. Es sei a € Q. Da Q offen ist, es existiert ein € > 0 derart, dass B.(a) C 2. Wegen
f € C?(Q) kann man dann die Taylor-Formel aus Satz 16.4 fiir h € B.(0) anwenden: Es
gilt

Fla+ h) ~ f(a) = Tgrad fla), 1) +5h, (HF(@)h) + () = 5 - arg () + 7 ()

mit r(h) = o(||h]|?) fiir b — 0.
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(a) Es sei nun H f(a) positiv definit. Nach Satz 17.7 (siche unten) existiert dann eine
Konstante m > 0 mit

Qi@ (h) > 4m - ||h|*, =€ R™
Wegen r(h) = o(||h]|?) existiert auBerdem ein ¢ € (0,¢) derart, dass
[r(h)] < ml[R|I*  Vh € Bs(0).
Daraus folgt

Vhe B\ {0} flath)— f(a) > Samsin (k) — Ir(h)

>2m|[h][* — m|h|*

—mllhlf? > 0,
f hat also ein lokales Minimum in a.
(b) Die Aussage folgt direkt unter Anwendung von Teil (a) auf —f.
(c) Es sei nun H f(a) indefinit. Dann existieren h, k € R™ derart, dass
A= qup@a)(h) >0 und p:=qusa(k) <O.

Wihle nun 6 € (0, m) klein genug, so dass

Flat th) — F(8) =30-gs 0 () + 7(20)

fir || < 9. Wegen der (quadratischen) Homogenitat von ¢ gilt dann

=X
Lo A A
fla+th)— fla) > =-t“-q(h)—=-t"= - -t*>0
2 4 2
sowie
=u<0
ey =L Lete il _ e
fla+tk) f(a)—2q(tk)+r(tk)§2q(k)+ 4t = 4t < 0.

Dabei haben wir Folgendes benutzt:

r(te) = |[tal* - e(tz) = *]|2]|* - (tx),
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17 LOKALE EXTREMA

wobei lim,_,ge(y) = 0. Daraus folgt
| (t))|
12
Das heifit, dass r(z) = o(||z|?) = r(txr) = o(t?). Also nimmt f in jeder Umge-
bung von a sowohl kleinere als auch grofiere Werte als f(a) an. Damit hat f in a
kein Extremum vorliegen. [

_ 2,
= Jlz]* (t2) — 0.

Nun folgt ein Exkurs iiber (in)definite Matrizen aus der Linearen Algebra, damit wir das
obige hinreichende Kriterium besser verstehen und anwenden kénnen. Dazu beginnen wir
mit einem Satz, der im obigen Beweis des Satzes 17.6 verwendet worden ist.

Satz 17.7. Es sei A € R™" eine symmetrische Matriz. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) A ist positiv definit;
(ii) Es existiert ein \y > 0 derart, dass

VeeR": qa(x) > A - ||30||2 = 1, (T).

Beweis.
(ii) = (i) Es gelte ga(z) > A\i||z||*>. Wegen 10.1 (N1) folgt sofort
>0
~~
Ve e R"\{0}: qa(z) > A |lz| > 0.
=7

Also ist A positiv definit.

(i) = (ii) Nach Beispiel 15.4 (b) ist  — qa(z) (total) differenzierbar und damit
insbesondere stetig. Auflerdem ist

S:={z€R" : || =1} = 9B:(0) C R"

beschriankt und abgeschlossen, also kompakt. Damit nimmt ¢, insbesondere
ein Minimum auf S an, d.h. es existiert ein p € S mit

inf g4 (z) = qa(p) (*)
. Setze nun Ay := qa(p). Fir alle y € R™ folgt dann
qa(y) =(A-y,y)
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Genauer gilt sogar:

Satz 17.8. Es sei A € R™" eine symmetrische Matriz. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind;

(b) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A nicht-negativ sind;

(c) A ist genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind;

(d) A ist genau dann negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A nicht-positiv sind;
)

(e) A ist genau dann indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte
besitzt.

(Ohne Beweis)

|LINK: TEIL 1 DER 23. VORLESUNG vOM 07.07.2022 |

Da es auch vorkommt, dass man die Eigenwerte einer Matrix nicht so einfach einsehen
kann, folgt nun ein Kriterium, das einfacher zu priifen ist:

Satz 17.9 (Hurwitz-Kriterium). Es sei A = (a;,) € R™"™ eine symmetrische Matriz und
firm e {1,...,n} sei

A, € R™™  mit (Am)jk =aj, firjke{l,...,m},

also
arl T A1m A1(m+1) T Q1n
app o Qim
A= Am1 T Amm Am(m+1) to Amn A =
Aim+1)1 *° Am+)m  Gm+1)(m4+1)  *°° Q(m+1)n ’ "
. . . . Am1  ° Amm
an1 Ut Anm an(m—f—l) e Ann
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) A ist genau dann positiv definit, wenn fir alle m € {1,...,n} der fiihrende

Hauptminor m-ter Ordnung positiv ist, es gilt also
det(4,,) >0 Vme{l,....,n};
(ii) A ist genau dann negativ definit, wenn
(—1)™det(A,,) >0 Vme{l,...,n}.
Fiir Hauptminoren gerader Ordnung, also m = 21,1 € N gilt insbesondere

(—1)% det(Ay) = det(Ay) > 0.
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(iii) FEzistiert ein | € N mit
[ < g und det(Ay) <0,

so ist A indefinit.
(Ohne Beweis)

Korollar 17.10 (Kriterien fiir f: R?* — R). Es sei Q C R? offen, f € C*(Q) und a €
eine kritische Stelle von f. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) FEs gilt
det (H(f(a)) >0 wund DiDif(a) >0
= f hat in a ein striktes lokales Minimum.

(b) Es gilt
det (H(f(a)) >0 wund DiDif(a) <0
= f hat in a ein striktes lokales Maximum.

(c) Es gilt

det (H(f(a)) <0

= f hat in a einen Sattelpunkt.

(Ohne Beweis)

Beispiel 17.11 (Semidefinite Hesse-Matrix). Gegeben sei die Funktion i
iR =R, (zy) =’ +ay’ +by', abeR peipie

Fiir die erste Ableitung gilt:
D f(z,y) =2z, Daf(r,y) = 2ay + 4by’.
Fir die zweite Ableitung (wobei Dy, f := DD, f, k € {1,2}) gilt:

Dif(w,y) =2, Duf(r,y)=Daf(r,y) =0, Dof(r,y)=2a+ 120y°.
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Damit ist die Hesse-Matrix gegeben durch

2 0
Hf(,y) = <0 2a + 12by2> ’

In (0,0) gilt dabei

Df(0,0)= (0 0) und Hf(O,())z(é 20a>.

Betrachten wir nun die folgende Fallunterscheidung;:

Fall 1: Es gilt a > 0. Dann besitzt f nach Satz 17.6 in (0, 0) ein striktes lokales Minimum.
Ist dies jedoch auch ein globales Minimum? Dies hiangt von b ab! Betrachte dazu
weitere Unterfalle:

Fall 1a: Es gilt b > 0. Dann folgt
£0,0) =0 <2 +ay® < f(a,y) fir (z,y) # (0,0).
Wir haben also ein globales Minimum.
Fall 1b: Es gilt b < 0. Dann ist

ay’+byt = —by? (—Z — yz) = |by?| (‘Z’ — y2) <0, sobald |y| > ‘

’
b )

£(0.5) < 0= (0,0, sobald ly| > /|

weshalb wir kein globales Minimum vorliegen haben.

HF(0,0) = (3 8)

positiv semidefinit. Damit ist Satz 17.6 nicht anwendbar. Betrachte nun die
folgenden Unterfalle:

Fall 2: Es gilt a = 0. Dann ist

Fall 2a: Es gilt b < 0. Fiir € # 0 ist dann
f(0,e) =be* < 0= £(0,0).

Also ist f(0,0) kein Minimum.
Fall 2b: Es gilt b > 0. Fiir (z,y) # (0,0) ist dann

£(0,0) =0 <2® +by" = f(z,y),

haben also ein striktes globales Minimum vorliegen.
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Fall 2c: Es gilt b = 0. Dann ist f(0,0) = 0 ein globales, aber kein striktes
Minimum, da

flz,y) =2 >0, aber f(0,y)=0= f(0,0).
Fall 3: Es gilt a < 0. Dann ist
H1(0,0) = (g 20a>
indefinit. Hier ist (0, 0) keine Extremalstelle.
Fir g: R? - R, g(z,y) =z -y (s. Beispiel 17.4) gilt dhnlich:
(Dg)(0,0) = (y, ) = (0,0) in (0,0)

(Hg)(0,0) = (gi g§> (0,0) = (3 é) .

und

Es gilt det (Hg(0,0)) = 0 — 1 < 0. Also ist (Hg)(0,0) indefinit nach dem Hurwitz-
Kriterium 17.9 (iii). Damit haben wir keine Extremalstelle vorliegen, wie schon explizit
berechnet wurde.

Beispiel 17.12. Gegeben sei die Funktion Im Vidoo:
fZ RQ — R, (1’7 y) — 334 + x3 -+ y2_ Beispiel
17.11.
Dann ist
4a® + 3z - (4 +3)\ 1 (0 3
gradf(%?J)—( % >—< 2% =10 = y=0, xe{—4,0}.

Berechne nun die Hesse-Matrix
1222 + 62 0
Hf(x,y) = ( 0 2)

und werte sie an den kritischen Stellen aus: Es gilt

Hf(0,0) = (8 g) positiv semidefinit

3 12-2-6-3 0 2.0
_2 — 16 1 — (2 i :
Hf < 1 0) ( 0 2) (0 2) positiv definit.

Also hat f nach Satz 17.6 in (—%, O) ein striktes lokales Minimum. Was passiert aber in

(0,0)? Wegen det (Hf(O, 0)) = 0 helfen uns der Satz 17.9 und das Korollar 17.10 leider
nicht weiter. Fir ¢ € (—1,0) gilt aber

fE0)=t"+t3= £ - (t+1) < 0= f(0,0) < f(x,0) fiir z > 0.
N e —

<0 >0

und

Also ist (0,0) keine Extremalstelle von f.
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|LINK: TEIL 2 DER 23. VORLESUNG VOM 07.07.2022

Beispiel 17.13. Gegeben sei die Funktion
f:R®* =R, (x,9,2) > 62y — 3y* — 22° — y2*.

Dann ist
Df(z,y,z2) = (6y — 622 61 — 6y — 22 —2yz) .

Aus Df(z,y,z) = 0T folgt daher sofort yz = 0. Falls y = 0 gilt, so ist auch x = 0 und
damit z = 0. Falls z = 0 ist, so gilt

r=y und 6y—62°=6z-(1—x), dh z¢€{0,1}.
Damit sind nur (0,0,0) und (1, 1, 0) kritische Stellen von f. Berechne nun die Hesse-Matrix

—12x 6 0
Hf(z,y,z2) = 6 —6 —2z
0 —2z —2y

und werte sie an den kritischen Stellen aus: Es gilt

0 6 0
A:=Hf(0,0,0)=|6 —6 0| = det(Hf(0,0,0)) =0.
0 00
Also ist H f(0,0,0) weder positiv noch negativ (semi)definit. Es gilt jedoch
det(Ay) = det (2 _g) =0-36<0.

Also besagt das Hurwitz-Kriterium 17.9 (iii), dass Ay indefinit ist, d.h. es existiert ein
hy € R? mit
(hy, Ahy) = £1.
Fiir x; := (hy,0),z_ := (h_,0) € R3 gilt dann aber
<[E:|:, (Hf)((), 07 0)1’i> = j:la

weshalb H f(0,0,0) ebenfalls indefinit ist. Also hat f einen Sattelpunkt in (0,0,0). In der
Stelle (1, 1,0), also fur B := H f(1,1,0), gilt:

det(B;) =det(—12) = —12 < 0,

det(By) =det <_é2 _66>:12-6—6.6:36>0,
-12 6 0
det(Bs) =det | 6 —6 0 | =-2-det(By) =—-72<0.
0 0

Nach dem Hurwitz-Kriterium 17.9 (ii) ist dann H f(1,1,0) negativ definit, weshalb f in
(1,1,0) ein striktes lokales Maximum besitzt.
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18 Implizite Funktionen

Es diirften bereits (mindestens) zwei Arten bekannt sein, Teilmengen des R", n € N, zu
beschreiben:

o Zum einen tiber Nullstellengebilde: So ist zum Beispiel bei einer linearen Abbildung
L:R" — R™ die Menge

Kern(L) = {x € R" : L(z) =0}

ein Nullstellengebilde. Es sei konkret eine lineare Abbildung gegeben durch

T 1 10 T T+y
L:R*—=R3 Llyl:=100 0|-|lyl=]| 0
z 0 01 z z

=:A

Dann ist der Kern von L gegeben durch
Kern(L) = {(az,y,z) ER® : A-(z,y,2) = 0} = {(3:, —z,0) : z € R}.

e Zum anderen iiber parametrisierte Mengen: So ist zum Beispiel kann zum Beispiel
die Kreislinie S C R?

S = {(x,y) €R? : x2+y2:1}

parametrisiert werden: Es gilt

s={(1)er ey =1 ={(39) : vepm}

Wir betrachten nun die folgende Fragestellung: Es sei f: R? — R eine stetige Funktion
und fiir ¢ € R sei weiter

No(f) = {(z,y) €R® : flay) =c}

die Niveaumenge. Unter welchen Voraussetzungen kann man dann N, (f) (zumindest lokal)
als Wege bzw. Kurven, d.h. als Graphen einer stetigen Funktion einer reellen Veranderlichen
beschreiben? Genauer: Kann man die Gleichung

g(r,y) == f(z,y) —c=0
auflosen?

Beispiel 18.1. Gegeben sei die Funktion

g:R? =R, g(z,y) =2 +*— 1L
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Fir (a,b) € M., wobei
M, = {(x,y) cR? : |z| <1, y>0, g(zy = O},
gibt es eine eindeutige Funktion ¢: (—1,1) — R mit
¢(a) =b und insbesondere g(a, go(a)) =0 firae(-1,1),

und zwar

e: (—1,1) > R, o(x):=V1-—2z2

Es gilt ndmlich

gz, V1—a?) = 2>+ (1-2%) - 1=0.
Analog ist fur
M = {(;p’y)ERQ : |l’|<1, y<0, g(fL‘,y):O}

die Funktion

Y (=1,1) =R, () :=—-V1—a?

die eindeutige Parametrisierung von M_ durch x € (—1,1), denn es gilt

q( X W)=+ (—V1—-a2)—1=2"+(1-2*) - 1=0.
6(7171) <0

Der Punkt (a,b) = (1,0) erfiillt ebenfalls g(a,b) = 12 + 0 — 1 = 0, aber ist weder in M
noch in M_ enthalten. In dieser Stelle konnen wir g(x,y) = 0 nicht nach y auflésen, dafir
aber nach z: Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion y: (—1,1) — R, so dass

X(0)=1 und g(x(y),y) =0 firye (-1,1),

und zwar
x:(=1,1) =R, x(y) = 1—y2
Es gilt ndmlich

x(0) =1, g(x(y),y)=1—y2+y2—1zo und =z =x(y) >0 firye (—1,1).

|LINK: TEIL 1 DER 24. VORLESUNG VOM 13.07.2022

Allgemeiner gilt:
Satz 18.2 (iiber implizite Funktionen). Es sei Q C R"*! offen, f € C'(Q,R) und

=
(a,b) = (a1,...,a,, b )€Q mit f(a,b) =0
—_——

€R”
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sowie Dy 41 f(a,b) # 0. Dann gibt es einen offenen Wiirfel W C R™ mit Mittelpunkt in a
und ein offenes Intervall mit Mittelpunkt in b, so dass W x I C Q und die Gleichung

f(z,y) =0

fir alle x € W genau eine Losung y in I besitzt. Genauer gesagt gibt es eine Funktion
g: W — I mit

f(m,g(x)) =0 firzeW, g(x)el und ga)=0.
Dieses g erfillt

(D;/) (. 9(x))
(Dni1f)(,9(x))

geCY W) wund Djg(z)=— VeeW,je{l,...,n}. (%)

Wir haben also die Form

W:(al—ﬁl,a1+ﬁl) X ... X (an—ﬁn,an+ﬁn),

I=(b=Burr,b+ Busr) = (b-,by),
mit B1, ..., bpy1 > 0 und b; = by, fir alle j, k € {1,...,n}.
Beweis.

1. Beweis der (lokalen) Existenz und der Eindeutigkeit von g¢:
Nach Annahme ist 0.B.d.A

2p 1= Duaf)a,t) = 5 flay)] >0

y=b

und D, 1 f: Q — R stetig. Also existieren 6 > 0 und 3,1 > 0 derart, dass

(Dpy1f) >p auf Z:= Bs(a) x [b_,by], und Z offen.

Also ist fiir jedes x € Bj(a) die partielle Funktion

for 0o b4 ] = R,y fo(y) = fz,y)

streng isoton, insbesondere gilt

flz,b-) < f(z,b) < f(x,by) fir z € Bs(a)

und speziell

f(a7b—) < f(av b) < f((l, b+)
i?)_/
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Da f € C'(Q) ist f insbesondere stetig, es existiert also ein kleiner Wiirfel W C Bs(a)
wie oben, so dass

fr:=min(x,b,) >0 und f_:=max(z,b_) <0.
zeW zeW

Insbesondere gilt
flz,b) <0< f(x,by) VzeW.

Aufgrund der Stetigkeit von f ist der Zwischenwertsatz (s. Satz 9.17, Analysis I
(Lehramt)) anwendbar. Damit hat dann die Gleichung

fz,y) =0

fur alle € W eine Losung y € I = (b_, b, ). Aufgrund der strengen Isotonie von
f(z, ) auf (b_, b, ) ist die Losung sogar eindeutig. Insbesondere impliziert f(a,y) =0
und y € I schon die Identitat y = b. Aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit ist
damit eine Funktion g: W — [ wohldefiniert, so dass nach Konstruktion gilt:

f(x,g(x)) =0 fir z € W, insbesondere f(a,g(a)) =0.

. Beweis der Stetigkeit von g:

Es sei x € W beliebig und y := g(z) € I = (b_,b;). Da I offen ist, existiert ein
e >0 mit [y — e,y + €] C I. Nun wiederholen wir die Argumentation von oben
fir den Punkt (z,y) statt fir (a,b). Damit existiert ein a > 0, so dass f(&,n) =0
fir £ € B,(x) genau eine Losung n € (y — €,y + ) besitzt. Wegen der (lokalen)
Eindeutigkeit muss dann 1 = g(&) gelten. Insbesondere folgt

19(&) —g(x)| =|n—yl <e V€ Bu(x)

& (9§ —g@)|=n—-yl<e VE|E—2|<a

Dieses Argument lésst sich fiir jedes € € (0,¢) nachahmen. Da £ > 0 dann beliebig
klein gewéhlt werden kann, ist die Stetigkeit von g nachgewiesen.

. Beweis der Eigenschaft aus (x):
Esseije{l,...,n}, v € Wund t € R\ {0} klein genug, so dass x +t-¢e; € W.
Setze nun

h:=glx+t-e;)—g(x) e R

Wir wenden nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 12.4, Analysis I
(Lehramt)) zweimal an: Es existieren 7,9 € (0, 1) derart, dass

f($+t6j7y) - f(xay) :tD]f($+7— 'tejvy)>

f(x+tej,y) — flz+tej,y+h)=—h- Dy f(x+tej,y+9-h).
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Setze nun y = g(z) ein und erhalte somit
y+h=g(x)+h=g(x+te;).
Damit bekommt man

LDy (a7t 0(a)) = F(a+ te3,0(0)) = £(2.9(2)).
—————

=0,
nach Def. v. g

—h- Dn+1f(x+tej,g(x) + - h) = f(x—i—tej,g(x)) - f(x+tej,g(x+tej)) .

=0

Nach Definition gilt dann

gla+te)—gla) _h_ 1, Dif(z+7-te9@))
Dn+1f(a:—|—tej,g(x) +19-h>

Djf<:p +7- tej,g(:p)>
_Dn+1f(a: +tej, g(x) + 0 - h)'

Nun betrachten wir den Grenziibergang ¢ — 0. Wegen der (bereits bewiesenen)
Stetigkeit von ¢ impliziert dies

h = h(t) = g(x + tej) — g(x) — 0.

t—0
Fir j € {1,...,n} gilt also
—0
g(x +tej) — g(z) Djf($+7't€jag($)>
(D;g)(z) = lim ! = — lim
=0 t =0 Dn+1f(:(: + tej,g(z) +0- h)
et 0

_ D;f (w, g(x)) L
Dot (r.90) ”

|LINK: TEIL 2 DER 24. VORLESUNG VOM 13.07.2022 |

Damit haben wir die Differenzierbarkeit von ¢g und die Formel aus (%) bewiesen. Da
die rechte Seite der Formel stetig von z abhéingt, ist sogar g € C*(W). O

Bemerkung 18.3 (,Implizites Differenzieren®).
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(a) Setzen wir bereits voraus, dass g existiert und stetig differenzierbar ist, kann man
(x) einfacher herleiten: Die Eigenschaft

VeeW: f(x,g(w)) =0
impliziert fiir h(x) = f (33, g(a:)) namlich:

0

0= T%h(x) = (D;f) (x,g(w)) + (Dt f) (9579(33)) '

dg(x)
833]' ’

wobei g(z) nur eingesetzt, und nicht abgeleitet, wird.

(b) Setzen wir in Satz 18.2 sogar f € C*(Q), k € N, voraus, so folgt mit (*), dass
g € C*(W). Ahnlich wie in Teil (a) kann man diese Information nutzen, um mittels
implizitem Differenzieren hohere Ableitungen von ¢ zu berechnen.

(c) Istn=1,dh. Q C RxR, und z,y € R skalare Variablen, so lautet () umformuliert:

le(x, g(x))

g (x) = _Dgf(x,g(x))

(d) Der Satz 18.2 tiber implizite Funktionen besagt, dass

o) < st o () ewer s vmaiof ={(f) < ev)

Das heift, dass die Niveaumenge Ny(f) in W x I C © durch den Graphen einer
stetig differenzierbaren Funktion g gegeben ist:

No(f) (W x I) = G(g).
Beispiel 18.4. Gegeben sei die Funktion
FRZ =R, (2,y) =y’ + (@ + Dy + (27 - 4).
Dann ist Dy f(z,y) = 22y + 32% und
Dof(z,y) =5y + (2> +1) >0 V(z,y) € R*

Damit sind die Ableitungsbedingungen in Satz 18.2 sogar global erfiillt, und haben damit
globale Isotonie vorliegen. Also existiert eine Funktion ¢g: R — R mit

f(x,g(:v)) =0 VzeR.

Die Formel (x) liefert dann

$79($)> _ 2z - g(z) + 32*
vg@) 5 () a1
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Falls z ein kritischer Punkt von g ist, es gilt also 0 = ¢/(z), so muss

3
0 =2xg(z) + 32> =2 - (2g(x) +3z) = x=0 oder y:=g(x)= —5T
gelten. Damit haben wir zwei Kandidaten fiir Minimal- bzw. Maximalstellen. Dazu unter-

suchen wir den zweiten Kandidaten y naher: Dazu sei

3 3\° 3 3\° 1 3
h(x) :zf(x,—2x> =— <2> :r5—(x2—|—1)-§x+x3—4:— <2> x5—§x3—§x—4.
Wegen
3\° 3 3
h'(x) =—5- () o' —ZrP—- <0 VzeR,

2 2 2
——
leq0 <0 <0

ist h strikt antiton und A(z) = 0 hat genau eine Losung z* € R, da h stetig ist und

limp, 00 h(2) = —o0 und limy,,_ h(x) = co. Also gilt
0=h(z")=f (m*, —;ﬂ) = g(z") = —2:103 = kritischer Punkt.
ba 3\° 179
h(—1) = <2> —2=-2>0 ud A(0)=—4<0,

ist 2 € (—1,0). Uber Néherungsverfahren erhélt man dann z* ~ —0, 80307.

Eine weitere Diskussion ergibt

9(0) € (1,2), ¢'(0)=0, ¢"(0) <0,

lim g(x) =00, ¢ besitzt in z* ein lokales Maximum.
T—r—00

Daraus folgt, dass g in 0 ein isoliertes lokales Maximum besitzt.

Beispiel 18.5 (Parametrisierte Polynome). es seien ag,...,a,_-1 € C*(Q,R), Q C R™,
x € Q und

m—1
P:OxR—=R, Plz,y):=y"+ > a;(z) y.
j=0
Ist yo € R eine einfache Nullstelle von P(x, ), d.h. es gilt
P(I’(), yO) =0 und DyP('T07 Z/O) ;é 07

so ist der Satz 18.2 anwendbar und es existieren offene W C R™ und I C R, mit g € W
und yo € W, und g € C*(W, I) mit y = g(z) als einzige Losung von

P(z,y) =0 in {(967?J)€R"Jrl : $€W,y€]}:W><I.

|LINK: TEIL 1 DER 25. VORLESUNG VOM 14.07.2022
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19 Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 19.1. Man betrachte die stetige Funktion
902R2_>R7 ap(x,y)zxy

Nach Korollar 11.29 nimmt ¢ auf der beschrénkten und abgeschlossenen (also kompakten)
Menge

K = {(x,y) eER? : 2?42 < 2}
sein Minimum und sein Maximum an. Wie berechnen wir aber diese Werte? Liegt in
(0,Yo0) ein Extremum von phi im offenen Inneren

K° = {(m,y) ceR? : 2?2+ < 2},
so muss dort eine kritische Stelle vorliegen, d.h. es gilt
(0 0) = (D) (xo,y0) = (yo xo) .

Aber offensichtlich ist (0,0) keine Extremalstelle von ¢, wie wir in Beispiel 17.4 gezeigt
haben. Also liegen alle Minimal- und Maximalstellen von ¢|x: K — R auf der Teilmenge

M:=0K ={(x,y) €R* : 2’ +y* - 2=0} C K,
d.h. auf dem Rand von K. Es sind also die Minima und Maxima der Funktion
olpy: M —R
zu bestimmen, d.h. die Extrema von ¢ unter der Nebenbedingung
flay) =2 +y* —2=0.

Hier sind wir mit zwei Variablen z und y gestartet. Die Nebenbedingung reduziert die
Freiheitsgrade um Eins, so dass

_ J(2cos(e)) |
o= (20 - penan)
ein eindimensionales Gebilde (genauer: eine Mannigfaltigkeit) ist.

Bei Funktionen ¢: R®™ — R kann man m Nebenbedingungen stellen, wobei m < n — 1
sein soll, damit die resultierende Menge n — m > 1 Dimensionen hat und man tiber
diese(n) freie(n) Parameter noch optimieren kann. Betrachten wir dazu wieder ¢: R* —
R, ¢(z,y) := zy wie oben und fiigen eine weitere Nebenbedingung hinzu, haben also
insgesamt die Nebenbedingungen

flx,y)=2"+9*—2=0 und F(r,y)=x—y=0. (%)

Hier wiirde nur die Punkte (z,y) = (z,z) = (1,1) und (z,y) = (=1, —1) den Nebenbedin-
gungen geniigen. Um dann Maxima und Minima unter der Nebenbedingung (x) zu finden,
miisste man ¢ nur an diesen Stellen auswerten: Es gilt

©(1,1) =1 und ¢(-1,-1)=1.

Also ist ¢ auf den ,erlaubten“ Punkten konstant.
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19 EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN

Satz 19.2 (Lagrange-Multiplikatoren). Es sei Q C R" offen, ¢ € C'(Q,R) und f =
(fi,--, fm) € CHOQ,R™) mit m < n. Es sei auflerdem

M::{xEQ ; f(a:)zO},

xo € M, Rang (Jf(xo)) =m und ¢|p: M — R haben ein lokales Extremum in xo. Dann
existieren A1, ..., A\m € R mit

Dp(z0) = > Aj - Dfj(xo)-
j=1
Diese A1, ..., A\, heiffen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Wir beschrianken uns hier auf den Fall einer einzelnen Nebenbedingung, d.h.
m = 1. Dann bedeutet Rang (Jf(xo)) = m = 1 schlichtweg, dass

0

grad f(zo) # | & |,
0

d.h. es gibt mindestens einen Koeffizienten D; f(xy) # 0. Nach Umnummerierung kénnen
wir annehmen, dass D, f(x¢) # 0 gilt, insbesondere ist

Dn90<x0)
Ai=———€R X X
:ae]R"il
wohldefiniert. Da zo =: (ay,...,a,-1,0) € M, gilt

f(a,b) = f(xo) = 0.

Damit ist der Satz 18.2 iiber implizite Funktionen anwendbar und man kann die Gleichung
flxy,...,xh_1,y) =0

lokal nach y auflosen. Es gibt also ein 7 > 0 und eine eindeutige Funktion

g:V:=B.(a) > :=0b—-rb+r),
R
CRn—1

so dass Folgendes gilt:
g(a) =b, f(xl, ey T, gy, ,wn,1)> =0 V(x1,...,241) €V
und fir j € {1,2,...,n — 1} ist
D;f(a,b) + D, f(a,b) - Djg(a) = 0. (x x X)
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19 EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN

Vgl. Formel (x) in Satz 18.2 und speziell Bemerkung 18.3 (a).

Achtung: Dort ist die letzte Koordinate n + 1, wobei es hier nur n ist!

|LINK: TEIL 2 DER 25. VORLESUNG VOM 14.07.2022

Nun definieren wir eine Funktion

h:V =R, h(xy,...,x41):= gp(xl, ces o1, g(Ty, . ,xn_l)).

Da ¢ in ¢ := (a,b) ein lokales Extremum besitzt (z.B. ¢(z¢) > ¢(z) fir ||zg — z|| klein),
hat A in @ € V ein lokales Extremum. Dann ist ndmlich

War, .. an-1) = ha) = ¢(a. g(a)) =p(z0)

Zgo(xl, ce T, g, ,xn,l))

:h(l'l, PN ,l’n_l).

Also gilt fur jedes j € {1,...,n — 1} fir die partielle Ableitung:

0=D,h(a) :ngo(a,g(a)) + an(%g(a)) -Djg(a)

=D, (o) + Dyp(zo) - (Djg)(a)

"D (@) + A+ D, f(o) - Djgla)

(x x x)

Djp(wo) = A~ Dj f (o).

Also gilt
Dj@(ﬁo) :)\Djf(130> furj € {1,...,77,— 1}
Fir j = n folgt diese Gleichung aus (x x). O

Beispiel 19.3. Wir greifen auf die Funktion
p:RE =R, (z,9) =y,
zurtick. Dazu suchen wir das Maximum und Minimum von ¢|[5;: M — R, wobei

M= {(z,y) eR? : 2+ ¢’ —2=0},
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19 EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN

wir haben also die Nebenbedingung
flr,y) =2"+y*=2=0

vorliegen. Fur (z,y) € M gilt
Df(x,y) = (2¢ 2y) # (0 0).

Also ist Rang (Df(x, y)) =1=m.Ist (z,y) € M eine Extremalstelle, besagt der Satz 19.2,
dass ein A € R existiert mit

das heif}t

(y a:) =\ (Qx 2y) : (M)
Ist x = 0, so ist auch y = 0, was der Gleichung z* + y* = 2, also (z,y) € M widerspricht.
Also muss x # 0 und damit auch y # 0 gelten. Division in der Gleichung (H) liefert dann

’IJ_.T
Ty
PN y2:$2
&y =t

Also gilt
2=+ =2+2>=2? = =1

Wir haben also vier mogliche Extremalstellen
(1,1), (1,-1), (=1,1) und (-1,-1).
Auswertung in ¢ liefert dann:
e(l,1)=1, ¢(l,-1)=-1, ¢(-1,1)=—-1 und ¢(-1,-1)=1.

Also sind (1,1) und (—1,—1) globale Maximalstellen von ¢|y; und (1, —1) sowie (—1,1)
globale Minimalstellen von | ,;.

|LINK: MiNDMAP ANALYSIS 11 |

In der letzten Vorlesungsstunde habe ich an der Tafel ein ,Mindmap‘ mit wichtigen
Inhalten der Analysis II-Vorlesung erstellt. Sie sollte den Hoérern als Wiederholung und
JInitialztindung® fiir ihre Lernphase dienen.
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