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Vorwort

Wie dieses Skript entstanden ist

Im Wintersemester 2021 habe ich an der TU Dortmund die Vorlesung , Analysis I fiir
Lehramt Gymnasium und Berufskolleg” gehalten. Wegen der damals aufgrund von Covid
geltenden Einschrankungen wurde die Vorlesung zweigleisig angeboten: Zum einen fand
eine klassische Vorlesung an der Tafel im Horsaal statt, zum anderen wurde diese Vorlesung
mit Kamera aufgenommen und die entsprechenden Videos unter Moodle zu Verfiigung
gestellt, wo sie — zusammen mit anderen Vorlesungsmaterialien — zugénglich sind.

Das vorliegende Skript orientiert sich zum einen an meinen handschriftlichen Notizen,
anhand derer ich die Vorlesung gehalten habe, und zum anderen an der Vorlesung, wie sie
an der Tafel stattgefunden hat und in den Videos festgehalten ist. Manchmal bin ich in
der Vorlesung selbst von den Notizen abgewichen, im Groflen und Ganzen hielt ich mich
aber recht eng daran. An manchen Stellen habe ich die handschriftlichen Notizen nach der
Vorlesung nochmal nachbearbeitet.

Die Videos — genauer: deren URLs in Moodle — sind an den Stellen im Skript, die dem
entsprechenden Vorlesungdatum entsprechen, verlinkt.

An manchen Stellen ist die fortlaufende Zahlung im vorliegendem Skript anders als die
Nummerierung an der Tafel und den Videos. Dies ist jeweils am Rand vermerkt.

Es gibt sicherlich eine Reihe von kleineren Fehlern und ich arbeite — zusammen mit
freundlichen Menschen, die mich auf Fehler hinweisen — daran, diese auszumerzen.

Ein genereller Hinweis zum Sinn und Zweck von Skripten: Das Lesen von Vorlesungsnotizen
und Skripten kann das eigene Denken und Nachvollziehen der Sachverhalte, Schritte und
Argumente nicht ersetzen. Das eigentliche Ziel ist die Verinnerlichung der mathematischen
Wahrheiten, so dass man sie wie etwas Figenes beherrscht und anderen mitteilen kann.
Falls Thnen an einzelnen Stellen ein Skript zu knapp formuliert ist, um die dargestellten
Sachverhalte zu verstehen, konsultieren Sie die angegebene Literatur.

Quellen und Beziige

In der Vorlesung bezog ich mich insbesondere auf die Skripte [Bru2l, Kabl8, Lenl7], die
mir die Kollegen Rainer Briick, Winfried Kaballo und Daniel Lenz freundlicherweise zu
Verfiigung gestellt haben, sowie die Biicher [For16, Kab00, Koe04a, Taol6a].

Als weitere Literatur konnen die anderen im Literaturverzeichnis aufgefithrten Biicher
niitzlich sein.
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1 DIE REELLEN ZAHLEN

|LINK: TEIL 1 DER 1. VORLESUNG VOM 11.10.2021

1 Die reellen Zahlen

Intuitiv sind die reellen Zahlen bekannt durch geometrische, physikalische oder 6konomi-
sche Groflen. So konnen die Grundflache eines Zimmers, die Temperatur eines Korpers
sowie der Kontostand bzw. Aktienkurs durch reelle Zahlen beschrieben werden. Es ist
notwendig die Struktur der reellen Zahlen (hier durch R gekennzeichnet) zu verstehen. So
findet dieses Verstédndnis ihre Anwendung bei der Berechnung von Grenzwerten von Diffe-
renzenquotienten mithilfe von immer kleiner werdenden € > 0 oder bei der Begriindung,
warum bestimmte Polynome Nullstellen besitzen und andere wiederum nicht.

Dazu werden die reellen Zahlen zunachst axiomatisch eingefiihrt; alle bekannten Rechenre-
geln ergeben sich aus diesen Axiomen.

Die Menge der reellen Zahlen R geniigt:

Definition 1.1 (Korperaxiome). Eine nichtleere Menge K heift Kdrper, falls sie folgende
Eigenschaften besitzt:

(K1) Additive Verkniipfung:
Es existiert eine Abbildung

+ KxK—=K, (a,b)—a+bd,
die Addition genannt wird und dem Paar (a,b) die Summe a + b zuordnet.

(K2) Assoziativitat der Addition:
Fir alle a, b, c € K gilt

(a+b)+c=a+((b+c)=ta+b+c,
die Klammern diirfen also beliebig weggelassen und geschrieben werden.

(K3) Neutrales Element beziiglich der Addition:
Es existiert ein Element n € K derart, dass fiir alle a € K gilt:

n+a=a+n=a.

(K4) Inverses Element beziglich der Addition:
Zu jedem a € K existiert ein x € K derart, dass gilt:

rT+a=a+zxr=n.

(K5) Kommutativitat der Addition:
Fir alle a,b € K gilt

a+b=>b+a.
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Anmerkung: Insbesondere bildet (K, +) damit eine kommutative Gruppe.

(K6) Multiplikative Verkniipfung:
Es existiert eine Abbildung

T KxK—=K, (ab)+—a-b,
die Multiplikation genannt wird und dem Paar (a,b) das Produkt a - b zuordnet.

(K7) Assoziativitit der Multiplikation:
Fiir alle a,b, c € K gilt

(a-b)-c=a-(b-¢c)=a-b-c,
die Klammersetzung erfolgt also analog zu (K2).

(K8) Neutrales Element beziiglich der Multiplikation:
Es existiert ein Element e € K\ {n} derart, dass fiir alle a € K gilt:

(K9) Inverses Element beziiglich der Multiplikation:
Zu jedem a € K\ {n} existiert ein y € K derart, dass gilt:

(K10) Kommutativitit der Multiplikation:
Fiir alle a,b € K gilt

a-b="b-a.
Anmerkung: (K\ {n},-) ist damit eine kommutative Gruppe.

Bisher stehen Addition und Multiplikation (fast) zusammenhanglos nebeneinander, sind
aber zum Verwechseln dhnlich. Mit dem néchsten Axiom werden die beiden Verkniipfungen
nun direkt in Beziehung gebracht:

(K11) Fir alle a,b,c € K gilt

a+b)-c=(a-c)+(b-c "Punke vo——rStriCh"ac+bc.
(

Die Notation ,a € K* ist dquivalent zu der Aussage ,a ist ein Element der Menge K*.
Dabei ist eine Menge eine ,,Gesamtheit von wohldefinierten, unterscheidbaren Objekten
unserer Vorstellung oder Anschauung®.

Die aus der Linearen Algebra bekannten Zahlen Mengen R und Q bilden jeweils einen
Koérper mit n = 0 und e = 1 sowie den iiblichen Verkniipfungen. Dasselbe gilt auch fir die

2
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Menge der komplexen Zahlen C, allerdings mit einer geeigneten Verallgemeinerung der
genannten Verkniipfungen.

Man betrachte nun die Mengen
N={1,2,3,...}, Ny=1{0,1,2,3,...} und Z={0,1,-1,2,-2,...}.

Dabei féllt auf, dass N kein Korper ist: Es existiert kein additives neutrales Element, (K3)
wird also nicht erfiillt.

Was ist mit Ng = NU {0}7 Auch diese Menge ist kein Korper: So fehlt beispielsweise das
additive inverse Element zu 2, was (K4) verletzt.

Ist dann Z ein Korper? Auch nicht: Es fehlt das multiplikative inverse Element zu 2, so
dass (K9) nicht erfiillt wird.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

N={1,2,3,.)}

No={0,1,2,3,...}

Z={.,-2-1,01,2,..}

Abbildung 1: Visualisierung der Zahlenmengen N, Ny, Z und R anhand
eines Zahlenstrahls

|LINK: TEIL 2 DER 1. VORLESUNG VOM 11.10.2021

Bemerkung (Eindeutigkeit in (K3), (K4), (K8), (K9)).
Das neutrale Element der Addition n und das neutrale Element der Multiplikation e sind
eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei n ein weiteres Element mit den Eigenschaften aus (K3). Dann kann n + 7 auf
zwei Arten dargestellt werden: Es gilt namlich

n(g)n—kﬁ@g) n,

auf n auf n

also n = n, weshalb n eindeutig ist.
Der Beweis fur e beziiglich (K8) erfolgt analog. O

Fiir a € K ist das inverse Element x aus (K4) mit

at+r=n
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ebenfalls eindeutig bestimmt. Man nennt es daher das additive Inverse von a (oder inverses
Element von a beziiglich der Addition) und bezeichnet es mit

r = —aQ.

Somit haben wir sozusagen das ,,Minuszeichen definiert®.
Weiter impliziert (K4), dass fiir beliebige a,b € K die Gleichung

a+c=0>
genau eine Losung ¢ besitzt, und zwar
c=b+(—a),
wofiir wir abkiirzend
c=b—a

schreiben.
Analog ist zu a € K\ {n} das inverse Element y aus (K9) eindeutig bestimmt: Man nennt
es das multiplikative Inverse von a und bezeichnet es mit

Wieder hat zu beliebigem a,b € K die Gleichung
a-c=b

genau eine Losung ¢, und zwar

woflur wir abkirzend

schreiben.

Im Folgenden lassen wir den Multiplikationspunkt haufig weg und schreiben
ab fir a-b.

Die bekannten Rechenregeln in R (oder auch Q und C) folgen nun:

Notation/Schreibweise. Fir m € N und a € K setze

a®=a-a-a-...-a
—_———
m—mal
und a’ = e. Im Kontext dieser Veranstaltung setzt man insbesondere auch n® = e.
Falls a # n, so setze auch

11 1 (1>m
a e —_ = s . — pu— —_— .
a a a a
~—_— ——
m—mal

Damit folgen die:
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Potenzregeln. Fir a,b € K\ {n} und m,! € Z gelten:
(a-D)"=a™-b", a™-d'=a™ und (a") =™
Notation. Fiir zwei Mengen M und N bedeutet
e M C N, dass M eine echte Teilmenge von N ist oder M = N gilt,

e MNN={zeM|zeN}={x|ze€ Mund x € N} den (Durch-)Schnitt von M
und N, und

e« MUN ={z |2 € M oder x € N} die Vereinigung von M und N. (Dieses ,oder* ist
nicht ausschlieflend.)

Insbesondere gilt M NN C M U N.

Weiter bezeichnet

oM\N:{x€M| x ¢ N }MohneN,und

z kein Element von N

e« MAN = (M UN)\ (M N N) die symmetrische Differenz von M und N. (Damit
kann man ein ,ausschliefendes oder” simulieren.)

MNN MUN
M\ N MAN

Abbildung 2: Visualisierung der Mengenverkniipfungen anhand von Venn-
Diagrammen
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In der Mathematik verwendet man zur ,stenographischen® Schreibweise Quantoren und
Implikationspfeile:

o V¢ bedeutet ,fiir alle®,
o ,,d“ bedeutet ,es existiert,
o =% bedeutet ,impliziert* bzw. ,erzwingt*,
o <" bedeutet ,folgt aus”,
o & bedeutet , gleichbedeutend /dquivalent zu®,
e . “ bedeutet ,so dass gilt“.
Beispiel.
« Eine entsprechende Kurzschreibweise fiir (K9) ist gegeben durch:

Vace K\ {n}IzecK:a-z=e

x M C N ist aquivalent zu:
reM = x & N.
Dies kann auch geschrieben werden als:

reN <« e M.

x Gilt sogar M = N, kann man dies ausdriicken durch

reM < e N.

Wenn man Zahlen eine gewisse ,Grofle’ oder ,Gewicht® zuordnet, konnte der Gedanke
aufkommen, dass manche Zahlen ,grofler* oder ,kleiner‘ sind als andere. Diese ,,Anordnung*
wird wie folgt definiert:

Definition 1.2 (Angeordneter Korper). Ein Kérper K heifit angeordnet, falls eine nichtleere
Teilmenge P von K existiert, die folgende Eigenschaften erfillt:

(O1) Fiir a € K gilt genau eine der drei Aussagen

aceP, a=n, —acP.

(02) Fiir a,b € P gelten

a+beP, abeP.

Ein Element ¢ € K heifit
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e positiv, falls a € P, und
o negativ, falls —a € P.

P bezeichnet dabei die Menge der positiven Elemente.

|LINK: TEIL 1 DER 2. VORLESUNG VOM 14.10.2021

Bemerkung (Einschub). Fiir m € N und a € K setzen wir

ma=a+...+a und (—m)a=m(—a).
—_——

m—mal

Setze nun
0-a=n,

wobei 0 das (additive) neutrale Element in Z und n das (additive) neutrale Element in K
kennzeichnet.
Dann gilt analog zu den Potenzregeln fiir alle m,l € Z und a,b € K:

m(a+b) = ma+mb,
ma+la = (m+1a,

I[(ma) = (I-m)a.

Summen & Produktzeichen. Setze fiir m,l € Z mit m <!l und a,, aps1,...,0 € K:
! !
Zaj:am+am+1...+al und Haj:am-amﬂ-...-al,
j=m j=m

wobei j den Laufinder (oder Summationsindez) bezeichnet.
Setze weiter fiir m > [

!
Z a; =n als ,leere Summe*

j=m

und

I

I[ @ = als ,leeres Produkt®.
Jj=m

Sind b, ..., b, c € K weitere Elemente des Korpers K, so gelten:

m j=m j=m

(Z%>+< bj) =2 (a+b), D (cra)=c ) g
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sowie

und
!

J

m j=m

N

!
aév = (H aj) fiir beliebige N € Nj.
Beispiel. Es seien I, € N, [ > m und a € K. Dann gilt

I I
a=(l-m+1)-a ud [[a=d ™"
j=m

j=m

Weiter gilt

m m
Z aj = Ay, SOWie H aj = Q.
Jj=m Jj=m

Anmerkung: Bei den Mengen R der reellen Zahlen und Q der rationalen Zahlen handelt es
sich um angeordnete Korper.

Definition 1.3 (Ordnungsrelationen). Sei K ein angeordneter Korper und a, b € K. Gilt
nun

b—aeP,

so heifit a kleiner als b (in Symbolen a < b oder b > a).
Gilt

b—ae€ PU{n},

so heifit a kleiner-gleich b (in Symbolen a < b oder b > a).
a heilit grofier als bzw. grofler-gleich b, wenn

a>b bzw. a>b.

Insbesondere gilt fiir a € K:
a>n << ac€kl

»<' heifit Ordnungsrelation auf K (induziert durch P).

In K = R bedeutet a < b bildlich gesprochen, dass im Zahlenstrahl a links von b liegt.

Wie vertragen sich nun Addition und Multiplikation mit der oben geschilderten Ordnungs-
relation? Diese Frage wird im folgenden Satz behandelt:

8
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Satz 1.4. Sei K ein angeordneter Kiorper. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Fiir a,b € K gilt genau eine der folgenden Beziehungen:
a<b, a=0b, a>h
(2) Fira,b,c € K mita <bundb < c gilt

a<c.

(3) Sind a,b,c € K mita <b, so gilt
a+c<b+c
(4) Sind a,b,c € K mit a < b, so gilt:
c>n = a-c<b-c

und

c<n = a-c>b-c

(5) Ist a € K\ {n}, so ist

a“>n
Insbesondere gilt e = €* > n.
(6) Fira,beK mitn <a<b gilt:
n < 1 < 1
b «a

(7) Sind a,b € K mit a < b, so ezistiert ein ¢ € K mit
a<c<b.
Beweis. (3) & (5): Ubung!
(1) Fir die Differenz b — a € K gilt nach (O1) genau eine der drei Aussagen
b—a€eP, b—a=n oder a—b=—(b—a)ecP.
Die Definition der Ordnungsrelation ,,<* liefert dann die Behauptung.
(2) Wegen a < bund b < cgilt b—a € P bzw. ¢ —b € P. Damit gilt nach Definition 1.2:
c—a=(c—b+(b—a)€P,

also a < c.
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(4) Fir a < b und ¢ > n gelten
b—a€P und ceP
und mit (O2)
P> (b—a) c=bc—ac,

also ac < be.
Fiir a < b und ¢ < n gelten entsprechend

b—acP und —ceP
und es folgt analog
P> —c-(b—a)=c(la—>b)=ac—bc,
also ac > be.
(6) Man betrachte zunéchst die folgende Voriiberlegung:

Behauptung. Falls a > n, dann gilt % > n.

Beweis der Behauptung. Mit (5) erhélt man zunéchst a& = e > n. Ware nun é <n,
so gilt wegen (4)

1 1
n=mn-->a-—=e¢,
a a
was ein Widerspruch zu (5) ist.
Wire nun 1 = n, so gilt
a
1
e=a-—=a-n=n,
a

was auch ein Widerspruch zu (5) ist. Also muss % > n gelten.

Da nun n < a < b vorausgesetzt ist, gilt a,b € P und b — a € P. Nach (02) gilt
dann auch a - b € P. Nach der obigen Voriiberlegung ist dann auch ﬁ € P und man
erhélt:

1 1

1
P5>—(b—a)=-—-
> ab( @) a b’

also % < é und damit die Behauptung.

|LINK: TEIL 2 DER 2. VORLESUNG VOM 14.10.2021

(7) Man betrachte wieder eine Voriiberlegung:
Setze dazu zunichst f:= (e +e)7! = (2¢)7" =
——

>n

10

1w
5 -
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Behauptung. Fir alle a € K gilt
a=f(a+a).
Beweis der Behauptung. Es gilt:

at+a=c-at+e-a=(e+e)a = fla+a)=fle+e)-a=e-a=a.

Lege nun zu a < b den ,Mittelwert“ ¢ fest durch
c:=f(a+Db).

Nach Voraussetzung gilt weiter

3) 3)
a+a<a+b<b+b (%)

Damit erhalt man

at+b=f1lc=(e+te)-c=c+c

Y fla+a)< fla+b)=flctc) < f(b+D).

Aus der Voriiberlegung folgt dann a < ¢ < b.

Korollar 1.5.
(a) FEin angeordneter Korper hat unendlich viele Elemente.
(b) Sind a,b € K und gilt fir alle e € K mit ¢ > n die Beziehung
a<b+e,
so folgt schon a <'b.
Beweis.

(a) K enthélt mindestens zwei Elemente n < e. Wir zeigen sogar, dass fiir alle m € N
cm € K existieren, die folgende Behauptung (m) erfiillen:

Behauptung (m). Es gilt
n < Cp < Cp_i.

Beweis der Behauptung. Beweis mit vollstandiger Induktion iiber m € N:

(IA) m=1:

11
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Die Behauptung (m = 1) besagt: Es existieren cg, ¢; € K derart, dass
n < < co.
Setze nun ¢y = e. Dann ist die Aussage wahr wegen Satz 1.4 (7) und (5).
(IV) Behauptung (m) gelte fir ein m € N:

demyCmo1 EK: n< e < Cpoq.

(IS) m — m + 1:
Wenn Behauptung (m) gilt, dann existiert wegen Satz 1.4 (7) ein ¢,,11 :=c €
K derart, dass

n<c<cy
gilt. Es gilt also:
demi1,em €EK: n < cpar <,

was der Behauptung (m + 1) entspricht. Damit gilt Behauptung (m) fir alle
m € N.

(b) Wir verwenden hier einen Widerspruchsbeweis:
Ist a < b falsch, so gilt @ > b wegen (O1). Dann existiert ein ¢ € K derart, dass

b<c<a
gilt. Definiere nun € := ¢ — b > n. Es folgt dann
b+e=b+c—b=c<a,
im Widerspruch zur Annahme. Also muss a < b gelten.

]

Definition 1.6 (Intervalle). Sei K ein angeordneter Kérper a,b € K mit a < b. Dann
setzen wir:

la,b] . ={r e K|a<z<b} (,abgeschlossenes Intervall“)
e (a,b) ={reK|a<x<b} (,offenes Intervall®)

e [a,0):={reK|a<z<b} (,halboffenes Intervall®)

(a,b] :={z €K |a<z<b} (,halboffenes Intervall®)

e (—00,b]:={z K|z <b}

12



1 DIE REELLEN ZAHLEN

o (—00,b) : ={r K|z <b}
e (a,00) ={xeK]|a<ua}
o (—00,00) =K

Bei der Betrachtung von Intervallen bzw. Teilmengen von geordneten Koérpern kann man
sich fragen, ob es in solchen Teilmengen so etwas wie ein , grofites* und/oder ,kleinstes*
Element gibt:

Definition 1.7 (Minimum und Maximum). Es sei K ein angeordneter Korper, A C K
und m, M € A. Dann heifit:

o m kleinstes Element oder Minimum von A, falls:
m<a VacA.

In diesem Fall setzen wir min A := m.

o M grifstes Element oder Maximum von A, falls:
a< M VacA.
In diesem Fall setzen wir: max A := M.
Beispiel 1.8. Fir A := [n,e) C K gilt:
min A = n.

Dagegen existiert kein Maximum: Zunéchst ist e nicht max A, da e ¢ A. Ware weiter ein
a € A das Maximum von A, so gilt nach Definition a < e. Nach Satz 1.4 (7) existiert dann
ein ¢ € K mit

a<c<e.

Damit ist ¢ € A und a nicht das grofite Element in A, was ein Widerspruch ist.

Satz 1.9. Sei K ein angeordneter Korper und A = {x1,...,z,} C K eine endliche
Teilmenge. Dann besitzt A ein kleinstes und grifstes Element.

Beweis. Beweis tiber vollstandige Induktion nach Machtigkeit n € N von A:

(IA) n=1:
In diesem Fall gilt A = {21} und damit 1 = min A = max A.

(IV) Die Aussage sei nun wahr fiir ein n € N.

13



1 DIE REELLEN ZAHLEN

(IS) n+—n+1:
Sei A eine (n + 1)-elementige Teilmenge von K, also

A={x1,...,2n, 21} CK

Setze nun B = {x,...,x,}. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein m = z; €
B derart, dass

m<z; fuiri=1,...,n.

Vergleiche nun dieses m mit x,,1: Ist m < x,,,1, so ist min A = m. Ist m > x,,,1,
so ist min A = x,,41.

Damit gilt die Behauptung fiir alle n € N und der Satz ist bewiesen. O

Satz 1.10 (Wohlordnungssatz). Sei A C N nicht leer (in Symbolen A # &). Dann besitzt
A ein Minimum.

Beweis. Wegen A # & existiert ein Element a € A. Setze nun B := AN{l,...,a}. B ist
insbesondere eine endliche Teilmenge von N C R = K.

Satz 1.10 besagt nun, dass ein Minimum m = min B existiert; insbesondere ist m € A.
Zeige nun die folgende Behauptung und der Satz ist bewiesen:

Behauptung. Es gilt m = min A.

Beweis der Behauptung. Sei b € A beliebig. Ist b < a, so ist b € B und damit b > min B =
m. Falls b > a ist, so gilt wegen m < a und der Transitivitdt der Ordnungsrelation b > m
und damit die Behauptung.

]

Definition 1.11 (Betrag). Sei K ein angeordneter Korper und x € K. Dann heifit

x, fallsz > n
x| =

—z, fallsx <n,
der (Absolut-)Betrag von x und

1

sgnx = <0, falls x = n,

, falls x > n,

—1, fallsz <n,

das Vorzeichen oder Signum von z.
In K = R beschreibt |z| den ,Abstand‘ x zu Null und |z — y| den zwischen = € R und
y € R.

|LINK: TEIL 1 DER 3. VORLESUNG VOM 18.10.2021
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Satz 1.12 (Eigenschaften des Betrags). Sei K ein angeordneter Korper und a,x,y,r € K
mit r > n. Dann gelten:

(1) Fir alle x € K gilt

und

lz]=n <& z=n.

(2) Fir alle x € K gilt

| — 2| =[]
und
—|z] <z <zl
(3) Fir alle x,y € K gilt
|yl = |zlly|
und
. B‘l, falls y # n.

(4) Dreiecksungleichung:
Fir alle z,y € K gilt

|z +y| < |x] + |yl

(5) Umgekehrte Dreiecksungleichung:
Fiir alle z,y € K gilt

| = lyll < |z —yl.
(6) Es gilt
lt—a|<r < a—-r<z<a+r.
(7) Es gilt
r<a<y = l|a| <max{|z[y]}
Beweis. (1) - (3) und (5) - (7): Ubung! (Tipp: Fallunterscheidung)

15



1 DIE REELLEN ZAHLEN

(4) Aus (2) ist bekannt:
—lzl <z <lfel uwnd  —y[ <y <yl
Betrachte nun die folgende Fallunterscheidung:

e xz>n&ky<n:
Dann gilt

—|z| <z =z[ und —ly[=y <[yl
Addition liefert dann:

—lz| =yl <z +y < ||+ yl,
———
==(lz|+y])
also |x + y| < |z| + |y|, da beide Vorzeichen abgedeckt sind.
e y>n&ky<n:
Beweis erfolgt analog: Nur die Rollen von x und y sind vertauscht.
e xz>n&y>n:
Dann gilt

r+y>n = |rt+yl=c+y=|z|+]y|

e z<n&y<n:
Dann gilt

z+ty<n = |r+tyl=—(r+y)=—z+(-y) =z +]yl.
Insgesamt gilt also |z + y| < |z| + |y| fiir alle z,y € K.

]

Beispiel 1.13. Es ist die Menge M = {z € R : |z — 2| < |z — 3|} zu beschreiben. Man
betrachte hierfiir die folgende Fallunterscheidung:

o T < 2
Insbesondere gilt dann x < 3 und damit

|t —2|=2—2 und |r—3]=3-—u.
In diesem Fall ist die Bedingung |z —2| < |z—3| immer fillt, es gilt also (—o0,2) C M.

o 2< <3
Es folgt |x — 2| =2 — 2 und |z — 3| = 3 — x und man erhalt

r—2<3—-r & 2r<5 & x<2,
also [2,3] N (—oo §) = [2, g) C M.

72
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2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

e T >3:
Es folgt |z — 2] = 2 — 2 und |z — 3] = z — 3 und man erhélt

r—2<zr—3 & 2>3,
was ein Widerspruch ist, es gilt also (3,00) N M = &.

Insgesamt gilt dann M = (—o0,2) U [2, %) Ug = (—oo, %)

2 Vollstandige Induktion und Summenformeln

Lemma 2.1. Es sei K ein angeordneter Korper und m € N. Fiir ay, ..., a, € K gilt dann:

m
Z aj
j=1

<> la;| VmeN.
j=1

Ein direkter bzw. intuitiver Beweis ist gegeben durch:

Beweis. Nach Satz 1.12 (2) gilt zunéchst
—lajl < a; <la;|, j=1,....m. (*)
Wendet man nun Satz 1.4 (3) (m — 1)-mal auf (%) an, so erhélt man:

—lar| — .. = ap| < a1+ .. Fay <|ag|+ ...+ |am] -

_\\m

= j:llaj‘ j:llaj‘

Satz 1.12 (7) liefert dann:

Y

m
Z aj
j=1

112
=la;+ ...+ an| < max
(M)

m
= layl
j=1

m
> layl
j=1

m
= Z |aj| )
j=1

was zUu zeigen war. ]

Alternativ kann man die Aussage auch mit vollstandiger Induktion beweisen. Dazu ist
dieses Prinzip jedoch zunachst einzufiihren:

Induktionsprinzip 2.2. Es sei M C N eine Menge mit den folgenden Eigenschaften:
(a) 1e M
(by me M = m+1eM

Dann ist M = N.

Alternativ kann man auch auf die Eigenschaft (b) verzichten und ersetzen durch:

(b)) {1,2,....m}Cc M = m+1e M.

17



2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

Fiir die Anwendung von Induktionsbeweisen ist jedoch eine praktischere Formulierung
angebracht:

Induktionsprinzip 2.3. Es sei mg € Z und fiir m € Z mit m > mq eine Aussage A(m)
formuliert. Es gelte:

(a) A(myg) ist wahr.

(b) Ym € Z mit m > my gilt: A(m) = A(m+1).
Dann folgt, dass samtliche Aussagen A (myg), A (mo+ 1), A (mo+2),... wahr sind.
Beweise nun Lemma 2.1 durch vollstandige Induktion:

Alternativer Beweis von Lemma 2.1. Im Folgenden bezeichnet ,,(IA)“ den sogenannten
Induktionsanfang, ,(IV)* die Induktionsvoraussetzung und ,(IS)* den Induktionsschluss.

(TA) m=1:
Offensichtlich ist die Aussage

1

Zaj

=1

1
= |ay| < ar| = |ayl
j=1
wahr.
(IV) Es gelte

m
Z%‘

Jj=1

m
< laj| fir ein m € N.
=1

(IS) m+—» m+ 1

Es gilt
m+1 m 1.12 | m (IV) m m-+1
Yoail =D ai | tama| < | Doaj| +laml < Yoyl + lamal = Y lay].
j=1 =1 @ |j=1 j=1 j=1
Insgesamt gilt also
m m
>oai| <>l
j=1 j=1
fir alle m € N, was zu zeigen war. O]

In diesem Abschnitt wollen wir einige Summen ,ausrechnen* bzw. vereinfachen.

18



2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

Beispiel 2.4. Es sei m € N. Gibt es eine geschlossene Formel fiir

j=14+2+...+(m—1)+m?

J=1

|LINK: TEIL 2 DER 3. VORLESUNG VOM 18.10.2021

Man ,verkompliziere' dazu zunédchst den Ausdruck: Es gilt

Q.i]’ = 1 + + 3 + ... + m
= + m + + (m—2) + ... + 1
= (m+1) + + (m+1) + ... + (m+1)
m-mal
= m-(m+1),

also

m(m + 1)

> J=
j=1 2
Alternativ kann die Aussage auch mit vollstdndiger Induktion iiber m € N beweisen werden.

Man betrachte nun die analoge Frage beziiglich der multiplikativen Verkniipfung: Gibt es
eine geschlossene Formel fiir

Tatséchlich gibt es hier keine geschlossene Formel; die Grofle ist aber so wichtig, dass sie
hier einen Namen erhélt: Man nennt diesen Ausdruck Fakultit von m (geschrieben: m!)
und definiert ihn durch

Ahnlich zum Induktionsbeweis gibt es auch rekursive bzw. induktive Definitionen:
Definition 2.5. Wir setzen 0! := 1, 1! := 1, und fir m € N:

(m+1D!=(m+1) -ml.
Wie oben erwahnt, heifit m! Fakultdt von m.

Man betrachte nun die Summen mit multiplikativen Termen:
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2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

Lemma 2.6. Firm € N gilt:

> 5% =-m(m+1)(2m +1).
7j=1
Beweis. Mit Induktion tiber m € N:
(IA) m =
Es gilt
9 1 1
Z] :1:6.6:6.1.(14_1).(2.1_‘_1)7

die Aussage ist also fiir m = 1 erfillt.

(IV) Es gelte

Z m(m +1)(2m + 1) fiir ein m € N.
(IS) m — m+ 1:
Es gilt
> 0%+ (m+1)?
j=1
av) 1

= —mm+1D2m+1)+ (m+1)>?

D= O

(m+ 1) [m(2m + 1) + 6(m + 1)]

1
é(m + 1)[2m2 + Tm + 6}
—_————
=(m+2)(2m+3)

é(m F1)((m 4 1)+ 1)(2(m + 1) + 1).
Es gilt also

i m(m +1)(2m + 1)

fir alle m € N, was zu zeigen war. O]

Lemma 2.7. Es sei K ein Kérper. Fir g € K und m € Ny gilt dann:

(e—q)> ¢ =(e—q) (e—i—q—i—qQ—i—...—i—qm):e—qu.
7=0

20



2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

Beweis. Es gilt

I U I YW ANIE Y
c-a0Xd Z(g,,) Z(&j_,)
m+1

[Indexverschiebung] = Zq - Z q

m—+1

[Teleskopsumme] = e — (q

Korollar 2.8. Fir q € R\ {1} und m € Ny gelten:

Zq L
l—q
b) Ist sogar ¢ € [0,1) C R, so gelten 1 —q >0, 1 — g™ < 1 und somit
(
. m+1
1—g¢q < 1

l—q —1—gq
(¢) Firz,y e R, z #£vy, gilt:
m m+1 _ , m+1
me—JyJ — L Yy
=0 r=y

Beweis von (c). Betrachte dazu die folgende Fallunterscheidung:
e 2 =0:
In diesem Fall gilt insbesondere y # 0 und damit
m—1 m+1 Om+1 _

S m—j  ,J _— m—j . 0o ,m _ m:y — Y
20"y ?%0 Y+ 0y =y

o x#0:

Setzt man nun ¢ = ¥ in Lemma 2.7 ein, erhalt man

-9z = NON
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und damit die Behauptung.
O

Definition 2.9. Es sei A eine endliche Menge. Eine bijektive Abbildung 7: A — A heifit
Permutation von A.
Weiter bezeichnet man mit |A| die Mdchtigkeit — d.h. die Anzahl der Elemente — von A.

Satz 2.10. Es sei A eine endliche Menge mit |A| = N € N. Dann gibt es N! magliche
Anordnungen (d.h. unterschiedliche Permutationen) von Elementen der Menge A.

Beweis. Beweis mit Induktion uber NV € N:

(IA) N =1:
Ist |A| =1, so gibt es genau eine mogliche Anordnung von Elementen, insbesondere
gilt dann 1! = 1.

(IV) Fiir ein N € N gebe es N! mogliche Anordnungen von Elementen der Menge A.

(IS) N+— N +1:
Ist [Al=N+1unda € A, soist B:= A\ {a} N-elementig, es gilt also |B| = N.
Sei nun as, as, ...,ay eine der (nach (IV)) genau N! moglichen Anordnungen von
B. Dann kann man a an genau N + 1 Stellen ,,dazwischenschreiben*:

a ap a9 as cee an
a; a Qs as tee an
N + 1 Kopien
aq (05} as a4 an
aq (05} as cee an a

Damit besitzt A genau (N + 1) - N! = (N + 1)! unterschiedliche mogliche Anord-
nungen.

O
Beispiel 2.11. Es seien x,y € R. Den meisten ist die Identitéat
(z+y)* =2” + 22y +y°
und einigen auch
(x +y)? =2+ 32%y + 32> +9°
bekannt.

Was ist das Analogon fiir die allgemeine Potenz (x 4 y)™, m € Ny? Lege dazu zunéchst
Folgendes fest:
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Definition 2.12. Fir m,l € Ny mit [ < m ist der Binomialkoeffizient definiert als

m\ m! fais m(m —1)...(m —141)
L)1 (m—1)! 10 Il

und wird ,,m tiber [ ausgesprochen.

Erganzend setzt man noch (?) = (0, falls [ > m oder falls [ eine negative ganze Zahl ist.

m

Auch < ]

) lasst sich kombinatorisch interpretieren:

m
l
aus m Objekten | Stiick ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwdhlen.

Satz 2.13. Es seien m,l € N mit 1 <1 < m. Dann gibt es genau Moglichkeiten,

Wir zahlen unterschiedliche Teilmengen. Die Reihenfolge der Elemente innerhalb
der Teilmenge spielt dabei keine Rolle.

Wie viele unterschiedliche [-elementige Teilmengen kann man dann aus einer m-
elementigen Obermenge auswéahlen? N

Beispiel. Die Anzahl der Ergebnisse im Lottospiel ,,6 aus 49“ ist gegeben durch

= 13983816.

49\ 49! 49-48-47-46-45- 44
6/ 643" 6-5-4-3-2-1

|LINK: TEIL 1 DER 4. VORLESUNG VOM 21.10.2021

Beweis von Satz 2.13. In der Tat zahlen wir zunachst die moglichen Ergebnisse mit der
Unterscheidung von Reihenfolgen: Dazu sei A eine Menge mit |A| = m. Wir ziehen nun [
Elemente aus der m-elementigen Menge A. Beim ersten Zug haben wir m Moglichkeiten und
es bleiben m — 1 Elemente inalb der Menge tibrig. Beim zweiten Zug hat man entsprechend
m — 1 Moglichkeiten, ein Element aus der Menge zu ziehen. Setzt man diesen Vorgang
iterativ fort, so hat man beim I-ten Zug genau m — [ + 1 Moglichkeiten, ein Element aus
der Menge zu ziehen.

Insgesamt hat man dann m - (m — 1) -...- (m — [ + 1) Méglichkeiten, [ Elemente aus der
Menge A zu ziehen. Bei unterschiedlichen Ziehreihenfolgen kénnen wir jedoch trotzdem
am Ende dieselben [ Elemente erhalten.

Wir miissen dazu die unterschiedlichen Reihenfolgen miteinander identifizieren. Nach
Satz 2.10 gibt es genau [! Reihenfolgen fiir die [ gezogenen Elemente. Daraus folgt:

m-(m—1)-...-(m—1+1) <m>

|{l-elementige Teilmengen}| = T =
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2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

Es gelten die folgenden Spezialfille:
my _,_(m m\ _m m\ m(m—1)
0) ~ \m)’ 1) 1 \2) 2

(7) = (mni l) fir [ =0,1,...,n aus Symmetriegriinden (I +> (m —1)).

sowie

Hinzu kommt:

Lemma 2.14 (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten). Fir m,l € N mit 1 <1 <m
qilt:

m+1\ [(m m

)= ()

(zﬁ)*(?) - (z_1)!-zﬁ':n!—z+1)!+u<mmi D)

Beweis. Es gilt

oy m =141
B n-(m—1+1)
_ (mA+1)-m!

e (m =14 1)

B (m+1)!

U ((m+1) =)

- ("),

Mit der Aussage des Lemmas lassen sich die Binomialkoeffizienten nur unter der Verwen-

]
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2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

dung der Addition sukzessiv berechnen und im Pascalschen Dreieck anordnen:

1
(i) i i
N
G) 1 2 1
N N e
(?) 1 3 3 1
N N N
(?) 1 4 6 4 1

<5> 1 5 10 10 D 1

Riickblickend auf die Summendarstellungen von (z + %)? und (x + y)? fallt auf, dass die
Binomialkoeffizienten in der Summendarstellung von (z 4 y)™ auftauchen. Mit diesem
Zusammenhang befasst sich der folgende Satz:

Satz 2.15 (Binomischer Lehrsatz). Es sei K ein Korper. Fir x,y € K und m € Ny gilt
dann:

(z+y)™ :g:) (ZL) ™yl

Beweis. Beweis mit Induktion iber m € N:

(IA) m =0:
Es gilt
O . .
(z+y)=e und Z( )xo Iy =1-e-e=ce,
=0
also
. (0
(x+y)°=> ( ) 2y,
J=0 J
erfillt.

(IV) Es gelte

25



2 VOLLSTANDIGE INDUKTION UND SUMMENFORMELN

(IS) m+—» m+ 1:
Es gilt

(K:H) Z (?) xm—j—i—lyj_'_Z( ) m—j j—l—l
m

Jj=0 J=0
Ind m m m+1
ndex m—j+1, 7 me 7+1
D DN B E AR T Y
ift . ]
Jj=0 J=1

214 [m + 1 o U m —l— 1 m
1. +1— 0y0+(z pmHD) = y)
(m+1 m+1) m-+1
_ ni <m+ 1) (m+1)—j, j
= . y
J=0 J
Es gilt also
(z+y)™=> ( ) Iyl
7=0

fur alle m € Nj. O

Man betrachte nun die folgenden Spezialfille unter der Verwendung des binomischen
Lehrsatzes:

(i) Setzt man y = e, so gilt nach Satz 2.15:

o5 ()

j=0

(ii) Fir z =y =1 € R gilt entsprechend:

L0)5()vemuerer

J=0
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(iii) Seien K =R, z,y € Rmit 0 < y < 2 und ¢ := ¥ klein genug (¢ < 1). Dann gilt

naherungsweise:

(x+y)" =a™- <1+Z> ~ ™ (1+mq),
wobei wir alle Terme mit ¢2, ¢, ¢, ..., ¢™ weglassen, da diese ,noch kleiner als ¢*
sind.

Tatséchlich ist ein Teil der Aussage in (iii) exakt:

Lemma 2.16 (Bernoulli-Ungleichung). Es sei K ein angeordneter Korper und x € K. Fir
x> —e und m € N gilt dann:

(e4+x)™ > e+ ma.
Ist zusdtzlich x # n, so ist die Ungleichung fir m > 1 strikt, es gilt also
(e+z)" >e+mz VYm> 1.

Beweis. Beweis mit Induktion uber m € N:

(IA) m=1:
Offensichtlich gilt dann

(e+z) =e+1-a.
(IV) Es gelte
(e+x)" >e+ma fireinmeN.
(IS) m— m+ 1:
Wegen x > —e gilt zunéchst
e+ x> n.

Die Multiplikation der Induktionsvoraussetzung (IV) mit e 4 z liefert dann:

m+1 )
(e+x) > (e+mx)(e+x)

= e+ax+mx+ma?
~——
>n

> et+x+me

= e+ (m+1)x.
Es gilt also
(e+z)™" >e+mx

fiir alle m € N.
Der Beweis fiir die strikte Ungleichung verlauft analog mit entsprechenden Anpassungen
des Induktionsvorgangs. O

|LINK: TEIL 2 DER 4. VORLESUNG VOM 21.10.2021
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3 VOLLSTANDIGKEIT VON KORPERN

3 Vollstandigkeit von Korpern

Wir beginnen zundchst mit weiteren Begriffen zur Anordnung von Kérpern:

Definition 3.1. Es sei K ein angeordneter Kérper, A C K mit A # @ und z,y € K. Dann
schreiben wir:

(i) « ist eine obere Schranke von A = Vae A: a<u.
——

(ii) y ist eine untere Schranke von A <= VYae€ A: a>y.

(iii) A ist von oben beschrinkt <= FEs existiert eine obere Schranke von A.

(iv) A ist von unten beschrinkt :<=> Es existiert eine untere Schranke von A.
(v) Aist beschrankt :<= A ist von oben und von unten beschrankt.

Ist A von oben bzw. unten beschrénkt, so ist

O::{xEK‘VaEA: agx}#g bzw. U::{yGK’VaEA: agy}#g.

. . O . Kkleinstes ¢ =min O .o, C Supremum
(vi) Besitzt U 0 5Btes Element J— max U © K, so heift 7 Infimum oder

kleinste ob :
?.mb © obere Schranke von A. Man schreibt dann:
grofite untere

c=supA bzw. d=infA.

Man betrachte nun die folgenden Umformulierungen:

A ist beschrankt
& dryyeK VaeA: y<a<u
= dr,yeK Vae A: |a] <max{|z],|y|}
& JseK VaeA: Ja| <s
= dseK VaeA: —ls|<—la| <a<]al < s

= A ist beschrankt.

Man erkennt damit, dass alle Umformulierungen dquivalent sind — man kann also die
Implikationspfeile (=) durch Aquivalenzpfeile (<) ersetzen.
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Insbesondere gilt also:

A ist beschrankt < {\a| D a€ A} ist von oben beschrénkt.
_

Definition / Notation 3.2. Es sei K ein angeordneter Kérper und A C K mit A # @.
Man schreibt dann:

sup A = oo . . obere
) P < Es existiert keine Schranke z € K von A.
mfA=—-—c0 untere

Man betrachte nun die folgenden Eigenschaften von nichtleeren Teilmengen A C K:

Satz 3.3. Es seien K ein angeordneter Korper, A C K mit A # @ und von oben beschrinkt,
sowie M, S € K. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) A besitzt ein Mazimum M =maxA = M€ A undsupA =M.
(2) S ist eine obere Schranke von A und S € A = S =sup A = max A.
(3) Es sind dquivalent:

(i) S=supA

ii) S ist eine obere Schranke von A und fir jede weitere obere Schranke S’ qilt:
(i) j g

S <S.
(iii) Fir alle a € A gilt a < S und

Ve>n da.€A: a.>85—¢.
Beweis. Ubung!

Zusatz: Formuliere und beweise Analoga zu Satz 3.3 fiir das Infimum von A.

_
Beispiel 3.4. Fir K = R gilt:

ACR sup A inf A

la,b] |maxA=becA minA=acA

(a,b) b A a¢ A

la,b) b¢ A mnA=acA
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3 VOLLSTANDIGKEIT VON KORPERN

Definition 3.5 (Supremumsvollstindigkeit). Ein angeordneter Korper K heifit vollstindig,
falls jede von oben beschréankte Teilmenge @ # A C K ein Supremum (in K) besitzt.

Satz 3.6 (Schnittaxiom). Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist K genau dann
vollstindig, wenn gilt:

Fir A, BCK, A# 2 # B, mit

Yae A YVbe B: a<b,
ezistiert ein c € K mat

YVaoc A YboeB: a<c<hb.

Beweis. Ubung!

Lemma 3.7. In einem vollstindig angeordneten Korper K besitzt jedes von unten be-
schrinkte A C K mit A # @ ein Infimum.

Beweis. Definiere B durch
B::—A::{xEK‘ —xGA}.

Nach Voraussetzung ist dann B # @ und von oben beschrinkt. Wegen Definition 3.5
existiert somit ein s € K derart, dass

s =sup B.
Daraus folgt, dass —s = inf A, was zu zeigen war. m

Satz 3.8. (Bis auf Isomorphieiquivalenz) existiert genau ein vollstandig angeordneter
Korper. Diesen nennen wir R bzw. Koérper der reellen Zahlen.

(Ohne Beweis)

Dabei heiflen zwei angeordnete Korper K und K (isomorphie-)aquivalent, falls eine
bijektive Abbildung ¢: K — K existiert mit

pr+y) =)+ o), e y)=0@) ely), x>y = @)>pQy).

¢ heiffit dann Isomorphismus.

]

Bemerkung 3.9 (Bezug zur intuitiven Vorstellung von R). Fiir jeden Korper K kénnen
wir eine Abbildung

0:N=>K, om)=m-e

definieren.
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Behauptung. Ist K angeordnet, so ist ¢ injektiv.

Beweis der Behauptung. Seien dazu ohne Beschriankung der Allgemeinheit (kurz: 0.B.d.A.)
m,l € N mit m > [, damit insbesondere m # [. Wegen e > n gilt k-e > n fiir ein beliebiges
k € N und damit:

m—0D-e>n < me>le < om)>p(l),

m>l1
e N

insbesondere also p(m) # (1), was zu zeigen war.

Wie sieht es denn mit einer Fortsetzung ¢: Q — K auf den rationalen Zahlen aus? Fiir
m € N setze f = f,, := (me)~ L.

Behauptung. Fir alle m € N gilt
m- fm =e.
Beweis der Behauptung. Es sei m € N. Dann gilt

m - fm =m- (efm) & (me) - fn = e.

Setze also % e = fm.

Ubung: Zeigen Sie:

Definiert man dann

) -50()

so hat man eine Fortsetzung von ¢ auf alle rationalen Zahlen.

Setze nun fir a € K: 2q := (%) - Q.
q q

Ubung: Zeigen Sie, dass damit die Rechenregeln der ,Skalarmultiplikation® aus
Abschnitt 1 auch fiir Q-Koeffizienten gelten. N

|LINK: TEIL 1 DER 5. VORLESUNG VOM 25.10.2021
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Fazit. Jeder angeordnete Korper ,enthélt eine Kopie“ von N (sogar von Z und von Q).
Damit ist Q der kleinste angeordnete Korper, der N enthalt, und insbesondere ein Teilkorper
von R ist — die Menge Q ist also ein Korper mit den von R geerbten Verkniipfungen ,,+“
und ,,-“.

Definition 3.10 (Archimedisches Axiom). Ein angeordneter Korper K heifit archimedisch,
wenn zu a,b € K mit n < a < b immer ein m € N existiert mit

b<m-a.

Lemma 3.11. In einem archimedischen Korper K gibt es zu jedem ¢ € K mit e > n ein
m € N mit

1
—e<ce
m

Beweis. Es sei € € K mit € > n. Man betrachte dann die folgende Fallunterscheidung;:

e c < e
Dann existiert nach Definition 3.10 ein m € N mit e < m - . Multiplikation mit
% > ( auf beiden Seiten liefert dann

1 1

—e< —-m-€=E¢.
m m

e £ > e

Ubung!

Satz 3.12. Die Menge N der natirlichen Zahlen besitzt
(1) keine obere Schranke in Q,

(2) keine obere Schranke in R.
Beweis.
(1) Angenommen es existieren p,q € N mit m < g fir alle m € N. Wéahlt man dann
m = p+ 1, gilt dann

1

q>
p+1<=<

S

=b

ESE S

was ein Widerspruch ist.

(2) Angenommen N besitzt eine obere Schranke x € R. Nach Definition 3.5 existiert
dann ein s € R mit s = sup N es gilt also nach Satz 3.3 (3):

VmeN: m<s und Im; €N: m; >s—1.
Damit gilt dann aber
5<m1+1EN,

was ein Widerspruch ist.
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Satz 3.13. R und Q sind archimedisch.

Beweis. Es seien a,b € R mit 0 < a < b. Da N nach Satz 3.12 (2) keine obere Schranke in
R besitzt, existiert ein m € N mit

b
m>—- = m-a>b.
a

R ist also archimedisch.
Der Beweis fur Q verlduft unter der Verwendung von Satz 3.12 (1) komplett analog. [

Ubung / Beispiel 3.14. Es sei A gegeben durch

A;:{m]meN}cR.
m+1

Zeigen Sie:
. 1 :
inf A = 5= min A und supA=1¢ A

Lemma 3.15. Es existiert kein ¢ € Q mit ¢*> = 2.
Beweis. Ubung!

Lemma 3.15 sagt also aus, dass die Quadratwurzel von 2 in Q nicht existiert. Dagegen
existieren m-te Wurzeln von Zahlen in R aufgrund der Vollstdndigkeit der Menge:

Satz 3.16. Es seia € R mit a > 0 und m € N. Dann ezistiert genau ein x € R mit
x>0 und 2™ =a.

Diese Zahl x bezeichnen wir als m-te Wurzel von a und schreiben

1
r= %/a oder x=am.

Beweis. Der Beweis verlauft in zwei Schritten: Wir zeigen zunéchst, dass es hdochstens eine
Losung fiir die Gleichung, und zeigen anschliefend, dass es mindestens eine Losung gibt.
Damit zeigt man, dass es genau eine Losung gibt, und damit die Behauptung.

@ Es existiert hochstens eine Losung, denn:
Nehme 0.B.d.A. an, dass x,y € R existieren mit mit 0 <y <z und 2™ =a =y
fiir m € N. Vollstandige Induktion iiber m liefert dann

m

was ein Widerspruch ist.
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@ Es existiert mindestens eine Losung, denn:
Definiere dazu A durch

A::{bGR‘b>O, bm<a,a€R,a>0}

und ¢ := ;%5 < 1. Esgilt £ > 0 und t™ < ¢ < a fir alle m € N; insbesondere ist
te A Firy>1+a>1ist dann y™ >y > a > b™ fir alle b € A.
Daraus folgt y ¢ A und

Vbe A: y >0,

da man im Fall y < b auch y™ < b™ < a gelten wiirde, was ein Widerspruch ist.
Damit ist 1 + a eine obere Schranke von A, so dass = := sup A endlich ist.

Behauptung. Es gilt
7" =@

Zeigt man die Behauptung, so ist der Satz bewiesen, weil man dann die gesuchte
eindeutige Losung der Gleichung gefunden hat.

Beweis der Behauptung. (Durch Widerspruch):

1. Angenommen es gelte ™ < a. Dann gilt insbesondere a — ™ > 0, es existiert
also ein h € R mit

a—x™
0< h< i l, — 3.
mln{ ’m(1+x)m1}

Fiir allgemeine 0 < s < t liefert dann die Summenformel in Korollar 2.8:

—~

m—1
tm—smi?(t—s) > s 53 (t—s)-m-t"t (%)
(¢ j:0

Einsetzen von s :== x < x + h =: ¢ in (x) liefert dann:

(x+h)™—2™ < (z+h—z)-m-(z+h)™!
= h-m(z+h)"?
< h-m(l+z)™!

< a—2z™,

also (r + h)™ < a und x + h € A. Damit gilt jedoch = # sup A, was ein
Widerspruch ist.
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3 VOLLSTANDIGKEIT VON KORPERN

2. Angenommen es gelte 2™ > a, also 2™ — a > 0. Setze dann

hi 2720
m-x™m"
Es gilt dann

he —— =2 <u

m-x™ 1l m

Wegen z = sup A existiert ein b € A mit b > z — h > 0. Einsetzen von
s:=x—h <z =:tin (x) liefert dann:

" —(z—h)"<h-m-z™ ! =2"—aq,
also a < (z — h)™ < ™. Damit gilt jedoch b ¢ A, was ein Widerspruch ist.

Also muss ™ = a gelten.

O

|LINK: TEIL 2 DER 5. VORLESUNG VOM 25.10.2021 |

Korollar 3.17. Q ist nicht vollstindig, es existiert also eine Menge A C Q, A # &, die
von oben beschrdankt ist, aber kein Supremum in Q besitzt.

Beweis. Ubung!

Potenzregeln (Fiir rationale Exponenten). Sei r := ™ € Q mit m € Z und n € N

teilerfremd. Setze nun fiir a € R, a > 0:

a =a

Ist2=p =120
q n
mit

mit p € Z, q € N eine alternative Darstellung von r, so existiert ein k € N

p=m-k und ¢g=n-k.

Behauptung. Es gilt

Die Definition ist also konsistent.

Beweis der Behauptung. Es gilt b" = a™. Nach Definition und Eindeutigkeit der Wurzel
gilt ebenso:

¢ =qaP =a"m = (am)k = (b")k =k = pe,

Da die ¢-te Wurzel eindeutig ist, gilt somit ¢ = b, was zu zeigen war.

Nun ist eine weitere Konsistenz nachzurechnen:
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Behauptung. Es gilt

Beweis der Behauptung. Es gilt

und

Da die m-te Wurzel eindeutig ist, gilt somit (@m)% = (a%)m, was zu zeigen war.
Lemma 3.18. Firr,s € Q und a,b € R mit a > 0, b > 0 gelten:

(1) a’a® = a’™*>,

(2) a"b" = (ab)r,

3) () =

(4) (@) = a.
Setze fir p,m € Zund ¢ € N

r:]z und s =
q

e

und betrachte die folgende Voriiberlegungen:

Behauptung.

a) Fur a,b € R mit a > 0,b > 0 gilt
(ab)% — qiba

B) Speziell fir b = i gilt dann

also
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3 VOLLSTANDIGKEIT VON KORPERN

Beweis der Behauptung. Es ist nur «) zu zeigen. Fir ¢ := as und d := ba gilt nach
Definition:

(cd)!=cT-d?=a-b.
Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel folgt dann

Q=

(ab)s = c¢-d=aaba.

Beweis von Lemma 3.18. Ubung]

Notation. Fir m € Nund r € Q \ {0} setzen wir

Y0=0 sowie 0" =0.

Definition 3.19. Fiir x4,...,x,, € R definieren wir A: R™ — R durch

1 m
A e Ty = — ;
(*1'17 » L ) m Jz::l :UJ
und bezeichnen es als den arithmetischen Mittelwert von x1, ..., x,,.
Gilt zusétzlich x4, ... 2, > 0, so definieren wir das geometrische Mittel G: Rs¢™ — R
durch:
G(x1,. o xp) = T Ty = (Hl’j>
j=1
Es gelten:
(i) A(-) und G(-) sind homogen: Fiir A > 0 gilt also
1 m
ANz, A exy) =N Ay, x,) = A — >y
m =
7j=1
und
GA-xp,..., A xp) =X G (xy, ,xm):/\-(H%>
j=1
(i) Es gilt
min{zy,...,xn} < A(z1,...,Tp) <max{zy,...,Tn}
und
min{xy,...,xn} <G (1,...,Tn) <max{ri,...,Tn}



3 VOLLSTANDIGKEIT VON KORPERN

Satz 3.20 (Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel). Fir xq,...,x,, €
[0,00) C R st

Gy, xm) <Az, ..., 2m), (%)
wobei genau dann Gleichheit gilt, wenn ©1 = 1o = ... = x,,.

Beweis. Man nehme zunéchst einige Vereinfachungen vor:

(1) Existiert ein j € {1,...,m} derart, dass z; = 0, so folgt direkt G (z1,...,2,) =0
und (x) ist erfillt. Man nehme also 1, ..., x,, > 0 an.

(2) Aufgrund der Homogenitéit von A und G kénnen wir 0.B.d.A annehmen, dass
Az, ) =1
gilt. (Ansonsten kann man z; :=
(3) Fir z; = ... = x,, gilt:
G(x1,...,¢xpm) =21 =A(T1,...,2p).

Damit ist nur noch die folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung. Fiar zq,...,2, > 0, 1 + ... + 2, = m und z; # 1 fiir mindestens ein
je{l,...,m} gilt:

Beweis der Behauptung. Mit Induktion tiber m € N,m > 2, also m € N\ {1}:

(IA) m=2:
Fir e € (0,1) sei ;1 =1+ €. Dann ist x9 = 2 — 7 = 1 — € und damit

1’1'1‘2:1—€2<1.

(IV) Fir zq, ...,z >0, 21+...+2, = mund x; # 1 fir mindestens ein j € {1,...,m}

gelte:
Ty Ty <1 fireinme N\ {1}.
(IS) m+— m+ 1
Seien xg, x1,..., %, > 0 nicht alle gleich und 2y + ...+ z,, = m + 1. Dann ist fiir
i,j € {0,...,m+ 1},7 # j, mindestens ein z; grofer als 1 und mindestens ein z;

kleiner als 1.
Es sei also 0.B.d.A

rn=1—a, x;=1+p>1 fira,pe(0,1).
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Setze nun y := xg+ 21 — 1 = 1 — a 4+  und man erhélt
Y+Tog+...+Typ=m
und nach (IV) gilt dann
Y Ty oo Ty < 1.

Wegen zp- 21 =1 —a+ f — af < y folgt dann

H T; < 1.
j=0
O
Frage: Warum haben wir die Induktion nicht mit m = 1 angefangen?
_

Beispiel 3.21. Fira >0, m>2und j € {1,2,...,m — 1} gilt
Vai <1+ L (a—1),
m

denn Satz 3.20 besagt:

Insbesondere gilt fir j =1

a—1

Va <14

und fir j =2 und 21 = 25 = /m
2 2

¥/m < +\/m -

|LINK: TEIL 1 DER 6. VORLESUNG VOM 28.10.2021

Wie liegt Q in R? Mit dieser Frage beschéftigt sich der folgende Satz:
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Satz 3.22. Zu x € R gibt es genau ein m € Z mit
m<zx<m-+l.
Dieses m bezeichnen wir mit der GaufSklammer und schreiben
m = |z] ::max{keZ’k‘§$}.
Beweis. Ubung!
Korollar 3.23. Es seien a,b € R mit a < b. Dann gilt:
(a) (a,b)NQ # 2,
(b) (a,b)NZ # @, fallsb—a > 1,

(c) (a,b) NI # @, wobei I := R\ Q die Menge der irrationalen Zahlen bezeichnet.

Beweis. Ubung!

Jedes offene Intervall enthélt also mindestens ein Element (tatséchlich sogar unendlich
viele Elemente) von Q als auch von I — man sagt:

Q (und I) liegt dicht in R.

Aber: Es existiert eine Abbildung ®: R — Q, die surjektiv ist — es gilt zumindest
IR| > |Q|. Jedoch existiert keine surjektive Abbildung ¥: Q — R — tatsachlich gilt
also |R| > |Q|.
_
4 Die komplexen Zahlen
Am Ende des letzten Kapitels haben wir uns mit der Frage nach der Losung der Gleichung

2 =1

beschéftigt und sind so auf die irrationalen Zahlen gestoflen. In diesem Kapitel wollen wir
uns nun mit der Frage nach der Losung der Gleichung

z? = —1
beschéftigen, und werden uns so mit den komplexen Zahlen bekannt machen.

Definition 4.1. Wir definieren auf der Menge R? = {(m, Y) ‘ x,y € ]R} zwei Verkniipfungen
+: R? x R? — R? und -: R? x R? — R? durch

<§> i <Z> - (i T Z) (Addition)

40



4 DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

und

) () = (e
(y) <v> = (xv—i—yu) (Multiplikation)

fir (z,y), (u,v) € R%

Tatsichlich ist (R2, +, ) ein Kérper und wird Koérper der komplezen Zahlen genannt und
mit dem Symbol C bezeichnet. Weiter ist die Abbildung ®: R — C definiert durch

o)

ein Korperhomomorphismus — R ist also ein Unterkorper von C.
Wir schreiben ,,C 3 2z = (z,y) € R** oder auch

z=x+1iy € R x iR, (%)
wobei i dem Vektor (0,1) entspricht.

Definition 4.2. Die Zahl i wird imagindre Fins genannt. Weiter bezeichnen fiir eine
komplexe Zahl z := z + iy € C:

» Re(z) := x den Realteil von z,
e Im(z) := y den Imagindgrteil von z und
o Z:=ux —iy = Re(z) —ilm(z) die zu z komplex-konjugierte Zahl.
Bemerkung 4.3. Fir z =z + iy, w = u + iv € C gelten:
z=w << x=u und y=wv.

Die Verkniipfungsregeln aus der Definition 4.1 werden in der Darstellung in (x) folgender-
maflen notiert:

z+w = (r+u)+ily+v)

z-w = (ry—ww)+i(zv + uy).
Fir z # (0,0) =: 0 € C gilt dann auBerdem

I 1z T — 1y _r—ly

z oz z (r4iy)(z—iy) 22+ y?
Test: Es gilt

1 T — iy , % 4+ 92

L AT A, (x+1iy) = 2—|—y2_1
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Insbesondere gilt
P=0+i-D)0+i-)Z20-0-1-1)+i0-140-1)=—1+4i-0=—1.

Beziiglich Rechenregeln fiir die Konjugation ist Folgendes zu beachten:

zt+w = Z+w,

Z-w = Z-w,

T—w = Z-—w,

(z) = é, falls w # 0, und
w w

@ = =

Insbesondere ist ® definiert durch
. C—-C, z+—7z

ein Korperautomorphismus.

Weiter ist
1 N 1 _
Re(z) = 5 (z4+72), ilm(z)= 5 (2 —2)
und
z2=%2 & Im(z2)=0 & z=zekR

Soweit wissen wir, dass C ein Korper und R ein Unterkorper von C ist. Lasst sich dann
die Ordnungsstruktur von R auf C erweitern?

Wiéire dies der Fall, so miisste wegen i # 0 (0 ist dabei das additive neutrale Element) nach
Satz 1.4 (5) i* > 0 folgen. Wir haben aber bereits gezeigt, dass

*=-1<0
gilt. Die Ordnungsstruktur von R lasst sich also nicht auf C erweitern.
Die gute Nachricht ist jedoch, dass wir einen verniinftigen Betrag auf C definieren kénnen!

Da gibt es eine passende Erweiterung:
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Definition 4.4 (Betrag auf C). Fir z = 2 + iy € C setzen wir

2| := \/2? + y?
und nennen |z| den Betrag von z.

Geometrisch interpretiert beschreibt |z| den Abstand von z zu 0 € C .
Bemerkung 4.5 (Eigenschaften des Betrags in C). Fiir z = 2 + iy € C und w € C gelten:
c |P=a? 4yt = (e +iy)(v—iy) =27,

o [zl =],

o [Re(2)| = |a] = Va? < Va7 y? = 2],
o [Im(2)] = |yl = Vy* < Va? + 37 = 2],
. z-%:%:i,ﬁﬂlgw#@,

. 2] =0,

e |2]=0&2=0€C,
o |zw| = |z[|wl],

z

w

= Ll falls w #£ 0,

T wp

e |z+w| < |z| + |w| und
o lz] = Jwl] < [z = wl,

Beweis. Ubung!

|LINK: TEIL 2 DER 6. VORLESUNG VOM 28.10.2021

5 Folgen und ihre Konvergenz

Definition 5.1. Sei M # @ eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung
x:N—= M, nw— z(n),
iiblicherweise schreiben wir jedoch

(33’1, L2, T3, - - ) ] (xn)zozl ) (xn)neN oder (-Tn) .

Die Elemente z,, heiflen Folgenglieder.

Manchmal wird auch fiir eine andere Teilmenge N C Z die Abbildung x: N' — M
als Folge bezeichnet; dann schreibt man explizit (z,,),,c -

]

reelle

R
komplexe -Folge.

Ist , S0 nennt man (x,) eine Folge oder C

M
M

I
Q=
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Im Folgenden betrachten wir nur M = R oder M = C. Um beide Félle simultan zu
abzudecken, wird K entweder den Koérper R oder den Korper C bezeichnen, wir betrachten
also M =K.

Beispiel 5.2.
(a) Es sei ¢ € K. Gilt fiir eine Folge z,, = ¢ fur alle n € N, also
(xn) = (¢,cy0...),
so ist x eine konstante Folge.
(b) Gilt fir eine Folge z,, = n fiir alle n € N, also
(xn) =(1,2,3,...),
so handelt es sich um eine lineare Folge.
(c) Esseien a,d € K, d # 0, derart, dass
VneN: xz,=a+n-d,
und damit insbesondere
Tpi1 = Tp +d

gilt. Eine solche Folge wird dann arithmetische Folge oder arithmetische Progression
genannt und hat die Form

() = (a,a+d,a+2d,...).

(d) Es seien a,q € K, g # 0 derart, dass
VneN: z,=a-q",
und damit insbesondere
Tpt1 = Tn - q

gilt. Eine solche Folge wird dann geometrische Folge oder geometrische Progression
genannt und hat die Form

() = (a, aq,aq’, . . ) )

(e) Die Folge (x),,cy mit

1
YneN: x,=-—
n

wird harmonische Folge genannt und hat die Form

(z2) = (1;;)
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Fir die Konstruktion von Folgen ist der Fantasie keine Grenzen gesetzt. So kann eine
Folge auch folgendermaflen definiert werden:

(f) Gilt

An? +2n+1
Vn e Np: =" —
nelNo: = (D0 —0

dann hat (x,) die folgende Form:

(1) = (1 TT4 )
=\ 910 87 )

n€eNy

Definition 5.3 (Umgebung). Fir a € K und £ > 0 heifit
Ua(a):{meK’ |z — al <5}
die e-Umgebung oder der offene e-Ball um a € K und

Us(a) = Us(a) \ {a}

die punktierte e-Umgebung bzw. punktierter offener e-Ball um a.
In R gilt:

Usa)=(a—e,a+¢) CR.
_

Wie man am Namen des Abschnitts erkennen kann, wollen wir uns hier neben den Folgen
auch mit ihrer Konvergenz beschéftigen. Was unter Konvergenz zu verstehen ist, sollte
zwar geklart werden, aber bevor wir das tun, muss man sich natiirlicherweise die folgende
Frage stellen: Wieso bendtigen wir iiberhaupt einen Konvergenzbegriff?

Man betrachte hierzu die Zahl v/2, von der wir nach Lemma 3.15 wissen, dass sie keine
rationale Zahl ist. Aufgrund ihrer Irrationalitdt ist sie jedoch durch eine unendliche,
nicht-periodische Dezimaldarstellung gegeben, namlich

1,4142135. ..

Allerdings kann ein Computer nur endlich viele Dezimalstellen berechnen, speichern
und/oder darstellen. Je besser der Computer ist, desto mehr Dezimalstellen kénnen
dargestellt werden: Betrachtet man die folgende Iteration

1,414
1
1,4142
1
1,41421
\L [In welchem Sinne?]

V2,
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erhilt man eine Folge (g,) rationaler Zahlen mit der Eigenschaft
Ep 1= ‘\/_— qn‘ < 107"
Dieser Gedankengang motiviert:

Definition 5.4 (Konvergente Folge). Es sei a € K und (z,,),,.y eine K-Folge. Dann heifit
(xn),, konvergent gegen a, falls gilt:

Ve>03dnoeN: |z,—al<e Vn>n.

Man beachte, dass ng = ng(¢) von € abhéngt.

Man schreibt dann

lim =z, =a oder z, — a.
n—oo n—o0

Eine Folge, die gegen a = 0 € K konvergiert, heifit Nullfolge. Konvergiert eine Folge nicht,
so heift sie divergent. Konvergiert (x,) gegen a, so liegen fir jedes € > 0 nur endlich viele
der z,, aulerhalb von U.(a); wie viele es sind, hingt allerdings von ¢ ab.

N

Abbildung 3: Visualisierung einer konvergenten Folge — man beachte
dabei die e-Umgebung um a.

Lemma 5.5. Es sei (x,),.y eine K-Folge mit

lim z, = a.
n—0o0

Gilt auch
lim z, = b,
n—oo

so folgt a = b.
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Beweis. Angenommen es gelte a # b. Dann gilt

la — bl
= 1275 2.
c 2

Zu diesem e > 0 existieren dann n,(¢), ny(e) € N derart, dass

Vn>n.e): |z, —al <e,

Vn>ny(e): |z, —bl <e.
Daraus folgt jedoch fiir alle n > max {n,(g), ny(c)}:
la—bl=la—x,+x, = b <|a—z,|+ |, —b <e+e=]a—0b,
also |a — b| < |a — b|, was ein Widerspruch ist. Damit muss a = b gelten. O

Fazit. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig festgelegt.

Beispiel 5.6. Sei o € Q mit o > 0. Dann gilt

. 1
lim — = 0.
n—00 N«

Beweis. Zu € > 0 wahle ng € N derart, dass

1
Un > - -
Ea

Das ist moglich, weil N nach Satz 3.12 unbeschrankt in R ist. Daraus folgt dann:

1 1 1
—’:§<€ Vn > ng(e) O
ne n® = ng
Ahnlich zeigt man:
—1)"
lim g = 0.

Sobald wir n® fir a € R, a > 0, definiert haben, werden wir herausfinden, dass dann die
obigen Aussagen ebenfalls zutreffen werden.

Beispiel 5.7 (Divergente Folgen).
(a) Es sei x, = (—1)".
Behauptung. Es gibt kein a € C mit

lim z,, = a.
n—0o0

Wegen R C C existiert insbesondere dann auch kein a € R mit dieser Eigenschaft.
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5 FOLGEN UND IHRE KONVERGENZ

Beweis der Behauptung. Angenommen es existiert ein a € C mit

lim z, = a.
n—oo

Dann existiert zu e = % ein ng = ny (5 = %) € N mit

1
|z, —al| < 5 Vn > ng.
Daraus folgt jedoch fir alle n > ng:

1 1
2=|(=1)™ = (=1)"| = [#n1 = 2ol < J2ns —al +la— 2 < 5 +5 <1,

also 2 < 1, was ein Widerspruch ist.

Also existiert kein a € C mit lim,,_,o z,, = a.
(b) Es sei x, = n?.
Behauptung. Es gibt kein a € C mit

lim z,, = a.
n—oo

Beweis der Behauptung. Angenommen es existiert ein a € C mit
lim z,, = a.
n—oo
Dann existiert zu ¢ = 1 ein ng = ng (¢ = 1) € N mit
‘nQ—a‘ <1l Vn2>ng.
Wegen (ng + [|a|])® > ng folgt jedoch:
2 2
1> |(no + Mal1)* = a| > (no + [lal])* - lal

> i+ oo~ 1)L+ o

>1 >1 >0 >0

> 1.

also 1 > 1, was ein Widerspruch ist.

Anzumerken ist, dass letztere Folge auf eine spezielle Art divergent ist:

|LINK: TEIL 1 DER 7. VORLESUNG VOM 4.11.2021

Definition 5.8.
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(i) Eine R-Folge (%), oy heiBt bestimmt divergent gegen +oo bzw. —oo, wenn gilt:

T, >N

VN e Ndnyge N: v < N

Vn > nyg.

(ii) Eine R-Folge heifit von oben beschrankt, wenn die Menge A gegeben durch
A::{xER’EInEN: x:xn}:{xn’neN}

von oben beschrankt ist. Wegen der Vollstiandigkeit von R existiert dann das Supre-
mum

sup (z,,) := sup A.
neN

(iii) Eine R-Folge (), oy heiflt von unten beschrinkt, wenn die Folge (—x,), oy von oben
beschrankt ist.

(iv) Eine R-Folge ()
beschrankt ist.

nen heiBt beschrinkt, wenn (xy), .y von oben und von unten

Ubung: Eine R-Folge ist genau dann beschrinkt, falls gilt:

dMeN VneN: |z,] <M.

Lemma 5.9. Es sei (2,),.y eine R-Folge. Dann gilt:
(a) lim z, =a & (|zn — al),ey 4t eine Nullfolge.
(b) (wn),ey st konvergent = (xy),cy it beschrinkt.

Beweis.
(a) Folgt direkt aus Definition 5.4.
(b) Es sei (z,,), konvergent, es gelte also
a = nh_)rrolo z, € R.
Dann existiert ng = ng (¢ = 1) € N mit
Vn>ng: |z,—al <1,

also |z,| < 14 |a| fur alle n > ng. Setze nun K := max {|x1|,..., [Ty, 1+ |a|}.
Dann folgt

|z, <K VneN.

Also ist (7y,),,cy beschrinkt. O
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Bemerkung. Die Umkehrung von Lemma 5.9 (b) gilt im Allgemeinen nicht: Es sei

Es gilt [z,| <1 fiir alle n € N, (2,,),,oy ist also beschrénkt. Jedoch ist die Folge divergent
(siche Beispiel 5.7 (a)).

Satz 5.10. Es seien (z,) und (y,) R-Folgen. Dann gilt:

(a) Falls (zn),cn eine Nullfolge und (yy)
Nullfolge in R.

nen beschrdnkt ist, so ist (xy - Yn),cy €ine

(b) Falls (yn),en eine Nullfolge ist und (vy,),,c mit
|Zn] < lyn| Vn €N,
50 ist (Tn),en €ine Nullfolge in R.
Beweis.
(a) Da (yn),cy €ine beschrankte Folge ist, existiert ein m € N derart, dass gilt:

lyn] <m VneN

Da (2,),cy eine Nullfolge ist, existiert weiter fiir = > 0 ein ng = nyg (5> € N mit

m
€
|z, — 0| < — Vn>no.
m
Daraus folgt dann:
€
Vn>mng: g yn — 0] < |z |yn] < —om=e.

Also ist (x,, - yn),, eine Nullfolge.

(b) Da (y,),, eine Nullfolge ist, existiert zu gegebenem € > 0 ein ny = ng(c) € N derart,
dass fiir alle n > ng gilt:

Vor.
e>|yn =0l = lym| = [zn| = |2, 0]
Also ist (x,,), eine Nullfolge. O

Beispiel 5.11 (Geometrische Folge). Es sei ¢ € C und z,, := ¢ fiir n € N. Man betrachte
nun die folgende Fallunterscheidung;:

e ¢ = 0: Daraus folgt insbesondere z,, = 0" = 0 und damit

lim x, = 0.
n—oo
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e |g| € (0,1): Fiir ein h > 0 ist dann

1
1< —=1+h,
lq]

und man erhalt mit der Bernoulli-Ungleichung 2.16:

1 1\" 2.16
— = <> > 14+nh>nh VnéeN,
lq|™ lq|
also
| =lg" <~ vneN
= — n
q q nh M)
das heif}t:
1
\n~q"|<ﬁ VneN. (%)

Damit ist die Folge (n-¢"), = (n-x,), beschrinkt und es folgt, dass (z,), eine
Nullfolge ist.

e |g¢| = 1: Hier sind wieder Unterfille zu unterscheiden: Falls ¢ = 1 € C, so gilt
r, = 1" =1 fiur alle n € N und es folgt lim,, ,,x, = 1. Falls ¢ = —1 € C, so ist
x, = (—1)" divergent. Allgemeiner ist (z,), divergent fiir alle ¢ mit |¢| = 1 und

q# 1.

e |gq| > 1: Fir ein h > 0 ist dann

lq| =1+ h,

und man erhalt mit der Bernoulli-Ungleichung 2.16:

2.16
q"| = lgI" = (1+h)" > 1+nh VneN
Damit ist (), oy unbeschrankt und nach Lemma 5.9 divergent.

Insbesondere fir g € (1,00) C R ist z, = ¢" bestimmt divergent gegen +oc.

Beispiel 5.12. Seien ¢ € C, |g| < 1,k € N und
T, =nk¢" VneN
Behauptung. (x,),cy ist eine Nullfolge, es gilt also

lim z,, = 0.
n—oo
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Beweis der Behauptung. Beweis mit vollstandiger Induktion tiber k& € N:

(IA): k=1:
Die Aussage ist wahr wegen (x) in Beispiel 5.11.

(IV): Fiir ein k € N sei x,, := n*q" eine Nullfolge mit ¢ € C, |g| < 1, n € N, und es gelte

lim x, = 0.
n—o0

(IS): k— k+1:
Es existiert ein ¢ € R mit [g| <t < 1. Setzt man p := %, so folgt

Ipl <1 und ¢ = pt.

Wegen () ist dann (n - "), . eine beschrankte Folge, weshalb ein M € N existiert,
so dass gilt:

‘nk—l—lqn‘ _ (ntn) (nk;|p|n) ‘
—~—
beschriankt (I_Vz o

n—o0

Nach Satz 5.10 (a) folgt dann:
lim (nk+1q"> = 0.

n—oo

Also ist z,, := n¥q" eine Nullfolge fiir alle ¥ € N.

|LINK: TEIL 2 DER 7. VORLESUNG VOM 4.11.2021 |

Fazit. Das exponentielle Verhalten von ¢" dominiert also das polynomielle Verhalten von

n*.

Ubung: Beweise die Behauptung von Beispiel 5.12 mithilfe des binomischen Lehrsat-
zes und ohne vollstandige Induktion.

|

Beispiel 5.13. Fir z € C und n € N sei x,, definiert durch

Dann gilt:
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Beweis. Wéhle ein ng € N mit ng > |z|,ng > 2. Dann gilt fur alle n > ny:

n

z I e e e O e IO o B 2] k20

nl = || — '7<k}-7: n—)O
N—— ~——
=:k, konstant <1 <1 =Yn
<1
Nach Satz 5.10 (b) gilt dann
lim z, = 0. ]

n—00

Bevor wir uns mit weiteren Aussagen iiber Grenzwerte beschéftigen, ist zunachst eine
weitere Begrifflichkeit einzufithren:

Es sei fiir jedes n € N eine Aussage A(n) formuliert. Wir sagen dann

A(n) ist fur fast alle n € N wahr
< Es gibt nur endlich viele n € N, fiir die A(n) falsch ist

& dnoeN Vn>ng: A(n)ist wahr.

Mit dieser Voraussetzung basteln wir uns nun aus gegebenen konvergenten Folgen neue
konvergente Folgen.

Satz 5.14 (Grenzwertsétze). Es seien (2y),cns (Un)pens (2n)ney C-Folgen und a,b € C
derart, dass

lim x, =a wund lim y, =b.
n—00 n—00
Dann gilt:
(a) lim (2, +yn) =a+Dd.

(b) lim (z, -y,) =a-b.

n—oo

n—oo yn

(¢) lim (“”) - % falls b+ 0.

[Fiir den Fall y, = 0 sei auf den unteren Teil (h) verwiesen./
(d) Sind (24),,ens (Un)nen R-Folgen und gilt
Tn < yn fur fast allen € N,

so ist a < b.
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(e) Sind (xy),, (Yn),, (2n), R-Folgen und gilt
Tn <2, <y, VYneN und a=0>,
so gilt

lim z, = a.
n—oo

(f) limy, o0 |20| = |al.
(g) Sind (an),, (bn), R-Folgen, so gilt

nli_}rgoan:aeR,
Jlrgo(an+i-bn):a+i-b &
lim b, =beR.

n—oo

(h) Gilt
Zn = X, fir fast alle n € N,
so folgt
Jim 2=

Man darf also endlich viele Folgenglieder dndern, ohne den Limes zu beeinflus-
sen.

]
Beweis. (a) Nach Voraussetzung existiert zu € > 0 ein ng € N mit
|z, — al <g und |y, — b <g Vn > no.
Dann gilt fiir alle n > ng:
112 (4) -
(@0 +yn) = (@+0)| =[(xn —a) + (Yo —b)| < |on —al+|yn — b < §+§ =&

also lim,, o (z,, + yn) = a+ 0.

(b) Da (z,,) konvergent ist, ist insbesondere (|z,|) beschrankt. Es existiert also ein K € N
derart, dass

|z, < K VYneN.

Waéhle nun zu € > 0 ein ng € N derart, dass
€

|:1:n—a]<2 und |yn—b|<2K Vn > ny.

(o] +1)
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Dann gilt fir alle n > ng:

|Tpyn — abl = |ZnYn — ab|

< e (g D)+ = a)b

= |zl yn = O+ |20 —al [B]
~ ——  —\

<K 5% <smin
e e |b]
< K —a4 - "
2K T2 p 41
Ve N——
=3 <1
< g

also lim,, o (2,y,) = ab.

Zunéchst ist die Frage zu klaren, ob man durch y,, dividieren kann: Wegen

lim y, =b#0

n—oo

existiert ein ny € N derart, so dass fiir alle n > ng gilt:

b
wal > 25 0,

b 112 (5)
=N
2

n— bl < —
|y | 5

Es gilt also y,, # 0 fir fast alle n € N.

Mit Teil (h) zeigt man spater dann auch, dass alle (endlich vielen) , bosen“ Terme
gedndert werden konnen, ohne den eigentlichen Grenzwert zu beeinflussen.

Behauptung. Es gilt

. 1 1
lim — = —.

Beweis der Behauptung. Zu & > 0 wéhle ein n; = ny(e) > ng derart, dass

b2
lyn, — b] < bl Vn > ng.
Dann gilt
1 1|_‘b—yn _ ya = 0]
Yn D Ynb [yl (0] °
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Wegen n > ny > ng gilt insbesondere |y,| > % und damit

|yn_b| < 2|yn_b| 2|b|26 —
lyal 6] = [b? 2[b[>

Insgesamt gilt also

1 1

<e Vn>n,
Yn b

was zu zeigen war.

. T . 1\s1am 1 a
lim [— | = lm |z, — ="a-—=—.

(d) Ist @ = b, dann gilt insbesondere a < b, es ist also nichts zu zeigen.

Nun gilt

Betrachte also den Fall a # b: Setze dazu € := $|a—b| > 0. Dann existiert ein ng € N
derart, dass

|z, —al <e Vor.
> ng < = —bl.
Vn > nyg lyn — bl < & = a<z,te < yo+te<b+2e=b+]a—1]

Es gilt also @ — b < |a — b| und damit a < b, insbesondere auch a < b.

(e) - (h): Ubung! O
Beispiel 5.15.
(1) Es gilt

. 2—n+3

lim

o (E-1+3)

= lim
2 3

. 1 .

. 4 .
limy, 500 o5 + limy, 00 7

: 2
5.14 hmn%oo

. 0-0+3
N 0+7
_ 3

= =
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(2) Es gilt
i no2" — 4n? + 8
IO
nreo (2-2-1)
— lim n(5) 4t
37
5;20 5;20

2\" 1

lim,, o 1° (5) —limy, o0 4 - lim,,_y 0o 1° (g)n +lim, 0 8 - (f

lim,, o0 2 - lim,, oo 1 - (%)n —lim, 1

5.12
=0

0-4-0+0
2-0-1

= 0.

|LINK: TEIL 1 DER 8. VORLESUNG VOM 8.11.2021

(3) Zu Satz 5.14 (c):

Gilt a = lim,, o x, # 0, b = lim,, .o ¥y, = 0, aber y,, # 0 fiir fast alle n € N, so gilt

Tn

Yn

lim

= 00,
n—00

das heif3t, (

) . ist bestimmt divergent gegen +oc.
n

Zn
Yn

Dagegen ist im Fall @ = 0 = b (und z, # 0, y, # 0 fir fast alle n € N) keine

allgemeine Aussage moglich, wie die folgenden Beispiele zeigen:
« Man betrachte y, = % und z,, = J5. Dann gilt

n 1
lim Lo _ lim — =0.
n—o0 yn n—oo n,

o Betrachtet man jedoch g, = n—12 und z, = %, so gilt

. Ty .
lim — = lim n = +o0.
n—oo y’ﬂ n—oo

o« Firy, = # und z, = 5, ¢ € R, gilt entsprechend

. Tp .
lim — = lim c=c.
n—oo yn n—oo

o7


https://moodle.tu-dortmund.de/pluginfile.php/1884841/mod_resource/content/1/2021-11-08-Vorlesung_8-Teil_1.m4v

5 FOLGEN UND IHRE KONVERGENZ

(4) Zu Satz 5.14 (d):

Es sei z, :=0< % =:y, fir n € N. Dann gilt
Jm 7= 0= Jim g
Die strikte Ungleichheit zwischen den Folgengliedern fiir alle n € N lésst sich also
nicht auf den Grenzwert tibertragen:
Tp <Y, YVneN Jgrgoxn<r}grlgoyn

Man betrachte die Folge (z,,),,cy gegeben durch
Behauptung. Es gilt

lim z, = 1.
n—oo

Beweis der Behauptung. Fir alle n € N gilt

1<n "2 ¥li< im
g

Weiter liefert die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel aus
Satz 3.20:

2
1<Yn<l- = +
n

— 1.
n—oo
~—~

{3l

— 0
n— oo

il
o

oo

Wegen des Sandwich-Arguments aus Satz 5.14 (e) gilt dann

A, Vn=1,

was zZUu zeigen war.

Bei der Betrachtung von vy, := vnF fir k € N folgt dann:

lim
n—oo

IRT T ko =\ 514 (b) (.. n k_ E
=i /=l = Jim ()" " (i ) =1 =1
Fiir a > 0 betrachten wir die R-Folge ({/a), .

Behauptung. Es gilt

nli_{{.lo%:l Va > 0.
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Beweis der Behauptung. Man betrachte hierzu die folgende Fallunterscheidung:

e a>1:
Dann gilt

1=V1< Ya< in,
wenn man n € N grofy genug wéhlt. Es gilt also
1< Va< Yn fir fast alle n € N,

Wegen {/n vd 1 liefert das Sandwich-Argument aus Satz 5.14 (e) dann

h_)m Ya=1 Va>1.

e« a€(0,1):
Setze ¢ := % > 1. Dann gilt

lim (Va) = lim {/e=1,

n—oo n—oo
also
R B VN I AT S
Jim ¥/a = Jim (v2) " (h ) =17 =1
Also gilt

lim {/a=1 Va > 0.

n—00

(7) Wir betrachten die R-Folge (W) :

n

Behauptung. Es gilt

lim W:oo.

n—00

Beweis der Behauptung. Es sei n € N. Dann gilt

()2 =nl-nl = (ﬁk) : (lﬁ(n—k+1)>

= J[k(n—k+1)
=(k—=1)(n—k)+n

= f[ ((k=1)(n—k)+n)
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Vv

I

k=1

Wegen +/n —2 00 gilt dann

lim V/n! = co.
n— 00
(8) Es sei (2y,),cn C C mit lim,, o 2, =1 und p,q € N.
Behauptung. Es gilt

. @ =1 @
lim 1 = —.

Man beachte, dass hier insbesondere

2 —-1—0 21 -1—0

n—oo n—oo

gilt, man betrachtet also einen Fall ,0/0“ — eine Sache, die uns spater bei der
Betrachtung von differenzierbaren Funktionen begegnen wird. N

Beweis der Behauptung. Wir nutzen zunéchst die Identitat der geometrischen Sum-
menformel aus Lemma 2.7 bzw. Korollar 2.8 (a): Fiir alle n € N gilt

p _ p—1 q _ g—1
gt =1l ; zi—1

und > k.

j=0 =1 =

Damit erhalt man:

p—1
J
14 an
_ J=0
gl — 1l L%—i ‘Iz—:l k'
Tp—
X
n
k=0
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Es folgt
p—1 p—1 ' p—1 j p—1
> (lim x%) (hm xn> M1
— —~ \n—oo — n—00 — -1 P
Tl Jj=0 _ J=0 _ =0 Vor. j=0 p _
n—oo | ¢—1 q—1 q—1 k q—1 qg-1 q’
z* (lim xfl) (lim xn> M1
n—oo n—o0
k=0 k=0 k=0 k=0

was zUu zeigen war.

(9) Wir betrachten wieder die geometrische Summenformel: Lemma 2.7 besagt, dass fiir
z € Cmit |z| <1 gilt:

n 1 — Zn+1

1—=z2

Betrachtet man den Grenzwert beider Seiten fiir n — oo, so erhilt man

" 1 — 1
lim Z ¥ = lim LA IR .
n—00 =0 n—00 11—z 1— 2z

Speziell fir z = 3 gilt:

n /1N 1
li - = = 2.
Jim > (2) -

1
k=0 2

In den vorigen Beispielen haben wir gesehen, wie sich der Limes bei Potenzen mit ganz-
zahligen Exponenten verhélt. Der niachste Satz beleuchtet dasselbe Verhalten, aber fir
rationale Exponenten:

Satz 5.16. Es seia > 0, z, € [0,00) firn € N mit lim, o x, = a, und r € Q. Dann gilt
Jim 2, =a'. (%)
Ist zusatzlich r > 0, so gilt auch

(Tn),en C [0,00) ist eine Nullfolge = (al), o ist eine Nullfolge.

Beweis. Vorbereitend betrachten wir zunachst Folgendes: Man kann 0.B.d.A. annehmen,
dass z,, € (0,00) fur alle n € N.
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5 FOLGEN UND IHRE KONVERGENZ

Ansonsten kann man eine modifizierte Folge vy, betrachten, gegeben durch
a
Yp 1= max {iL‘n, 2} > 0.
Dann existiert namlich ein ng = ng (%) € N derart, dass
a
|z, —al < 3 Vn > ng,
also 0 < § <z, fir alle n > ng. Es folgt y,, = x,, fiir alle n > ny, fir r € Q also

y, = x, fur fast alle n € N.

Satz 5.14 (h) liefert dann lim,, o 2], = limy, 00 Y.

|LINK: TEIL 2 DER 8. VORLESUNG VOM 8.11.2021

Der Beweis des Satzes erfolgt mehrteilig:

@ Ist » € N, so folgt aus Satz 5.14 (b) induktiv:

lim 27 = lim (x R ):ar.
n—oo n—00 L,_@
r-mal

@ Nun betrachte man den Fall r = ﬁ fir M € N mit M > 2. Die geometrische
Summenformel aus Korollar 2.8 (c) liefert:

M
M M _ k. M—k—1
=y =(r—y)- Y 2"y :
k=0
L 1
Setze nun =z = x4" und y = a™ und erhalte
i 1 M % M—1-Fk
Tp—a=|x" —aM Z xpt a M
k=0

L 1 o M T a7
= (mé” — aM) ca M Z () : (k)
>0 k=0

Sei nun € > 0 und wahle ng = ngy (A - €) € N so, dass
|z, —a| < A-e VYn>no.

Nach (xx) gilt
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5 FOLGEN UND IHRE KONVERGENZ

Umstellen des Terms und einsetzen des Betrags liefert dann

A>0 1 1
< |xn—a|~Z<A-6-Z:5.

L 1
M v
Tn — aM

Also gilt
lim ¥/z, = Va.

n—o0

@ Ist allgemein r = &% fiir p € Z und M € N, so gilt

lim 2% = lim ( 4/z,)" @ lim %)p @ (%)p =a'.

n—oo n—oo (TL—)OO

@ Man betrachte nun den zuséitzlichen Fall « = 0, » > 0 und z,, > 0 fiir alle n € N.
Dann existiert zu jedem € > 0 ein ng € N derart, dass

2, — 0] <&r  Vn > n,

also o
27| = |z,|" < <5F> =e. O

Beispiel 5.17.

(1) Es gilt
: an? —1\* 516 . 4n? —1\?2
im = im
n—o00 n2+7 n—00 n2+7
4 L\z
(s
- (i3)
~ \140
— 45
= 8.
(2) Es gilt
vn2+3n+n
lim (\/n2+3n—n) = lim (\/n2+3n—n)-( )
n—»co n—00 (\/ern)

. n?+ 3n —n?
= lim

=% (\/uZ + 30 + )
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6 MONOTONE FOLGEN

) 3n
= lim

. 3
= hmi
_ 3

6 Monotone Folgen

Gewisse ,abstrakte“ Eigenschaften garantieren, dass eine Folge konvergiert — auch wenn
man den Grenzwert (bzw. Limes) einer solchen Folge eventuell nicht explizit angeben kann.
Im Folgenden wird ein solches Szenario untersucht.

Definition 6.1. Es sei (7,,),.y eine R-Folge. Dann heifit

(x,) streng isoton, wenn

Tpi1 > Tp YN €N,

(x,) isoton, wenn

Tpi1 > T, Vn €N,

(x,) streng antiton, wenn

Tpi1 < Xp, VYVn €N,

(x,) antition, wenn

Tpy1 <z, VYneN,

e (z,) (streng) monoton, wenn (x,) (streng) isoton oder (streng) antiton ist.

Der Begriff ,jisoton* ist dabei aquivalent zu ,,monoton steigend“ und ,,antiton“ zu ,, monoton

fallend*.

Beispiel 6.2. Man betrachte die Folgen (a,), (b,), (cn), n € N, gegeben durch

1 1
ap,=—, b,=—= und ¢,=4q", qe€R.
n 2

(ay) ist streng antiton, (b,) ist isoton und antiton, und

streng isoton fir g > 1,
(e,) ist streng antiton fiur g € (0,1),
Cp) is

" isoton und antiton fir ¢ € {0, 1},

nichts davon fiir ¢ < 0.
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6 MONOTONE FOLGEN

: " : 50t b
Satz 6.3 (Monotonie und Beschrénktheit = Konvergenz). Jede 1HOTONE md von 0"
antitone unten

beschrinkte R-Folge ist konvergent.

Beweis. Es sei 0.B.d.A (x,), .y isoton und von oben beschrankt. Dann existiert eine obere
Schranke

a = sup ,.
neN
Behauptung. Es gilt
L = G

Beweis der Behauptung. Es sei € > 0 beliebig. Nach den Eigenschaften des Supremums
existiert dann ein ng € N mit

Tpy > @ — E.
Wegen der Isotonie von (), gilt dann
Ty 2> Tpy >a—€ YN > nyg,
und weil a eine obere Schranke ist, gilt ebenso
Tn<a<a+e VYVneN.

Insgesamt gilt also
|z, —a| <e Vn2>ng,
was zUu zeigen war.

Damit ist (x,,) offensichtlich konvergent gegen a. O

Eine Anwendung der Monotonie-Eigenschaft findet sich im Babylonischen Verfahren bzw.
Heron-Algorithmus zum Wurzelziehen:

Beispiel 6.4 (Heron-Verfahren). Es seien @ > 1 und b > 0 sowie die Folge ()
rekursiv definiert durch

neNp

1
xo="b und =z, := 3 <xn + xa) Vn € Ng. (%)

Behauptung. (z,),cy, 15t antiton, beschrankt und es gilt

lim z, = Va.

n—oo

Beweis der Behauptung.

@ Zeige zunachst, dass x,, > 0 fiir alle n € Ny (dann darf man damit dividieren) durch
vollstandige Induktion iiber n € Nj.
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6 MONOTONE FOLGEN

(IA) n=0:
Es gilt g = b > 0, ist also erfillt.
(IV) Es gilt

x, >0 fiir ein n € Ng.

(IS) n+—n+1:
Es gilt

Also gilt z,, > 0 fir alle n € N,.

@ Zeige nun, dass x, > +/a fir alle n € N: Fiir alle n € Ny ist namlich

>0 A
1 2 _ 9 Jax, T, —va
b )i At C A,

@ Fir alle n € Ny gilt

xm:l(Ha)@

Zn, 2 2

1 a 1
—([14+-)==-2=1.
2(+a) 2

Damit gilt z,,11 < z, fir alle n € Ny, (z,) ist also antiton, und zusammen mit @
ist (x,) konvergent.

@ Identifiziere nun den Grenzwert der Folge x := lim,, ., z,: Lasse dazu n — oo auf
beide Seiten in () laufen. Es gilt

g 1 . a 1 a
x—ngrgown+1—2(ngm xn+> —2<$+x>. ()

Insbesondere ist x dann ein Fixpunkt der Iteration (x), es gilt also

Tpn =T = Tpy1 =2

Lose nun (xx) auf: Es gilt

1
$:2(I+a> & 2x:x+g s 2 =a = IG{—\/E,\/E}
T T

Wegen z,, > 0 fir alle n € Ny muss auch x > 0 gelten, und man erhélt © = \/a als
Losung.
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6 MONOTONE FOLGEN

@ Fehlerabschdtzung:
Wegen @ gilt fiir alle n € Ny:

’l’n+1 — \/5‘ = ILni1 —Va= e 2_]:;/6) < (@ _\/—\a/a) a%

Ist beispielsweise |z, — v/a| = 107* fiir ein k£ € N, so gilt

11
2

(xn — \/5)2 .

\a:,m - \/a\ < ;10—2’“.

|LINK: TEIL 1 DER 9. VORLESUNG VOM 11.11.2021

In der Tat verdoppelt sich in jedem Iterationsschritt die Anzahl der ,korrekten Stellen*
von x,. So gilt zum Beispiel fiir a = 2 und b = 1:

3
r, = 5 = 1,5
17
= — =1,416...
T2 12 )
577
= — =1,414215...
X3 408 ) 9

im Vergleich zu /2 = 1,41421356.. . .

Beobachtung. Der Startwert xq = b beeinflusst den Grenzwert sowie die Konvergenzrate
nicht. Sind aulerdem a,b € Q, so ist auch x,, € Q fiir alle n € N, auch wenn der Limes
V/a irrational ist.

Eine Erweiterung dieses Verfahrens zum Ziehen der k-ten Wurzel ist gegeben durch:

Bemerkung (Verfahren zum Ziehen der k-ten Wurzel). Es seien a € (0,00), k € N, k > 2,
b* > a und

1
xo=0b und x,,:=— <(k - Dz, +

a
2 1) Vn € No.

k
Ly,

Dann ist lim,, o 2, = a.

Beispiel 6.5 (Exponentielles Wachstum). Eine Anlage von Kapital K mit jahrlichem
Zinssatz p ergibt nach einem Jahr

p
K-(1 =
(1+a), a=75

Nach ¢ Jahren ohne Zinseszins hat man

K-(1+t-a).
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Haben wir eine Zinsauszahlung zu den Zeitpunkten % und ¢, so gilt

(5 (1+50)) (1+350) :K(1+;@)2.

Bei n Zinsterminen hat man entsprechend Zeitpunkte

t t
yooy(n—1)— n—=1t
(n—1)—,n—

,2

S|+
S|+

und damit eine Zinsauszahlung von K (1 + %oz)n.

Einer ,stetigen Verzinsung®“ entspricht also der Limes n — oo. Dies motiviert die Untersu-
chung der Folge

(en(®))pens: *€R, mit ey(x) = (1 + Z)n

Das Kapital wiachst mit Zinseszins schneller als ohne. Daraus folgt, dass die Folge (e,(x))
fiir > 0 isoton beziiglich n € N ist.

Betrachte nun die modifizierte Folge gegeben durch

= (145" c e (149),

n n
wobei e} (z) > e,(z) fir x > 0.
Betrachte nun die folgende Fallunterscheidung:

e z =0
Dann ist e, (z) = 1 fiir alle n € N.

0:

Dann ist (e,(2)),cy streng isoton.

8
V

e 2 <0:
Dann ist die Folge (e, (x))
ist mit

streng isoton, wobei n, die kleinste natiirliche Zahl

n>ng

ng, > —x + 1.
Beweis. Es sei z # 0 und n > n, (fir x > 0 sei dann n, = 1). Dann gilt

= n+1
nt1() _ (1 + m) _ (n+1+ x)n+l .yt n T
€n(37) (1 + %>” (n + l’)n+1 . (n + 1)n+1 n
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6 MONOTONE FOLGEN

=(n+z)(n+1)—z
/i%

n2+n+ne \" x
(1)
(n+z)(n+1)

( 1
B (1 +1)>n <1+Z)
= (- n”)( +)

n+r—xn+x

[Strikte Bernoulli-Ungl. anwendbar wegen m > ng]

n+zx n
= 1L
Fiir alle n > n, gilt also €,41(x) > en(x), (en(z)),,,, ist also streng isoton.

*
n

Ahnlich zeigt man, dass die Folge (e
x # 0:

(7)) ,5,, streng antiton ist. Insgesamt gilt also fiir

ny (%) < epog1(x) < epupa(w) < ... <€) o(x) <€ 1(x) <ep ().

Damit ist (en(7)),,, streng isoton und von oben beschrinkt und (e;()),, streng
antiton und von unten beschrankt. Nach Satz 6.3 sind die Folgen dann konvergent. Wir
schreiben

Jim en(x) =:e(x) und lim e} (x) =: e*(x).

Da bekannterweise lim,,_, (1 + %) =1, folgt

. x .
lim e’ (z) = lim e,(x) - lim (1 + n) = lim en(x),

n—oo n—oo n—o0
es gilt also e(z) = e*(x).

Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit

exp(x) := dim (1 + z)” :
Damit haben wir die Exponentialfunktion
exp: R— R, =z~ exp(x)
definiert. Speziell heifit
e:=exp(l) die Eulersche Zahl.
Insbesondere ist e € (2,3): Setzt man e, := e,(1) bzw. € := e’ (1) fir n € N, gilt ndmlich

2=e <e<e; <3.
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6 MONOTONE FOLGEN

Die ersten Dezimalstellen lauten 2, 718281828 . ..

Im Gegensatz zu der Folge konstruiert im Heron-Verfahren 6.4 konvergiert die Folge

(1+3)

nur langsam gegen e, genauer gilt:

1\" 1
O<e—(1—|—) ~ S
n 2n n
Fur n = 10 hat man also einen Fehler von ~ 1—0 und bei n = 100 einen Fehler von ~ 100 Es

sind also 90 Multiplikationen mehr auszufithren, um eine weitere Dezimalstelle bestimmen
zu koénnen.

|LINK: TEIL 2 DER 9. VORLESUNG VOM 11.11.2021 |

Wesentlich schneller wird e, und allgemein exp(z), approximiert durch die Folge gegeben
durch

nl,k

n— Ey(x)=> —.
= k!

Fir « > 0 sind alle Summanden positiv, (£,(z)),, ist also strikt isoton. Setze nun

E(z) = lim E,(z) firz >0,

n—oo
wobei E(z) = 400 noch nicht ausgeschlossen ist.

Behauptung. Fir alle z > 0 gilt

lim E,(z) = exp(z) < co.

n—oo

Beweis der Behauptung. Es gilt

en(xz) = <1+x>

n

“ 266

B Z( (n—1)- k!-(n—k—kl).x’“)

k
k=1 n
B z": n 1 n—k+1 zF
N = \Ln n n k!
NN S —
<1 <1 <1
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n iL'k
< 1+> 4

k=1
= E,(z),

es gilt also e, (z) < E,(z). Zeige nun eine komplementére Ungleichung: Fixiere dazu ein
m € N und wahle n > m. Dann gilt

en(z) = (1—1—36)”

n n k!

m(n n—1 n—k+1 $k>

— 1 Vke{l,..,m} fest

n—r 00

es gilt also

exp(z) = lim en(z) > 1+ > = = En(x).

n—

Das Sandwich-Argument aus Satz 5.14 (e) liefert dann
A3 en(@) = i, Bnl().
Bemerkung 6.6.
(a) Fiir den Approximationsfehler gilt (Ubung!):

1
nl-n

0<e,:=e—E,(z)<
(b) e ist irrational.

Beweis. Angenommen es existieren p,q € N derart, dass

_bp
e=—.
q
Fiir jedes n € N gilt dann
_ .2 =nl. —_ |.
5: k & nl . n! kgzok!—l—n. En-
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Wahle nun n > max{2, ¢} € N, dann liefert Teil (a):
1 1

O<nl-g,<—<=-x<1,

n - 2

also n! - % ¢ N, was ein Widerspruch ist.

(c) Fir alle n € N gilt

Bewess.
e n=1:
Es gilt

1
=1<1I<l=e-1--,
e

e .

die Behauptung gilt also fiir n = 1.

e n>2
Bekannterweise gilt

O<ej<e<e; Vjie{l,...,n—1}

Multiplikation der n — 1 Ungleichungen liefert dann:
n—1 n—1
H e; > el > H e;.
j=1 j=1

Man bemerkt, dass

il = (66 6) G2 )

und auf ahnliche Weise, dass

nn

n—1
el = .
jl;Il 7 (n—1)!

Es gilt also

nn—l ) n" n nn+1
nl<e"nl < n & <n!< ,

(n—1)! (n—1)! en—1 en—1
N—— H/_/n

und damit die Behauptung.
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6 MONOTONE FOLGEN

(d) Es gilt

) vn! 1
lim — = —.
n—oo n e

Eine Kurzschreibweise dafiir ist gegeben durch

Vol o~

n—oo @

Definition 6.7 (Intervallschachtelung). Es sei (a,),, oy €ine isotone R-Folge und (by,)
eine antitone R-Folge mit

neN

a, <b, VneN.
Offensichtlich gilt dann

[an—l-l; bn—l—l] C [(ln, bn] .
Man nennt dann die Folge ([an, by]),,cy €ine Intervallschachtelung.

Satz 6.8. Es sei ([ay,by)), oy €ine Intervallschachtelung. Dann existieren a,b € R derart,
dass

a<b und () [an,by] = [a,b] # @.

neN

Gilt zusatzlich lim,, . (b, — a,) = 0, dann gilt

a=b und ) [an,b,]={a}.

neN
Beweis. Ubung!
Beispiel 6.9.

(a) Es seien Folgen (a,),, (b,), definiert durch

1 n 1 n+1
an, ::en:<1+> und b, ::62:(14—) .
n n

(an) ist dann isoton und (b, ) antiton. Damit ist ([a,, by]),,cy €ine Intervallschachtelung
mit

€n 3
M lan,bn) ={e}, da 0<b,—a,=—<— — 0.

n—o0
neN n n
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(b) Die Folge ([En, E, + €n)),cy mit €, = —, wobei E,, := E,(1), ist auch eine Inter-
vallschachtelung mit

ﬂ By, En + €] = {e}.

neN

(c) Bekannterweise liegt Q dicht in R. Daraus folgt, dass zu jedem z € R, insbesondere
jedem x € I, eine Intervallschachtelung ([ry, gn]), oy existiert mit r,,, ¢, € Q und

ﬂN [0, qn] = {7}

Insbesondere ist (r,), isoton und (g,), antiton und beide konvergieren gegen .
(d) Da
1 ..
N (0, > =, (Ubung!)
neN n

darf man im Satz 6.8 die abgeschlossenen Intervalle nicht durch offene ersetzen.

Beispiel 6.10 (Konstruktion einer Intervallschachtelung zu x = v/2). Wihle zunéchst fiir
die Definition des ersten Intervalls

a1::1<m:\/§<2::b1.

Setze nun
1 3 9
01::§(a1+bl):§ = C%:Z>2
Wihle also
. 1 5
ay:=a; =1<z<c =:by und damit 02:§(a2+b2):1
Es gilt ¢ = 22 < 2. Wahle also
) 1 11
a320221<x<b2::b3 und damit 03:§(a3—|—b3):§
und erhalte ¢§ = & < 2.

Die Fortsetzung dieser Iteration liefert dann Folgen (a,),, , (b,) in Q, wobei

=[a2,b2] =[a3,bs] =[a4,b4]
=la1,b1] —~——ml ——~— ——
1, 2] 3[13}3{53}3{113]3
\\7/_/ "9 479 S "5 cey
Lénge 1 —_ =

Lénge % Lénge i Lénge %

also [an, bp] D [any1, bny1] 2 V2 fiir alle n mit b, — a, = (%)n_l — 0 und insbesondere

m [a’mbn] - {\/5}

neN

Dieses Verfahren nennt man das Bisektionsverfahren zur Konstruktion von Intervallver-
schachtelungen.
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|LINK: TEIL 1 DER 10. VORLESUNG VOM 15.11.2021 |

Dieses Verfahren lasst sich tatsachlich verallgemeinern: So kann man eine Intervallschach-
telung ([ay,, b}]),cy finden, so dass fiir a > 0 und n € N gilt:

(0l ) = { v}

Wie beim Verfahren in Beispiel 6.10 geht man dabei mit einer ,Trial-and-Error‘-Methode
VOr.

Nun stellen wir einen Bezug her zwischen (Teil-)Folgen und dem Supremum:

Satz 6.11. Es sei A C R, A # &, von oben beschrinkt und s € R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

() s=supA;
(B) s ist eine obere Schranke von A und es existiert eine Folge (xy), oy in A derart, dass

lim z,, = s:
n—oo " !

(v) Es gilt (8) und (xy),,cy ist isoton.
Beweis. Ubung!

Beachte: In (3) darf (z,), einen Wert aus A mehrmals annehmen.

7 Haufungspunkte und Cauchyfolgen

Definition 7.1. Es seien (2,),,cy > (&) ey C-Folgen und a € C.
(o) a ist ein Haufungspunkt von (z,), wenn
Hn eN ‘ Ty € Ug(a)}‘ =00 Ve>0.
Jede noch so kleine Umgebung von a enthélt also unendlich viele Folgenglieder.
A(z,,) bezeichnet die Limesmenge von (z,), d.h. die Menge aller Hiufungspunkte
von ().

(B) (yk), heiBt Teilfolge von (z,),, wenn eine streng isotone Abbildung ¢: N — N
existiert mit

Typischerweise schreibt man

o(k) =n, bzw. y=x,,.

Ist ¢ bijektiv, dann gilt sogar (z),cy = (Vk)pen-

1)
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Beispiel. (2a1),cns (T2k41) pey U0 (@91),c sind Teilfolgen von (z,,),,cy-

Satz 7.2.
(a) Es sei (xy,),cy eine beschrinkte C-Folge. Dann gilt:

lim z, =a < A(z,) = {a}.

n—oo

(b) Es gilt genaw dann b € A(z,), wenn eine Teilfolge (x,,), von (x,), derart existiert,

dass
Jim, o, =
Bewess.
(a) Ubung!

b) (<) Es sei (z, eine Teilfolge von (x,) derart, dass
k/keN n
lggo Ty, =D.

Fir alle ¢ > 0 liegen dann fast alle x,, in U.(b), insbesondere existieren
unendlich viele x,, mit x,, € U.(b). Damit ist b ein Haufungspunkt von (z,),,,
also b € A(x,,).

(=) Es sei b ein Haufungspunkt von (z,),, es gilt also b € A(z,). Fur e = 1 gilt
dann

{neN|z etib)} =00 = 3Tz, € i),

1

und fir € = 3

HnEN‘anU%(b)H:oo = Ela:nQEU%(b) mit ny > nq,

und ebenso fir € =

1.
3
dx,, € Ué(b) mit ng > no.

Induktiv erhilt man dann:

1
VkeNdn,: |z, —b <—

e N1 > N

Es existiert also eine Teilfolge (z,, ), derart, dass limy_, z,, = b. O
Beispiel 7.3.

o Bssei (z,,),cy bestimmt divergent gegen +o00. Dann ist A(x,) = 9.
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7 HAUFUNGSPUNKTE UND CAUCHYFOLGEN

o Es sei nun (), .y gegeben durch

1
= (D" {1+ =
o= (-1 (14 )
Dann gilt
lim z, =1 und lim z, = —1
ne2N, ne2N—-1,
n—00 n—00

und damit A(z,) = {—1,1}.

o Wir konstruieren nun eine surjektive Abbildung ¢: N — QN (0, 00) auf folgende

Weise:
P =1 ——e@=1 o % %ml):% |
p(3) =3 o(5) =3 o o
0(6) = 3 e (p(
p(10) = § Sy
/
p(15) = L
—

% Zeigen Sie, dass fur z, = ¢(n) gilt:

A(z,) = [0,00).

* Konstruieren Sie eine Folge (z,,), mit

A(z,) =R

Mit dem folgenden Satz schlagen wir nun eine Briicke zum letzten Kapitel:
Satz 7.4. Jede R-Folge (), enthdlt eine monotone Teilfolge (y, )ycp-

Beweis. Man lege zunéchst folgenden Begriff fest: Eine natiirliche Zahl £ € N heifit
Gipfelstelle der Folge (x,,),,, wenn

Vn>k: xz,<ux.
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7 HAUFUNGSPUNKTE UND CAUCHYFOLGEN

Der Wert x;, wird also ,nie mehr erreicht®.

Wir betrachten nun die folgende Fallunterscheidung;:

o Es existieren unendlich viele Gipfelstellen:
Dann existieren Gipfelstellen nq, no, ng, ... mit

ngE<ng <ng<...
Damit ist (z,,), eine streng antitone Teilfolge von (xz,),,.

 Es existieren nur endlich viele (eventuell sogar keine) Gipfelstellen:
Es sei ny € N derart, dass die Indexfolge ni,n; + 1,n; + 2,... keine Gipfelstellen
enthalt. Da n; keine Gipfelstelle ist, existiert ein ny > ny mit x,, > z,,. Da ns nach
Konstruktion keine Gipfelstelle ist, existiert ein ng > ny mit z,, > x,,. Setzt man
dies induktiv fort, so findet man eine Indexfolge (n4),cy mit 741 > 1y und

Ty = Tny -
Damit ist (z,,), eine isotone Teilfolge von (x,,),,. O

Satz 7.5 (von Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte R-Folge enthdlt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Da (x,), beschrankt ist, enthélt sie nach Satz 7.4 eine monotone Teilfolge, die
ebenfalls beschrankt ist. Nach Satz 6.3 ist diese Teilfolge dann konvergent. ]

Ubung: Beweise Satz 7.5 mit dem Bisektionsverfahren (vgl. Beispiel 6.10) anstatt
mit Satz 7.4.

_
. . . oben
Definition 7.6. Es sei (z,), eine R-Folge und A = A(z,). Falls (z,) von nten be-
AeR li ; i
schrankt ist, so bezeichnen wir sup /1 € mi 1 SUPn o0 o oy l%m”_mx"
infAeR liminf,, o Tn lim, ,  x,
und nennen es den Limes Super'lor n (z,),.
Inferior n

oben

Falls (z,,), nicht von beschrénkt ist, dann setzen wir

limsupz, = +oo bzw. liminfz, = —oc.
n—oo n—o0

Bemerkung 7.7 (Ubung).

(a) Die R-Folge (z,),,cy sei von oben beschrankt und A(z,,) # @. Dann ist limsup,, ., 7n
ein Haufungspunkt von (z,,),; es handelt sich sogar um den gréfiten Haufungspunkt.
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7 HAUFUNGSPUNKTE UND CAUCHYFOLGEN

(b) Die R-Folge (z,,),, sei beschrankt. Dann gilt

inf z, <liminfz, <limsupz, < supx,.
neN n—o0 n—oo neN

|LINK: TEIL 2 DER 10. VORLESUNG VOM 15.11.2021

(c) Eine R-Folge (), ist genau dann konvergent, wenn

liminf z,, = lim sup z,,.
n—oo n n~><>op n

Es gilt dann

lim z,, = lim sup z,,.
n—oo n n—)oop n

Satz 7.8. Die R-Folge (xy),.y sei von oben beschrinkt und A € R. Dann gilt A =
lim sup,,_, . Tn genau dann, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) Ve>0:3npeN:Vn>ng: z, < A+e¢,
(ii) Ve > 0 existiert eine Teilfolge (x,,), derart, dass

VEeN: =z, >\—c

Beweis.
(=) Essei A =limsup,,_,, z,. Dann ist A € A(z,,), also
Hn eN ’ Ty, € Ug(/\)}‘ = 0.

Insbesondere gibt es x,, mit z,, > A — ¢ fiir alle £ € N, also (ii).
Ist A = sup,,cy &n =: s, dann gilt x, <A < A+ ¢ fur alle n € N, also (i). Ist A < s,
so existiert ein € > 0 mit A < A + ¢ < s. Daraus folgt, dass es nur endlich viele
Folgenglieder z,, gibt mit x, € [\ + ¢, s] und damit (i). Falls das ndmlich nicht der
Fall wére, so existierte nach dem Satz 7.5 von Bolzano-Weierstrafl ein Haufungspunkt

a € [A+¢,s] mit A < a. Dies ist ein Widerspruch, da A nach Bemerkung 7.7 (a) der
grofite Haufungspunkt von (x,,) ist.

(<) Es seien die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Dann existieren fir alle € > 0 unendlich
viele m € N mit

|z, — A <,
also A € A(z,). Aus der Bedingung (i) folgt
Ateé¢ Az, Ve>0,

A ist also der grofite Haufungspunkt, d.h. A 1) lim sup,,_, o Tn- O]
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Satz 7.9. Es sei (z,,), eine von oben beschrankte R-Folge. Setze firn € N
An = Sup {&pn, Tna1, Tnioy - -
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) (An), ist antiton,
(b) (\n),, ist von oben beschrinkt,
(¢) limsup,, . T, = lim, o \p-
Beweis.
(a) Fir alle n € N gilt
{Zn, Tpy1, .-} D {Tnt1, Tpgo, ..}
Daraus folgt
A = sup {xn, Tngt1, .- -} > Sup{Tpi1, Tnio, -} = Ant1,
(An),, ist also antiton.
(b) Fir s € R gilt:
r, <s VneN & )N, <s VneN,
(An),, ist also genau dann von oben beschrénkt, wenn (z,,), von oben beschrénkt ist.
(c) Ist A =limsup,,_,, ¥, € R, so gelten die Eigenschaften (i) und (ii) aus Satz 7.8:

(i) = Vn>ng: /\nﬁ)\+%<x\+8, e > 0.

Aus (ii) folgt dann A — e < x, < A, fiir unendlich viele n € N. Tatsichlich gilt diese
Aussage fur alle n € N, da ()\,) antiton ist. Insgesamt gilt also

A — Al <& Vn>mny,
also lim,, ;o0 Ay, = limsup,,_, ., T, = A. O
Definition 7.10. Es sei (z,),,y eine C-Folge.
(a) (xn), heit Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve>0dno e N: Vnm>ng: |z, —z, <ec

& Ve>03dnoeN: VkeN: |x,, —zp.k] <e.
(b) (zy,),, heiBt beschrinkt, wenn die R-Folge (|x,|), beschrankt ist.
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7 HAUFUNGSPUNKTE UND CAUCHYFOLGEN

Lemma 7.11. Es sei (zy,),cy eine Cauchy-Folge in C. Dann ist (), beschrinkt.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein ng € N mit
|Tpy — Tnok| <1 VEEN,
und damit |z, 4] <14 |2p,]. Nun sei K = max {|z1|,...,|Tno-1],|Tn,| + 1}. Dann gilt
|z, < K VneN,
d.h. (x,), ist beschrankt. O
Satz 7.12. Es sei (zn,),,cy eine C-Folge. Dann gilt:
(xy,), ist konvergent <& (), ist eine Cauchy-Folge.
Beweis.
(=) Essei a = lim, , 2z, und € > 0. Dann existiert ein ny € N derart, dass
|z, — al <% Vn > ng.
Daraus folgt

€ 9
Vn,m > ng: ‘xn_xm‘Slxn—a|+|a—$m‘<§+§:€,

d.h. (x,), ist eine Cauchy-Folge.

(<) Es sei (z,), eine Cauchy-Folge. Nach Lemma 7.11 ist (z,,), beschrankt. Ist (z,,),
eine R-Folge, so existiert nach Satz 7.5 von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente
Teilfolge (z,, ), und a € R mit

o= i o “
Zu ¢ > 0 existiert weiter ein ng € N mit
5
Vn,m>ng: |z, —an| < Y
und wegen (x) existiert ein kg € N derart, dass

€
Vk>ky: |a:nk—a\<§ und  ny, > ny.

Daraus folgt
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Wir betrachten nun den Fall, dass (), eine C-Folge ist: Dazu sei z,, = x, +i-y, € C
fir n € N. Dann gilt

(2n),, ist eine Cauchy-Folge in C

& (xy,), und (y,), sind Cauchy-Folgen in R

= (), und (y,), konvergieren in R
& (2y),, konvergiert in C. O

Vorsicht 7.13.
(a) In Q gelten die folgenden Séatze nicht:

o Satz 6.3 (Monotonie und Beschrianktheit = Konvergenz),
e Satz 7.5 (von Bolzano-Weierstraf}),
o Satz 7.12 (Cauchy-Folge < konvergente Folge).

Bei diesen Sétzen wird namlich (indirekt) die Vollstédndigkeit von R verwendet.
(b) Es sei (x,) gegeben durch
Ty = /N

(xy), ist dann bestimmt divergent gegen +oo. Auflerdem gilt:

vn+1l+yn n+l-—n 1
it — 2= (Vo + 1 — V) = <— — 0.
Tas = an = (V1 WD\M?T+WZ\&?T+WE NS

Insbesondere gewahrleistet dann
Ve>0dno e N: Vn>ng: |z, — x| <e

nicht die Cauchy-Eigenschatft.

8 Funktionen

Man betrachte die folgende ,Definition‘: Seien A und B zwei Mengen mit A # @ und B # &.
Eine Funktion f: A — B ist eine Zuordnung, die jedem a € A genau ein b = f(a) € B
zuweist. Insbesondere ergibt sich der Funktionsgraph G gegeben durch

G=G(f)={(a,b) € Ax B| b= f(a)}.

Hierbei sind wir mit dem folgenden Problem konfrontiert: Was ist eigentlich eine Zuordnung?
Zur Kléarung dient dann die folgende ,richtige’ Definition:
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8 FUNKTIONEN

Definition 8.1. Eine Funktion von A nach B ist eine Teilmenge G C A x B mit der
Eigenschaft:

Fiir jedes a € A gibt es genau ein b € B mit (a,b) € G.

|LINK: TEIL 1 DER 11. VORLESUNG VvOM 18.11.2021

Setze dann f(a) = b (eindeutig) und identifiziere die nun wohldefinierte Zuordnung
fiA—= B, aw f(a) =0,
mit dem Graphen G. A heiflt Definitionsbereich und B heifit Wertebereich von f.

Beispiel 8.2. Seien n € Ny und ag, aq, ..., a, € C mit a, # 0. Dann definieren wir

P:C—=C, z=py(2)=ao+arz' + ... +a,12" " Fa,2" = Zajzj
=0

und nennen p,, eine (komplexe) Polynomfunktion der Ordnung n.

Spezialfille sind gegeben durch:

e n=020:
Dann ist

po(2) =ap € C
eine konstante Funktion.

e n=1:
Dann ist

pi(z) =ap+a -z

eine (affin-)lineare Funktion.

p1(2)

Qg

Abbildung 4: Ein Beispiel einer affin-linearen Funktion in R fiir
ap, a1 € R, mit ,Steigung’ a;.
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8 FUNKTIONEN

Insbesondere ist eine solche Funktion genau dann bijektiv, wenn a; # 0 ist.

Ist weiter ag = 0 und a; = 1, dann ist p;(2) = z = id(z) die Identitatsabbildung.
o Dann ist
pe(2) =ap+ay-z+ay - 2?

eine quadratische Funktion.

pa(2)

A\ |
N

Abbildung 5: Ein Beispiel einer quadratischen Funktion in R.

Beispiel 8.3. Es seien p, und g¢,,, gegeben durch
pn(x) = Z &kxk und Qm<x> = Z bjxja
k=0 j=0

Polynome in R der Ordnung n € Ny bzw. m € Ny. Setze dann

f heifit dann rationale Funktion.

Was ist ein legitimer Definitionsbereich von f? Wir betrachten hierfiir reelle Argumente:
Die Menge

A=D(f)={z €R : gu(z) #0}
ist der grofitmogliche Definitionsbereich von f in R.

Beispiel 8.4.
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8 FUNKTIONEN

(a) Es sei f gegeben durch
fTR=R x|z

f heit dann Betragsfunktion.

Abbildung 6: Der Graph von |z| in R?.

Die Funktion f ist nicht injektiv: Fiir alle x € R\ {0} ist f(x) = |z| = f(—=x), aber
x # —x. Aulerdem ist f nicht surjektiv: Es gilt

f(R):={f(z) : x € R} =1[0,00) #R,
wobei f(R) das Bild von f bzw. das Bild der Definitionsmenge R unter f bezeichnet.

(b) Es sei f gegeben durch

1, falls z > 0,
ffR—=R, z~— f(zr):=sgn(z) =40, fallsz =0,
—1, falls x <0.

f heiBt dann Signumfunktion.
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Abbildung 7: Der Graph der Signumfunktion in R?.

(c) Essei f gegeben durch

1, fallsx >0
R—>R > =q -
/ e f(@) {0, falls z < 0.
f heiit dann Heaviside- Funktion.
Beispiel 8.5.

(a) Die Dirichlet-Funktion D wird definiert durch

1, fall
D:R—=R, z+ D(z):=1" alls 7 € Q,
0, fallsz el
Alternative Schreibweisen fiir D sind 1g oder xg.
(b) Es sei f definiert durch

%7 falls x = % € Q, p,q € N teilerfremd,

falls = = 0,

f:0,1] =R, z~ f(x):=<1,
0, fallsz el

Dann heifit f Stammbruchfunktion.
Wie bei Folgen lassen sich R- und C-wertige Funktionen zu neuen Funktionen kombinieren:

Definition 8.6. Es sei M # & eine Menge und f,g: M — C sowie A € C. Setze dann

f+g9: M —C, z = (f+9)(x) = f(x) +g(),
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8 FUNKTIONEN

Af: M — C, = (Af)(z) =X f(x),
f9:M—=C, = (f-g)(@) = f(x) - g(2),
;:M\{xGM:gzo}—)C, xH(é)(m)zg(g,
[fl: M —C, z = | f(@) = |f ()]

Insbesondere ist { f-M— C} ein C-Vektorraum.

Fir f,g: M — R konnen wir auch Folgendes definieren:

max{f,g}: M — R, x — max{f, g}(x) = max{f(z),g(x)},

min{f,g}: M — R, x +— min{ f, g}(x) := min{ f(x), g(z)}.

Auflerdem schreiben wir f < ¢ & f(zx) <g(xr) Ve M.

Damit sind alle Kombinationen und Relationen von Funktionen iiber ihre punktweise
Auswertung definiert.

Beispiel 8.7. Es sei f definiert durch

Im Video:

n—0o0

n Beispiel
fTR—=R, f(z):=exp(x) = lim (1 + z> : N

Sobald n > |z| + 1 gilt, ist 1+ £ > 0, also exp(z) > 0 fiir alle z € R.
Dabei gilt

r=0 = exp(0)=1>0,

((1 + x> > streng isoton
n n>|z|+1

= exp(z) >0,

8
N
o
s

x>0 = exp(z)>exp(0)=1>0.

Also kann die Exponentialfunktion auch definiert werden durch exp: R — (0, 00).
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Abbildung 8: Der Graph von exp(x).

Satz 8.8 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir z,y € R gilt:

Im Video:
exp(z +y) = exp(z) - exp(y). S 8
Unter einen leichten Zusatzbedingung ist exp sogar die einzige Funktionen, die diese Glei-
chung erfillt.
Insbesondere gilt:
-1
exp(—x) = (exp(x)) Vo € R.
——
>0
Als Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes formulieren wir zunéchst den folgenden
Hilfssatz:
Lemma 8.9. _
Im Video:
(i) Es sei (on),en eine Folge mit a, > 0 und lim,,_,o o, = a > 0. Dann gilt Lemma
8.8
g, Vo =1

(ii) Falls eine R-Folge (cv,),, beschrinkt ist, dann gilt

hm@+%>21

n—oo

|LINK: TEIL 2 DER 11. VORLESUNG VOM 18.11.2021

Beweis.
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(i) Nach Voraussetzung existiert zu ¢ = § > 0 ein no € N derart, dass

Vn>nyg: O<a—ce<o,<at+e = va—c< Yo, < Va+e.
—— ——

— 1 — 1

n—oo n—oo

Damit liefert das Sandwich-Argument (s. Satz 5.14 (e)):

lim o, = 1.

n— oo
(ii) Da (a,),, beschrénkt ist, existieren a,b € R derart, dass
a<a,<b VneN.

Damit gilt fiir alle n € N mit n > |a| + 1:

n b n 2\ b\"
I+ o<1+ <y 2 o <1+a2> §<1+O‘2> g<1+> ,
n n n n n

Man merke zuséitzlich an, dass

2 2

. a\" . b\"
lim (1 + 712) =exp(a) >0 und lim (1 + n?> = exp(b) > 0,

n—o0 n—oo

da eine Teilfolge einer konvergenten Folge (hier: ny = k?) ebenfalls gegen denselben
Grenzwert konvergiert. Damit erhalt man

a\" a\" b\" b n
—_————
8.9 (1), 8.9 (i)

Das Sandwich-Argument liefert damit:

hm(1+a’;) :hm”<1+0‘§) ~ 1. O
n—00 n n—00 n

Nachdem nun das Lemma gezeigt worden ist, kann man sich dem Beweis der Funktional-
gleichung der Exponentialfunktion widmen:

Beweis von Satz 8.8. Es seien z,y € R und n € N. Setze weiter

__
R

x\" n T 4+ Ty\"
<1+) (1+y) = (1+ y+‘2)
n n n n

—> exp(z) — exp(y)
n— oo n— o0

Qy, -

Dann gilt
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T+ n T "
O (i
n n?+n(z+y)
T+ n ap\"
- (1+ y) <1+2> .
n n

— exp(z+y) 8.9 (ii)
n— o0 1

n— oo

Insgesamt gilt also

lim ((1 + x>n (1 + f)n) = exp(z) exp(y)

n—oo n
und
1 1+ — 1+ 2 =
i ((15) (1)) =ewte s
und damit die Behauptung. O]

Korollar 8.10. Fiir alle r € Q gilt

T

exp(r) =e'.

Bewers. Fiur n € N gilt
exp(n) = exp (Z 1) 2T exp(1) = e
i=1 z‘:1je—’

Damit gilt die Aussage zumindest fiir € N.

Es sei nun ¢ € N. Dann gilt

= exp (;) = e.

Setze nun r := g, p,q € N. Dann gilt
p
exp (p) = exp (Z
q i=1

exp(r) =¢" VreQnlo,oco).

) ~(eh) =k,

| =

also
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Fir —r € QN (—o0, 0] gilt entsprechend
exp(—r) = (exp(r)) ! = () ="
Damit gilt die Aussage in ganz Q. O

Damit haben wir einen eindeutigen Bezug zwischen der Eulerschen Zahl und der Exponen-
tialfunktion in den rationalen Zahlen gezeigt. Dies motiviert:

Definition 8.11. Fir z € I setze

Im Video:
e’ := exp(x). Definiti-
on 8.10
Damit gilt
exp(z) =¢* Vo eR
Insbesondere ist damit der Begriff der ,,Exponentialfunktion® berechtigt.
Definition 8.12. .
Im Video:
(a) Esseien A, B,C, D nichtleere Mengen und f: A — B, g: C — D Funktionen mit |Definiti-
on 8.11

f(A)={fla)e B : ac A} cC.
Definiere dafiir die Komposition oder Verkettung von g nach f durch

gof:A— D, xH(gof)(x):g(fR(Q)GD,
eC

(b) Ist f: A — B bijektiv, so existiert fir alle b € B genau ein a € A mit b = f(a).
Somit ist eine Funktion b +— a definiert. Diese bezeichnen wir mit

f'"B—= A
und nennen sie Umkehrfunktion oder Inverse zu f. Insbesondere gilt

FUf@)y =" ""a wd f (f—l(b)) = f(a) %" p.
Damit gilt fiir die Verkettung einer bijektiven Funktion f mit ihrer Inversen:

flofiAn A a1 (@) =a
fof ' B B, b f(f71(b)) =b.
(c) Fiir jedes f: A — B und C' C B ist die Urbildmenge definiert durch

F7UC)={acA: fla)eC}.

Ist B=TR und C C R ein Intervall, so nennt man f~!(C) auch Niveaumenge von C
beztiglich f.
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Beispiel 8.13.
(a) Essei f definiert durch

f:0,00) = [0,00),

r s f(z) = 2%

Dann ist f bijektiv: Ihre Umkehrabbildung ist gegeben durch

f71:]0,00) — [0, 00),

(b) Es sei f definiert durch

[TR=R, =z f(z):=2z".

v [T ) =V

3

Dann ist f bijektiv: Ihre Umkehrabbildung ist gegeben durch

fFP"R=R, o fl2):= {

Man teste dies fiir x < 0: Es gilt

3

(—\3’/—_x) = (-1)* ( Y —:17) =—(—z) ==

(c) Es sei f definiert durch

fiR=R, z f(x):=2a%

f ist nicht bijektiv: Es gilt f(2) = 16 = f(—2). Weiter ist

Jx, falls © > 0,
—+/—z, falls x <0.

FH([1,16]) = [-2,-1JU[1,2] und  f7([-16,-1]) = @.

Definition 8.14. Essei ACR, A# &, und f: A — R eine Funktion. Dann heifit f

o isoton auf A genau dann, wenn

Ve,ye A: x<uy

o antiton auf A genau dann, wenn

Ve,ye A: z<y

o streng isoton auf A genau dann, wenn

Ve,ye A: x<uy

o streng antiton auf A genau dann, wenn

Ve,yeA: z<y
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e monoton genau dann, wenn f isoton oder antiton ist,
o streng monoton genau dann, wenn f streng isoton oder streng antiton ist.

Ist B C A, so bezeichnet f|g die Finschrinkung von f auf B. Sie ist gegeben durch

fla: B—=R, xw flp(z)= f(x).

|LINK: TEIL 1 DER 12. VORLESUNG VOM 22.11.2021

Beispiel 8.15.
(a) Die folgenden Abbildungen f: R — R sind streng isoton:
fx)=a-z, f(z)=2% flz)=a -2*", fira>0keN.
Dementsprechend ist die Abbildung g(x) := f(—x) = —f(x) streng antiton.
(b) Die Funktion f =sgn: R — {—1,0,1} C R ist isoton, aber nicht streng isoton.

(c) Die Abbildung f: R — R, f(z) := x? ist nicht monoton. Dagegen ist die Einschrin-
kung f|(—co,0) streng antiton und f|j,) streng isoton.

(d) Fiir R* := R\{0} sei f: R* — R definiert durch f(x) := 1. Dann ist f nicht monoton
auf R*. Dagegen sind die beiden Einschrankungen f|(_o0) und f|(o,-c) streng antiton.

Lemma 8.16. Fs sei A C R mit A # @ und f: A — R streng isoton. Dann ist f
injektiv und die Abbildung

9: A= f(A), == glx)=flr),
ist bijektiv.

Beweis. Esseien x,y € A mit x # y. Dann ist x < y oder x > y. Falls x < y, so folgt wegen
der strengen Isotonie von f, dass f(z) < f(y). Analog folgt fiir x > y, dass f(z) > f(y).
Insbesondere gilt bei beiden Fallen f(x) # f(y) und es folgt die Injektivitdt von f.

Ist z € f(A), so existiert ein a € A mit z = f(a) = g(a). Damit ist g zusitzlich surjektiv
und somit bijektiv. O

9 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Bei Folgen ¢: N — R haben wir bereits das Verhalten
lim p(n) = lim z,

n—oo n—o0

untersucht. Bei Funktionen ist beispielsweise auch der Limes

tim 7 ()
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interessant: Existiert der Limes? Stimmt dieser mit dem Limes

1
)
it ()

uberein?

Definition 9.1. Es sei I = (a,b) C R ein Intervall mit @ € R oder a = —oo und b € R
oder b = oo. Sei weiter xy € I, oder xy = a oder xy = b, und f: I\ {xq} — C eine
Funktion. Wir definieren:

o [ besitzt in z¢ den rechtsseitigen Limes / Grenzwert ¢, € C genau dann, wenn fir
jede Folge (z,,), oy mit

VneN: z,€I, z,>x, nggoxn:mo,
das Folgende gilt:

T £ () = cr.

o f besitzt in z¢ den linksseitigen Limes c_ € C genau dann, wenn fiir jede Folge

(xn)neN mit

VneN: z,€el, z,<uz, nggoxn:xo,
das Folgende gilt:
A, f (@) = c-.

Dalfiir schreiben wir dann

ey = Jim f(@) = Jim f) = Jim () = f (0)

bzw.

e = lim f(2) = lim f(x) = lim f(z)=f (o).

f besitzt in xg den Limes ¢ € C genau dann, wenn gilt:

lim f(z) =c= lim f(x),

x 'z \To
das heif3t, dass f sowohl den rechtsseitigen Limes ¢, als auch den linksseitigen Limes c¢_
besitzt und dass zusatzlich c_. = ¢ = ¢, gilt. Wir schreiben dann
xlgrgo flx)=c.

Erlauterung zu den Randpunkten:
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T rechtsseitige . ..
o Ist ° , so kann nur der . CMBC 1 imes existieren.
xo=> linksseitige
Top—a—= —0CO . .
o Ist , so schreiben wir
To=b=00

.o limmﬁ,ooif(:c) fir o — lim, . f(x)

limZIJ*)OO f (I) €= hmwﬁb .]L(x) ‘

Ist f: I\ {zo} — R, so kann auch lim, »,, f(z) = 200 vorkommen: Dies gilt genau dann,
wenn fiir jede Folge (z,,), mit

VneN: x,€l, x,<ux, T}Lngoxo,
die Folge (f (z,)),, bestimmt divergent gegen +oo0 ist.

Analog:

lim f(z) =400 und lim f(z)= too.

1‘\10 T—T0
Beispiel 9.2. Fiir I = R betrachte man die Heaviside-Funktion

1, falls x >0,

H:R—R, zw— H(z)=
0, fallsz <0.
Dann gilt fiir zy € (—o0,0) U (0, 00):

lim H(x) = H (zg) = 1\m H(z)= lim H(x).

x T N\ To T—T0

|LINK: TEIL 2 DER 12. VORLESUNG VOM 22.11.2021

Dagegen ist fiir 2o = 0:

}sl;%H(ZL') =0, aber gICI{‘%H(JZ) =1=H(0).

Also existiert der Grenzwert lim,_,o H (z) nicht.
Analog gilt fiir die Signumfunktion sgn: R — {—1,0, 1}, dass
rg#0 = wh_}rglo sgn(x) = sgn (xg)
und
glgi}]% sgn(z) = —1#sgn(0) =0#1= 9161{‘1(1) sgn(x).
Man betrachte nun f: R\ {0} = R, f(z) = 1. Dann gilt

lim f(x) = o0, lim f(a) = o0

95


https://moodle.tu-dortmund.de/pluginfile.php/1897088/mod_resource/content/1/2021-11-22-Vorlesung_12-Teil_2.m4v

9 GRENZWERTE UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

und
VyeR : lim f(x) = f(y)
sowie
Jim ) =0= lim,f(r)
Nun sei
-1 (z—D(z+1)
. R 1 R = e .
g R\{1} 2R, e glr) =t = T
Dann gilt
-1 1
lim g(z) =2, denn (z= D +1) =x+ 1.
z—1 r—1
Betrachte nun fir p, ¢ € N die Abbildung
P —1

h: R\ {1} - R, z~ h(x):=

Nach Beispiel 5.15 (8) gilt dann

lim h(x) = b

rz—1 q

Satz 9.3 (Rechenregeln fiir Limiten). Es seien a,b € {—oo} UR U {oo} mit a < b,
I ={(a,b) CR, zp € {a} UTU{b} sowie f,g,h: I\ {xq} — C Abbildungen. Wir nehmen
weiter an, dass

lim f(z)=¢, lim g(z)=d.

Tr—xQ Tr—xQ

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) lim (f(z)+g(x)) =c+d,

T—xQ

(b) lim (f(z)-g(z)) =c-d und

T—xQ

(c¢) lim <f> () = 2, falls zusdtzlich d # 0 € C.

w0 \ ¢
Falls f, g, h R-wertige Funktionen sind, so gelten auch:

() f0) < gla) Yoel\{z} = c<d,

(e) Falls f(x) < h(x) < g(x) fir alle x € I\ {xo} und c =d gilt, so gilt auch

lim h(z) = c.

T—T0
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Beweis. Der Beweis folgt aus den entsprechenden Aussagen fiir Folgen (vgl. Satz 5.14). O

Entsprechende Aussagen gelten auflerdem analog fiir rechtsseitige und linksseitige Limiten.
Diese sind jedoch nicht (direkt) anwendbar, falls f, g, h R-wertig sind und ¢, d € {—o0, 00}.

Beispiel 9.4.

(a) Es gilt

o VrF1-1 1 (\/x—l—l—l)(\/x—kl—kl) 1 rx+1-1 1
lim = lim — - = lim — -

20 x 250 1 Ji+t1l+1 e0r Jrtl+l 2

(b) Fir m,n € N und ay,b; € R mit a,, - b, # 0 sei

n k m
f:D—R, fo(x)::M, wobei D=<{z€R : > b’ #0;.
Z;ﬂ:obﬂj §=0

Dann gilt

sgn (I?TZ) -00, falls n>m,

Jim f(z) = & falls n = m,
0, falls n < m.

(c) Essei f =exp: R — Rund E,(z) = Y}, %]: — exp(z). Die Folge (E,(7)),ey
konvergiert strikt isoton fiir x > 0, insbesondere gilt:

exp(z) > Eyii(x) > Ei(z) =1+ z.
Es gilt also
lim exp(z) = oc.
Weiter gilt

1

(d) Essei M € Z und
f:(0,00) = R, x> f(x):=a2™ - exp(x).
Falls M > 0 ist, so sieht man, dass

f(z) > exp(z) fir z>1,
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also lim,_,, f(x) = oo.
Falls —m =: M < 0 gilt, so erhalt man mit

n xk—m
k=0 —
>0
einen isotonen Grenzwert. Es folgt
wm-{—l—m T
r)>FE )" > = — 00
f( ) m+1 )

(m+1)!  (m+1)! 2=

also lim, ., f(z) = oo. Damit wachst exp(x) fiir z — oo schneller, als £~ schrumpft.

Bei der Betrachtung des Grenzwertes fiir  — 0 erhélt man entsprechend

oo, falls M <0,

lim f(x) = lim 2™ - limexp(z) = {1, falls M =0,
z—0 z—0 z—0

T 0, falls M > 0.

Nachdem nun Grenzwerte fiir Funktionen soweit geklart worden sind, folgt der zweite Teil
dieses Abschnitts, der sich mit der Stetigkeit von Funktionen beschéftigt:

Definition 9.5. Es sei I C R ein Intervall, zo € I und f: I — C eine Abbildung. Dann
sagt man:

f ist stetig in xy < lim f(x) = f(z0),

Tr—xQ

f ist unstetig in xy :& xq ist eine Unstetigkeits- oder Sprungstelle von f
54

f ist nicht stetig in z

f ist rechtsstetig in xy & li\“m flz) = f(z0),
T\ T0

f ist linksstetig in xy & li/m f(z) = f(zo),
x Mo

f ist stetig auf I & f ist stetig in x( flr jedes ¢ € I,
f ist rechtsstetig auf I < f ist rechtsstetig in zq fiir jedes xq € I,

f ist linksstetig auf I <  f ist linksstetig in xq fiir jedes xo € 1.
Ist £y = min I, so gilt
f ist stetigin xy < f ist rechtsstetig in xg,
denn es existiert keine isotone Folge (), mit

z, €1 und =z, —2 Zo-
n o
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Beispiel 9.6. Die Identitdtsfunktion id: R — R, id(z) = z, ist stetig in jedem x = z.

Die Heaviside-Funktion H: R — {0, 1} ist stetig in z fiir alle o # 0. Sie ist unstetig in
xo = 0, aber dafiir rechtsstetig. Daraus folgt, dass H rechtsstetig auf R ist, aber nicht
stetig auf R.

Fiir n, k € N betrachte nun
[R5 R, z f(z):=—=a""
Fir n > k ist f ein Polynom und
g R=R 2 g(x) = flz),
ist eine stetige Fortsetzung von f, das heif3t, dass:
R=D(g) DR*=D(f) und f(z)=g(x) VzeR"

Definition 9.7 (Fortsetzung). Es seien A, B,C Mengen mit A # @ und A C C, und
f: A— Bund ¢g: C — B Funktionen. Dann heifit g Fortsetzung von f, falls:

VeeA: g(x)=f(x) bzw. gla=f.

Fir n < k ist dagegen

1
flz)=a""" = ]

nicht stetig auf R fortsetzbar: So kann man nattrlich beispielsweise g definieren durch

f(z), fallsz #0,

R—R — =
g e gle) {o, falls 2 = 0,

Dann ist aber dieses g nicht stetig in x = 0: Es gilt

. . 1
lim f(z) =1

im —— = oo,
N0 gln—Fl

aber

z /0 z\,0 AN zIn—kl -

. ) ) | 00, falls n — k gerade,
lig £(z) = lig f(~2) = (-1 {—oo falls n — k ungerade

So gilt beispielsweise

und
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|LINK: TEIL 1 DER 13. VORLESUNG VOM 25.11.2021

Bei der Betrachtung der Definition 9.5 der Stetigkeit stoflen wir relativ schnell auf ein
Problem: Fiir die Bestimmung des Grenzwertes lim,_,,, f(x) missen ndmlich alle konver-
gente Folgen (z,,), oy mit , —2 « betrachtet werden. Aus diesem Grund ist es flr die

Berechnung des Grenzwertes oft hilfreich, eine alternative Umformulierung zu nutzen:

Satz 9.8 (e-0-Kriterium fur Stetigkeit). Fs sei I C R ein Intervall und f: I — C eine
Funktion. Fiir xo € I ist dann dquivalent:

(i) f ist stetig in xq.
(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein § = 0 (,x9) > 0 derart, dass Folgendes gilt:

Veel: |r—zol<d = |f(z)—f(z)] <e.

()

f(.To) + €
f(-iI?o) T
f(xo) — &

Abbildung 9: Illustration einer stetigen Abbildung f geméafl des e-d-
Kriteriums. Man bemerke dabei — ahnlich wie bei der Definition der
Folgenkonvergenz — die J-Umgebung um z, sowie die e-Umgebung um

/ (l’o)-
Beweis.

(ii) = (i) Es sei (zn),cy C I eine Folge mit lim, o 2, = o und £ > 0. Sei weiter
0 > 0 derart, dass fiir alle x € I gilt:

|z =zl <6 = |[f(z) = f(zo)| <&
Nach Voraussetzung existiert ein nyg € N derart, dass

|z, — 20| <O VYn > ny.
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(i) = (i)

Beispiel 9.9.
(1) Die Fun

Nach (ii) gilt dann insbesondere

|f () — f(z0)| <€ ¥n > no,

also lim,, o f (2n) = f (z0). Da (x,),, beliebig gewahlt ist, ist f somit stetig
n xo.

Wir zeigen ,,—(ii) = —(i)“: Angenommen, es gelte (ii) nicht. Dann gibt es
ein € > 0 derart, dass fir alle § > 0 ein 2§ € I existiert mit

2 —aol <6 und |f (25) — f (20)] = <.

Wahle nun fiir jedes n € N:

0p = — > 0.

1
n
Dann existiert ein z,, := rj_mit

1
]xn—a:0|<g und | f (x,) — f (zo)] > & > 0.

Damit gilt zwar lim,_,o z, = o, aber (f (z,)), konvergiert nicht gegen
f (zo), weshalb f nicht stetig ist. O

ktion

fTR=R,  zw— f(z):=|z|

ist stetig auf R: Sei dazu € > 0. Dann gilt

[f (@) = f (wo)| = || = |wol| < | — ol -

Waiéhle nun ¢ := . Dann folgt wegen Satz 9.8 direkt:

Da xg €

lx —xo| <6 = |f(x)— f(x0)| <e.

R beliebig gewéhlt werden kann, ist somit f stetig auf ganz R.

(2) Man betrachte nun die Funktion

Dann ist D in jedem Punkt zy € R unstetig: Sei dazu ¢ =

existiert

(a) ein

1, fallsz € Q,

D:R—=R, zw D(z):=
0, fallsz el

1

5 und zo € R. Dann

zu jedem 6 > 0

x €1, falls zg € Q, und
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(b) ein z € Q, falls xy € L.
Mit |x — zo| < § erhdlt man dann:

|D@y4x%n_1>;_a

Da z(y € R beliebig gewahlt werden kann, ist somit D unstetig auf ganz R.

Man betrachte die Funktion

x, fallsz € Q,

fTR—=R, z— f(z) ::x-D(x):{O falls 2 € L

Dann ist f stetig in xg = 0: Sei dazu € > 0. Dann gilt
[f(z) = FO)] = |f(z)] = |z - D(x)] < |zl
Waiéhle nun ¢ := ¢ und es folgt wegen Satz 9.8 direkt:
[z —0[<d = [f(x) = fO)] <&,
f ist also stetig in x¢ = 0.

Man betrachte die Funktion

%, falls z = § c Q\ {0}, ggT(p,q) = 1,
f:0,1] =R, z~ f(x):=<1, fallsz =0,
0, fallsz el

Dann ist f stetig in allen Punkten xy € [0, 1] \ Q: Sei dazu € > 0 und ¢y € N derart,
dass

1
- <e Vgq2=q.
q

Dann ist

1
JW:{?GQHMHque,peN}C{§6@ﬂNH:q<%,p§%}

eine endliche Menge. Damit existiert ein 6 > 0 derart, dass
(xo—d,z0+ )N M =g,
da xg ¢ M. Ist nun x € [0, 1] mit |z — zo| < 0, so gilt:
(a) Falls z ¢ Q:
[f(x) = f (20)] = [0—0] <&
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b) Falls # € Q: Dann ist # ¢ M und es muss damit < ¢ gelten. Folglich erhélt
q
man

1
=-<e.

1 ’
q

)= f el = [1 0
Also ist f stetig fiir alle zo € [0,1] \ Q.

Ubung: Untersuchen Sie die Stetigkeit von f in xq € [0,1] N Q.
_

Satz 9.10. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig in I. Ist f (xo) > 0, so ezistiert
ein 6 > 0 derart, dass

f(x) >0 VaeUs(x)NI.
Analog existiert fir f (xg) < 0 ein § > 0 derart, dass
fx) <0 VYaeUs(x)NI.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f(x0) > 0 und € := Sf(zo) > 0. Dann existiert aufgrund der
Stetigkeit von f ein § > 0 derart, dass

Veel: |zt—x<d = |f(z)— f(x)| <e.

Diese Aussage ist dquivalent zu:

Ve eUs(zo)NI: |f(z)— f(x)] <e.

|
Damit folgt fiir alle z € Us (zo) N I:
fl) = f(x) = [ (o) + [ (20) = [ (20) = |f(2) = [ (w0)| = f (20) —€ = ;f(Io) >0,
was zu zeigen war. _ 0

Bemerkung. Es sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig in xo € [ und (x,),,. eine Folge
mit lim,, ,, x,, = x¢. Dann gilt

n—00

Satz 9.11. Es seien I,J C R Intervalle und g: I — J stetig in xg € I und f: J — C
stetig in g (zo) € J. Dann ist fog: I — C stetig in xy.
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Beweis. Es sei (x,),cy C I eine Folge mit lim,, o =, = 2. Da g stetig in x, € I ist, gilt

dim g (z,) =g (gggo xn) SACOE

Also ist (g (2n)),eny C J eine Folge mit lim, o g (zn) = g (70). Aufgrund der Stetigkeit

von f in g (xo) folgt nun

lim f(g(x,)) =f (Jg{)log (a:n)> = f (g (x0)),

n—oo

also

lim (fog)(z)=(fog) (o).

T—T0

|LINK: TEIL 2 DER 13. VORLESUNG VOM 25.11.2021

Satz 9.12. Es sei I C R ein Intervall, f,g: I — C stetig in xqg € I und X € C. Dann

sind die folgenden Funktionen stetig auf xq:
i) f+g.
(i) -9,
(iii) [£1,
(iv) ﬁ, falls g (o) # 0, und
(v) A f fir alle X € C.

Sind f und g reellwertig, dann sind zusdtzlich die folgenden Funktionen stetig in xy:

(vi) min{f, g} und
(vii) max{f,g}.
Beweis. Ubung! (Tipp: Satz 9.3)
Beispiel 9.13.
(1) Essei f: R — R stetig in zp € R. Dann ist die Funktion

i-f:R—=C, z—1i-f(x),
stetig in xg.
(2) Nach Beispiel 9.6 ist die Identitatsfunktion
id:R—>R, z+x,
stetig auf R. Nach Satz 9.12 ist dann auch

m,: R—=>R, z+—m,(z):=2", neN,

stetig in R. Insbesondere sind dadurch alle Polynome stetig auf R.
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Definition 9.14.
(1) Essei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Dann heiit f
o nach oben beschrankt, falls f(I) von oben beschrankt ist, also:
dMeR: f(z)<M Vzel.
Insbesondere ist M = sup f(I) = sup f(z).
e nach unten beschrinkt, falls -
dmeR: f(x)>m Vzel.
Insbesondere ist m = inf f(I) = ggf(m)
o beschrdnkt, falls f nach oben und nach unten beschrankt ist.

(2) Ist f komplexwertig, also f: I — C, dann heifit f beschréankt, falls:

dK>0: |f(x)|]<K Vzel.

Satz 9.15 (Satz vom Minimum und Maximum). Es sei [ := [a,b], a,b € R, a < b, und
f: I — R eine auf I stetige Funktion. Dann existieren xq,xy € I mit

f(x) < f(x) < f(x2) Vel
Man schreibt dann auch:
fz) =minf(z) und f(r;) = max f(z).
Insbesondere ist dadurch f beschrinkt auf I.

Beweis. Wir zeigen den Beweis fiir die Existenz des Maximums; der Beweis fiir das Mini-
mum erfolgt analog unter Anbetracht von Beschrianktheit nach unten.

Zeige zunachst, dass f nach oben beschrankt ist: Angenommen, f sei auf [ nicht nach
oben beschriankt. Dann existiert eine (beschrénkte) Folge (), oy C I mit

f(x,) >n Vz, €N

Da (x,),, beschrankt ist, existiert nach dem Satz 7.5 von Bolzano-Weierstrafl eine konver-
gente Teilfolge (7, ), oy C I mit

lim z,, € I.
k—o0
Da f stetig ist, erhélt man
S ) =1 (,}5&%) <%

——
el
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was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass f nach oben unbeschrankt ist. Also muss
f nach oben beschrankt sein.

Da f nach oben beschrénkt ist, ist A := f(I) eine nach oben beschrinkte Menge und es
existiert das Supremum

s:=sup A =sup f(I) =sup f(I).

zel

Nach Aufgabe 4 aus Blatt 7 der Ubung zur Analysis I (Lehramt) existiert also eine Folge
(Yn),, in I mit

lim f(yn) = s.

n—oo
Da nach dem Satz 7.5 von Bolzano-Weierstrafl wieder eine konvergente Teilfolge (yn,, ),en C
I mit
l}l_g)loynk =x9 € I.
Da f stetig ist, erhalt man dann
s = lm f(y,) = lim f(y,,)=f <,}Lrgoynk> = [ (22).
Wegen x5 € I gilt insbesondere f (z3) € R und damit

f (w2) = sup f(x) = max f(z). =

Bemerkung.

(1) Fur Satz 9.15 ist die Stetigkeit von f essentiell: Betrachte fiir « = 0 und b = 2 die
Funktion

x, falls z € [0, 1),
f:10,2] > R, zw— f(x):=10, falls x = 1,
x—2, fallsz e (1,2].
f ist wegen —1 < f(x) < 1 fiir alle x € [0,2] beschrénkt, aber aufgrund ihrer
Unstetigkeit in xp = 1 nimmt sie kein Maximum bzw. Minimum an.
(2) Im Allgemeinen Satz 9.15 fiir unbeschrankte Intervalle nicht: Ist I = [1,00) und
1
fI—=>R, z— f(x):=—,

T

so gilt f(I) = (0,1], also 0 = inf f([) ¢ I.
(3) Ebenso gilt Satz 9.15 im Allgemeinen nicht fir offene Intervalle: Fiir I = (0,1) und
1
fiI—=>R, z— f(x):=—,
x

ist f(I) = (1,00); hier nimmt f das Maximum nicht an.
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Satz 9.16 (Nullstellensatz). Es sei [a,b] C R ein Intervall, a,b € R, a < b und
f:]a,b] — R eine stetige Funktion. Weiter gelte entweder f(a) < 0 < f(b) oder

fla) > 0> f(b).
Dann besitzt f eine Nullstelle, das heifit, es existieren xy € (a,b) derart, dass
f(zo) =0.
Beweis. Beweis mit dem Bisektionsverfahren: Nehme dazu 0.B.d.A an, dass
f(a) <0< f(b) (Ansonsten: Betrachte —f).

Es sei Iy = I und | = b — a. Induktiv zeigt man, dass Intervalle Iy = [ay, bi] derart
existieren, dass

f(ak) SOSf(bk), ]kJrl C]k und |Ik| :bk—ak:l-Z’k — 0. (*)

k—o0

Nach Konstruktion erfiillen die Folgen (ay),.y und (by), folgende Eigenschaften: (ay),
isoton, (b), antiton und

ap < agy1 <bppr < b VkEN.

Zusammen mit (x) werden die Bedingungen von Aufgabe 4 auf Blatt 5 der Ubung zur
Analysis I (Lehramt) erfillt: Damit existiert ein z € (a,b) mit

To = lim a; = lim b.
k—o00

k—o00

Da f stetig auf [a,b] (und damit auch insbesondere in zg), erhdlt man

Flao) = f (Jim be) = lim £ (be)
= (fm ) = Jim o).
Wegen (x) gilt weiter
flag)- f(br) <0 VkeN,
und es folgt
(f (x0))* = Jim (f (@) - f (b)) SO = f(20) =0,

was zu zeigen war. O

|LINK: TEIL 1 DER 14. VORLESUNG VOM 29.11.2021
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Wiederholung. Es sei K =R oder K = C und I C R ein echtes Intervall — I besitzt also
mindestens 2 Punkte. Dann ist

V:{le—>K : fiststetig}

ein K-Vektorraum (vgl. Satz 9.12) unendlicher Dimension. Fir n € N ist
3P, = {f: I -K: Jag,a1,...,a, €K: f(z)= Zakmk}
k=0

ein (n + 1)-dimensionaler Untervektorraum von V.

Betrachten wir wieder den Beweis des Nullstellensatzes 9.16, in welchem auf das Bisekti-
onsverfahren zuriickgegriffen worden ist. Tatséchlich ist dieses Verfahren konstruktiv: Es
erlaubt, die Nullstelle einer stetigen Funktion approximativ zu berechnen; allerdings ist
das Verfahren relativ langsam.

Daran anlehnend betrachten wir mit dem folgenden Satz eine Verallgemeinerung des
Nullstellensatzes:

Satz 9.17 (Zwischenwertsatz). Seien a <b € R, I =a,b], f: I — R stetig sowie
G =max f(z), k= mel?f(x)

zel

Dann nimmt [ jeden Wert in [k, G] an: Es gilt also
fI) = [k, G
bzw.
Vyelk,G] Jxzel: f(z)=y.
Beweis. Nach dem Satz 9.15 vom Minimum und Maximum existieren z,z_ € I mit
fxy)=G und f(z_)=k.
Man betrachte nun die folgende Fallunterscheidung:

« G=k:
Dann ist die Funktion konstant es folgt direkt die Behauptung.

e G>k:
Es sei also k < y < G und

g: I =R z—g(x):=f(x)—y

eine Hilfsfunktion. Damit ist ¢ als Komposition stetiger Funktionen ebenfalls stetig.
Weiter gilt

glzy)=f(zy) —y=G-y>0 und g(z_)=f(z-)—y=k—y<0.

Nach dem Nullstellensatz 9.16 existiert dann ein xg € I derart, dass
0=g(zo)=f(z0) —y < [(z)=1v. O
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Beispiel. Es sei [ = [0,1] und
fiI—=R, a0 flz)=2"+z—1

Es gilt f(0) = —1 und f(1) = 1. Nach dem Nullstellensatz 9.16 besitzt f dann eine Nullstelle
in (0,1). Da f auBerdem streng isoton ist, ist die Nullstelle insbesondere eindeutig.

Bemerkung. Es seien f, g und h = g o f Funktionen. Dann besagt Satz 9.11:
f,g stetig = h stetig.

Damit stellt sich nun die folgende Frage: Gilt auch die folgende Implikation
f,h stetig = g stetig?

Dies motiviert den folgenden Satz:

Satz 9.18 (Stetige Inverse). Sei I C R ein Intervall mit I # & und f: I — R eine stetige
Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist injektiv = f ist streng monoton.

isoton . . . .
(b) Falls f antiton ist, so folgt, dass fir J = f(I) die Funktion
g: I —J  xgx):=f(x),
bijektiv, J ein Intervall sowie g~*: J — I stetig und streng ZSOt.On ist.
antiton
Beweis.

(a) Widerspruchs-Annahme: Angenommen, f ist nicht streng monoton. Dann existieren
1 < Xy < x3 € I mit

fx2) < fxs) < f(z) oder f(x) < f(x1)<f(3)

oder

flas) < flz) < flza) oder f(z1) < f(xs) < [fl(x2).
Im Fall der Monotonie gilt ndmlich

fz) < fxa) < f(xg) oder f(x3) < f(za)< f(x1). B

Wir betrachten fiir den Beweis den letzten Fall: Es seien also ;1 < x9 < x3 € I mit

fx1) < fas) < f(x2).

Nach dem Zwischenwertsatz 9.17 existiert dann ein x € (z1, x5) derart, dass

f(@) = f(xs) € (f (21), f (22)),

was ein Widerspruch zu der Voraussetzung ist, dass f injektiv ist. Der Beweis fiir
die anderen Félle erfolgt analog.
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(b) Nach Lemma 8.16 ist g: I — J bijektiv. Der Zwischenwertsatz 9.17 impliziert aufer-
dem, dass J ein Intervall ist.

Wir zeigen nun:
f ist strikt isoton = ¢! ist strikt isoton.
Angenommen, ¢! ist nicht strikt isoton: Es seien also 1, < y» € J, aber
g7 () > 97" (1)
Da f isoton ist, ist g isoton und es folgt
n=9(g" ) =997 (1) = o,

was ein Widerspruch ist. Also ist ¢! strikt isoton.

Wir zeigen nun, dass g~ ! stetig in yo € J ist: Betrachte dazu eine Folge (Yn)pen C J
mit lim,, . ¥n = yo. Dann existiert wegen der Bijektivitat von g genau eine Folge
(x,), in I mit y,, = f(x,) und ein zy € I mit yo = f (o).

Behauptung. Es gilt

lim z, = ;.
n—oo n 0

Beweis der Behauptung. (Durch Widerspruch): Angenommen, es existiere ein € > 0
sowie eine Teilfolge (2, ),y C I derart, dass fiir alle k € N gilt:

T, = Lo+ € (1)
oder

Tn, < Top— E. (2)
Betrachte nun den Fall (1): Da f isoton ist, gilt

f(zn,) = f (20 +¢) > f(20)-
Fiir k — oo erhalt man wegen der Stetigkeit von f
(o) = Jim f (20) > lim [ (w0 +2) > f (x0).

was ein Widerspruch ist. Die Argumentation im Fall (2) erfolgt analog.
Damit ist g stetig. O

Satz 9.19 (Stetigkeit von exp). Fs sei f :=exp: R — (0,00). Dann gilt:
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(a) f ist streng isoton.

(b) Firxz e [—1,1] gilt:

[f(z) =1 <e- |zl

(c) f ist stetig.

Beweis.
(a) Ubung!
(b) Es gilt
. n Ik
f(x) = exp(z) = lim 2 g
—
=:En(x)

Da %’: > 0 fir alle x € R gilt, ist (E,(x)),, eine isotone Folge. Fiir alle n € N erhélt
man dann

n x| lel< "1
Balw) =11 = X5 S el 3 1 < fal
Fiir n — oo gilt dann
|f(z) = 1] = lim |Ey(z) — 1] < lim e |z| = ¢ [z].
(c) Fir alle z,y € R gilt:

eery _ ex

(b)
= le"e? —e*| = [e" (' = 1)| < [e”] - [ — 1| <" - [ye.

Zu beliebigem € € (0,1) und » € R wéhle nun § = %7 und fiir £ € R mit [T — 2| <
folgt:

T +1 7 +1
@) - I < fo—a] < S

Also ist f stetig.

|LINK: TEIL 2 DER 14. VORLESUNG VOM 29.11.2021

Bemerkung 9.20 (Eigenschaften der Exponentialfunktion).
(1) Es gilt exp(0) = € = 1 mit e := exp(1).

(2) Vz,yeR: e -e¥=e"", o ¢=1
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(3) Die Exponentialfunktion exp: R — R ist stetig und streng isoton. Aulerdem gilt
mh_)rgo e’ =00 und zl_i}_noo e’ = 0.
Damit liefert der Zwischenwertsatz 9.17:
exp(R) = (0, 00).

Weiter ist ¥ > 1 + z fur alle x € R.

(4) Es gilt
o = i Bale) = Jimy (s
mit
B =35 wnd e —(1+$)"245i g
L (x —k:OH und e, (x) = - _k:() P

Aufgrund der Eigenschaft (3) aus Bemerkung 9.20 und Satz 9.18 ist
f=exp: R— (0,00)

bijektiv. Damit existiert f~': (0,00) — R, ist stetig sowie strikt isoton. Die Funktion wird
im Folgenden definiert:

Definition 9.21. Die inverse Funktion exp™': (0, 00) — R zur Exponentialfunktion heift
natirliche Logarithmusfunktion oder natirlicher Logarithmus und wird durch

In: (0,00) = R, 2z~ In(z)

gekennzeichnet.

e

In(z)

Abbildung 10: Der Graph von In(z) in rot zusammen mit dem Graph
von exp(z) in blau.

Damit ergeben sich die folgenden Eigenschaften zusammen mit denen der Exponential-
funktion:
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(5) Nach Definition gilt:

(6) Es gilt In(1) = 0 und In(e) = 1.
(7) Fir alle z,y € (0, 00) gilt:

In(z) + In(y) = In(z - y), In(zx) —In(y) =1In (m) und —In(z) =In <1> :

Yy i

(8) Die naturliche Logarithmusfunktion In: (0,00) — R ist stetig und strikt isoton.
Auflerdem gilt

lim In(z) =00 und limIn(z) = —oc0.
T—00 z—0

Damit liefert der Zwischenwertsatz 9.17:

In ((0,00)) = R.

(9) Nach Korollar 8.10 gilt
exp(r) =¢" VreQ.
Auf analoge Weise zeigt man
a" =@ v 0.
Dies motiviert, a® fiir allgemeine t € R und a € R, a > 0 zu definieren:
Definition 9.22. Fiir a > 0 setze:
exp,: R = R, 1z exp,(r) :=a® :=exp (z - In(a)) = ™™,
Diese Funktion erfiillt die folgenden Eigenschaften:
o Fira=1ist In(a) =1In(1) = 0 und damit

a* =e’ = 1.

e Firae (0,1)ist
exp(z - In(a)) = exp (—x -In (i)) :

Also reicht es aus, im Folgenden nur den Fall @ > 1 zu betrachten:

(1) Es gilt exp,(0) = a® = 1 und exp,(1) = a' = a.
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(2) Fir alle z,y € R gilt:

XPo(t + 9) = XP(2) - eXPo(y),  XPy(—7) =4~ = — =
und
(expy ()" = (a")" = @™ = exp, (2 - y),
wobei
(a®)? =exp (y - In (a")) = exp (y -In (exp (x - In(a)) )) = exp(zy - In(a)) = a™.
(3) Fir a > 11ist exp,: R — R stetig und strikt isoton. Weiter ist
lim exp,(z) = oo,
da In(1) = 0 und In: (0,00) — R strikt isoton ist. Wegen (2) ist weiter
im exp,(x) = 0.

Damit liefert der Zwischenwertsatz 9.17:
exp,(R) = (0, 00).
(4) Damit existiert nach Satz 9.18 eine Umkehrfunktion
log,: (0,00) = R, x> log,(x),

den wir als Logarithmusfunktion zur Basis a bezeichnen: Fiir a = e > 1 gilt entspre-

chend
log,(z) =In(z) Vz € (0,00).
(5) Fir alle z € R gilt

log, (exp,(z)) = log, (a®) = x.
Fir alle y > 1 gilt aulerdem

a*% W) = exp, (log,(y)) = v.
(6) Es gilt wieder log,(1) = 0 und log,(a) = 1.
(7) Auch hier werden die Funktionalgleichungen erfiillt: Fur alle =,y € (0, 00) gilt

€T
MMHMMZ%MMJ%MJ%@ﬁ%@

und
1 =1 L
o) o, (1)
Auflerdem gilt

log, (%) = y - log, (x).
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(8) log,: (0,00) — R ist nach Satz 9.18 stetig und streng isoton. Aulerdem gilt
lim log, () = oo und glclg(l) log,(x) = —oc0.

Damit liefert der Zwischenwertsatz 9.17:

log, ((0,00)) = R.

(9) Fir alle @ > 1 und = > 0 folgt aus (7):

In(x) 1

log,(x) = n(a) = n(a) In(z).

Vorfaktor

Damit unterscheiden sich die jeweiligen Logarithmusfunktionen nur um einen kon-
stanten Vorfaktor. Somit kann man die Eigenschaften von Logarithmusfunktionen
jeglicher Basis auf die Eigenschaften der natiirlichen Logarithmusfunktion zuriick-
fithren.

Definition 9.23 (Allgemeine Potenz). Fir a € R definieren wir die Potenzfunktion durch
Pa: (0,00) 5 R, 2 po(z) = 2 1= @@,
pe erfiillt die folgenden Eigenschaften:
o Fir alle a € R ist p, stetig auf (0, 00).

e Falls o > 0 ist, so ist p, streng isoton und es gilt

limpo(r) =0 und  lim pa(z) = oco.

o Falls a < 0 ist, so ist p, streng antiton und es gilt

lim po(2) =00 und  lim p,(z) = 0.

o Falls o = 0 ist, so ist p, konstant und es gilt

lim pa(2) =1 und  lim p,(z) = 1.

Beispiel 9.24.

(a) Es gilt
lim -1 =1.
z—0 x
(b) Es gilt
In(1
i Y _
y—0 Y
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Beweis.

(a) Es sei u € R. Es gilt
14+u)(l—u)=1—-u*<1.

Fir v < 1 erhélt man dann

1
1+u< .
1—u

Damit folgt fiir alle x < 1:
1+-< 1
ST

SRS

38

Die Bernoulli-Ungleichung 2.16 liefert dann fiir alle n € N:

ALY R " 216 1
(+n) —\1-2) T 1-ua
wegen
n 216
(1 - w) >
n
Weiter gilt
n 1 1
e’ = lim <1+x> < lim =
und
_ 9.20 o _ 1 1
1:1+x 1§e 1§1_gC _ 1 i
x @ x 1 -2 20
Satz 9.3 (e) liefert dann
T —1
lim ——— = 1.
x—0 x
(b) Sei x € R und y := e” — 1. Nach Teil (a) gilt
limy =lime* —1=0.
z—0 z—0
Daraus folgt
Y e —1 e"—1
= = — 1
In(l14+y) In(e?) r a0
—_———
ngl

und wegen x — 0 < y — 0 die Behauptung.
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Satz 9.25 (Fortsetzung der Exponentialfunktion auf C). Es seien z,w € C. Dann gilt:

(a) lim E,(z) = 7}1—{1&0 Z — =:exp(z) =: ¢* existiert in C.

n—oo

(b) lim e,(z) = lim = lim (1 + 2)" = exp(z).

n—oo n—oo n—oo
(c) T =¢” - e".
Beweis.

(a) Es gilt 0 < |2| € R und damit

|2* |2*
T B(l=]) = Jim > EE = exp(fef) = 3 BT
k= 0\_ _/ keNg
>0
N——

isoton

Aufgrund der Konvergenz existieren dann fiir alle € > 0 ng(¢) € N derart, dass

0 < ol & & 2
< e — Z F = Z F < E.
k=0 k=no+1

Behauptung. (E,(2)),cy ist eine Cauchy-Folge in C.

Beweis der Behauptung. Zu £ > 0 sei ny wie oben und m > n > ng. Dann gilt

m Zk m |Z|k [e's) |Z’k
|Em(2) — En(2)| = Z % < Z I < Z ? <é&
k=n+1 """ k=n-+1 v k=n+

(En(2)),ey ist also eine Cauchy-Folge in C.

Satz 7.12 besagt dann, dass der Limes
lim F,(z) =¢*

existiert.

(b) Siehe Beweis von Satz 11.1 aus: Winfried Kaballo. Einfihrung in die Analysis I.

Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 2000.

(c) Dieser Beweis verlduft ahnlich (leicht modifiziert) zum Beweis von Satz 8.8.

|LINK: TEIL 1 DER 15. VORLESUNG VOM 2.12.2021

Der obige Beweis zeigt Folgendes:

|Ea(2)] < B, (|2]) < e
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und

. T .z |2|
lim [E,(2)| = lim E, ([z]) = [e*] < e”.

Fiir gegebenem 2y, € C und ¢ > 0 wéhle nun 6 = In (ﬁ) Dann gilt fiir alle z € C mit
|20 — 2] < 0:

0o (o K
’eZ—GZ()’: e (ez—zo_l)‘ < ’eZO‘- Z(z ZO) _1‘
=0 k!
0o k
(z — 20)
= col . -_
] g; X
00 k
< ol 12 Al
= ¢ g} Kl
%) k
< el#l. 7|Z — %
= ° g% Kl
< el#ol . glz==ol
< elol.¢f
— e‘z()' . i
e‘ZO|
= E.

Damit haben wir die folgende Aussage gezeigt:

Korollar 9.26 (Stetigkeit der Exponentialfunktion in C). Die (kompleze) Exponential-
funktion exp: C — C ist stetig und erfillt

lexp(z)| <exp|z| VzeC.
Unter Stetigkeit in C versteht man dabei:

Definition 9.27 (Stetigkeit in C). Es sei A C C und f: A — C eine Funktion sowie
20 € A. Dann heifit f stetig in 2y, falls gilt:

Ve>0 3>0: |z—z|<0 = |f(2)—[f(z)] <e.

Dementsprechend heifit f stetig auf A, falls f stetig in zq fiir alle zg € A ist.

Auch hier gilt wie im reellen Fall:

fyg: C— Cstetig = fog stetig.
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Trigonometrische Funktionen

Definition 9.28 (Sinus und Kosinus). Wir definieren die Funktionen sin, cos: C — C
durch:

sin(z) = 211 : (eiz — e_iz) und  cos(z) = ; . (eiz + e_iz)

Bemerkung 9.29. Als Komposition stetiger Funktionen sind sin: C — C und cos: C — C
ebenfalls stetig.

Weiter gilt die Fulersche Formel:
VzeC: e =cos(z)+isin(z).
Speziell gilt fiir alle z € R:

e = cos(r) + isin(z),

wobei hier
cos() = L (% 1 e7) = 1 (e 4 6) = Re ().
2 2
Dabei sei anzumerken, dass
—k .k
= (i) (i)
E,(iz) = kzo s ;;) s E, (—ix)

Dementsprechend gilt

sin(x) = 211 (eiw - e’ix) =Im (eix) :

Insbesondere ist sin: R — R eine ungerade Funktion und cos: R — R eine gerade Funktion,
wobei die Begriffe im Folgenden definiert werden:

Definition 9.30. Eine Menge M C R heifit symmetrisch, falls gilt:
reM = —xelM.
Eine Funktion f: M — R auf einer symmetrischen Menge M heifit gerade, falls:
VeeM: f(—z)=f(z).
f heifit ungerade, falls:

VeeM: f(—z)=—f(x).
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Wir zeigen nun, dass sin ungerade und cos gerade ist: Tatsachlich zeigen wir sogar die
Eigenschaften fiir alle komplexe Zahlen z € C: Es gilt ndmlich

sin(—z) = 211 (eiz - e’(’iz)) = —211 (eiz - e’iz) = —sin(z)

sowie

cos(—z) = ; (e_iz + e_(_iz)> = ; (eiz + e_iz) = cos(2).

Satz 9.31 (Funktionalgleichungen/Additionstheoreme fiir Kosinus und Sinus). Fir alle
z,w € C gelten die folgenden Identitaten:

(a) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w),
(b) sin(z + w) = sin(2) cos(w) + cos(z) sin(w).
Beweis.

(a) Wir zeigen die Identitdt mittels der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
und den Symmetrien: Es gilt

cos(z + w)
(eiz+iw +e—iz—iw)

(elzelw _"_ e*lzeflw)

NI~ NI~ N~

((cos(z) +isin(z))(cos(w) + isin(w))

+(cos(—z) + isin(—=z))(cos(—w) + isin(—w)))

1 .. ‘s
= 5((cos(z) + isin(z))(cos(w) + isin(w))

+(cos(z) — isin(z))(cos(w) — isin(w)))

= ;(COS(Z) cos(w) — sin(z) sin(w) + i(cos(z) sin(w) + sin(z) cos(w))

+ cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) + i(— cos(z) sin(w) — sin(z) Cos(w)))
= cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).

(b) Der Beweis erfolgt analog. O
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Bemerkung. Es gilt

1
sin(0) = 5

i

(1-1)=0.
Weiter folgt aus Satz 9.31 (a) fur alle z € R:

1= 5(1 + 1) = cos(0) = cos(x —x) = cos(z)cos(—z) — sin(z) sin(—x)
= cos(x) cos(z) + sin(z) sin(x)

— cosz(gj) + sin2(93) .
N—— SN———
:=(cos(x))2  :=(sin(z))2

Insbesondere gilt auch:
sin(z)] <1 und |cos(z)| <1
sowie

.12
iz

" = |cos(z) + isin(x)|* = cos®(z) + sin®(x) = 1.

Die komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis in C kann man also darstellen als:

Im(z)

sin(z) = Im (ei:z:)

Abbildung 11: Darstellung von komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis:
Mit e lasst sich auf der komplexen Ebene ein Kreis parametrisieren.

|LINK: TEIL 2 DER 15. VORLESUNG VOM 2.12.2021
Satz 9.32. Fir alle x € R gilt:

1‘2 $4 .736 2k n 2k

cos(z) =1— gt o +o.o= > (-D)h (;k)l = kz:(_l)k C(2K)!
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und

(L’3 ZE5 $7 ) $2k+1

sin(x):x—g—l—ﬁ—ﬁ%—...: > (-1) -m7

wobel die beiden Grenzwerte rechts existieren.

Beweis. Fir Indizes m,n € N mit m > n gilt:

k=n

Mit dem Cauchy-Kriterium folgt dann die Existenz des ersten Grenzwertes (vgl. Satz 7.12)
wie im Beweis von Satz 9.25. Analog zeigt man die Existenz des zweiten Grenzwertes.

Nun widmen wir uns der Aussage, dass die Grenzwerte die oben dargestellten Identitdten
erfiillen: Fir alle x € R gilt

iz

cos(x) +isin(x) = €',

wobei e durch folgende Grofien approximiert wird:

:(_1)k,$2k :i(_l)kz2lc+1
2k 2k+1 2k 2k+1
. " (iz) = (195) “ T o E L *
E,Gin)=Y —2 4§y L -1 + S L —
(iz) kzzo (2k)! kzzo 2k + 1)! ,;f ) (2k)! 1,§0< ) 2k + 1)!

wobei am Ende der Gleichungskette der erste Summand fiir n — oo konvergiert; wir
bezeichnen den Grenzwert mit

k x2k+1

Der zweite Summand konvergiert entsprechend gegen > ey, (—1) Rl

Ein Koeffizientenvergleich in C = R (bzw. der Vergleich von Real- und Imaginérteil) liefert
dann die Behauptung. O]

Satz 9.33 (Definition von w). Die Funktion cos: [0,2] — [—1,1] besitzt genau eine
Nullstelle xq. Wir setzen

=2 .

Weiter ist cos streng antiton auf [0,2] und sin streng isoton auf [O, g} Auferdem sind
beide Funktionen positiv auf (O, g)
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9 GRENZWERTE UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

Beweis. Fur k € Ng, k > 3 gilt:

(2) 1 5 N 16 N 22k N 22k+1 N
CORE = o0 T @k T @kl T
<0 o

= ot (—(2k+1)+2)<0

also cos(2) < 0. AuBerdem gilt cos(0) = 1. Nach dem Nullstellensatz 9.16 existiert dann
ein xy € (0,2) derart, dass

cos (zg) = 0.
Ahnlich zeigt man:

Vo el0,2]: sin(x) >

wl R

Nun liefert Aufgabe 1 aus Blatt 9 der Ubung zur Analysis I (Lehramt) fiir 2,y € [0,2], 2 < y:

cos(y) — cos(z) = —2sin (T) sin <y;x> < 0.

Damit ist cos streng antiton auf [0, 2], weshalb die oben ermittelte Nullstelle sogar eindeutig
ist.

Ahnlich zeigt man nun fiir x,y € [0, 20], 2 < y:

sin(y) — sin(z) = 2 cos <x%2—y> sin (y ; x) > 0,

>0 >0

weshalb sin streng isoton auf [0, o] = [O, g} ist. O

Bemerkung 9.34 (Periodizitat und Werte von Kosinus und Sinus). Es gilt

sin? (g) =1 — cos? (g) =1.
—_———

=0

Aufgrund der Isotonie von sin auf [O, g} gilt dann

n(3) >
sin | — =
2

und damit sin (g) = 1. Dies liefert

eig:cos(;T)%—isin(W) =0+1i-1=1.
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9 GRENZWERTE UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

Weiter ist

cos <x + g) + isin (x + g) = exp (i <x + g)) = exp (12) exp (iz)

= i(cos(x) +isin(z))

= —sin(x) +icos(z).
Ein Koeffizientenvergleich liefert dann:

(a) Fir alle z € R gilt:
cos <x + ;T) = —sin(z) und sin (x + g) = cos(x).
Anzumerken ist auflerdem, dass
cos(x + ) = sin <3c + 72T> = cos(x).
(b) Tteration der Anmerkung in (a) ergibt dann fiir alle z € R:
cos(x + 2m) = cos(x) und sin(z + 27) = sin(z)
sowie
cos(r +7) = —cos(z) und sin(x + ) = —sin(z).
(c) Es gilt:

cos(z) =0 & JkeZ: x:g+k-7r,

sin(z) =0 & JkeZ: x=k-m
e’ =1 & 3JkeZ: v=k- 2m
(d) Fir alle k& € Z sind
sin: [72T+(k:—1)7r,72r+k7r}—>]1%
und

CoS: {knr, (k+ 1)7r} — R

streng monoton.
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9 GRENZWERTE UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

(e) Sinus und Kosinus nehmen an ausgewéhlten Punkten die folgenden (in einer Tabelle
zusammengefassten) Werte an:

efol § | §F |5l |sm|2n
sin(z) || 0| 22 Bl 0| =10
cos(z) | 1 V2 1 0[—1] 0 |1
exp(iz) | 1| 20 +1) | 1+i- 2| i| 1|1

Man bemerke, dass cos(x) und sin(z) fiir x = § denselben Wert annehmen.
Wir definieren nun weitere trigonometrische Funktionen:

Definition 9.35. Die Funktion

1
tan: R\ {<k‘+ 2) T ) ke Z} — R, zw tan(z):= (S:;r;((i;
nennen wir Tangens(funktion). Entsprechend heif3t
cot: R\ {lm ’ ke Z} — R, x> cot(x):= cos(x)
sin(x)

Kotangens(funktion).

Anzumerken ist, dass der Kosinus nicht nur auf [0, 2], sondern sogar auch [0, 7] streng
antiton, also injektiv, ist. Aufgrund von Stetigkeit ist

cos: [0,7] = [—1,1] = cos(]0, 7])
sogar bijektiv auf [0, 7]. Damit definieren wir ihre Umkehrabbildung durch
arccos: [—1,1] — [0, 7], =z — arccos(x)
und nennen diesen Arcus-Kosinus.
Existiert zu einer Funktion f: R — C ein p € R derart, dass
VeeR: f(z+p)=[f(z)
so nennen wir f (p-)periodisch.

Damit sind sin und cos 27-periodisch, wahrend tan und cot 7-periodische sowie ungerade
Funktionen sind.

|LINK: TEIL 1 DER 16. VORLESUNG VOM 6.12.2021
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

10 Exponentialfunktion, Logarithmus und trigonome-
trische Funktionen

Dieses Kapitel wurde inhaltlich bereits in Kapitel 9 behandelt, weshalb direkt mit dem
nachsten Kapitel fortgefahren wird.

11 Differenzierbare Funktionen

Motivation (Benzinverbrauch). Im Fahrtenbuch ist der Durchschnittsverbrauch zwischen
zwei Tankfiillungen ablesbar:

km-Stand Benzinstand b

T 55 1
T+ Az 51

Damit ergibt sich ein Durchschnittsverbrauch von

50 1
Azkm’
Im Display des Autos kann man sich dabei den ,momentanen Verbrauch* anzeigen lassen,

fiir entsprechend sehr kurzen Az. Analog ist die ,momentane Geschwindigkeit® definiert
als

wobei x(t) den Ort zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Bei der Betrachtung des ,,momentanen
Verbrauchs® erhélt man:

b(t + At) — b(t)
A0 2(t+ At) — 2(h).

Mit dem oben geschilderten Sachverhalt wollen wir nun die folgende Definition motivieren:

Definition 11.1 (Differenzierbarkeit). Es sei I C R ein echtes Intervall, f: I — R eine
Funktion und xq € I. Dann heiflt f differenzierbar bzw. ableitbar in xq, falls

f(x) — [ (o)

9= Geoy: I\ {20} = R, 2+ g(z) =
T — 2o

den Limes fiir x — x¢, x € I, besitzt. Dies ist dquivalent zu der Bedingung, dass der Limes

lim f(xo+h) — f(x0)
h—0 h

in R existiert.
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Den Limes bezeichnen wir dann mit

Fla) oder S f(rg) oder f(x)

und nennen diesen die Ableitung von f in xg.

fL (o)

g(+) heifit Differenzenquotient von f in xy. Besitzt dieser nur einen Limes (o) fir

+ (0
T/ so heifit f limks- seitig differenzierbar in xy. (Falls dies bei Randpunkten
TN\ T rechts- g 0 P

xg € I eintritt, so schreiben wir f' (zo) = f4 (zo) bzw. f' (zo) = [ (20).)

f heifit weiter differenzierbar auf I, falls f fir alle xy € I differenzierbar in x ist.
=

supl € 1

. : . : links-
o , so verlangen wir dabei nur die Existenz des 1S
infl el

Falls o = rechts-

seitigen

Limes.

_
In diesem Fall heifit die Abbildung
f"I—-R, z— f(x)

die Ableitung von f.

Der Ubergang von f zu f’ heifit Differentiation. Die folgende Abbildung liefert eine
geometrische Interpretation des Sachverhaltes:

Y

Abbildung 12: Der Graph einer Funktion f (blau), eine Sekante durch
die Punkte (z, f (2)) und (zo, f (7)) (schwarz) sowie eine Tangente
durch den Punkt (zg, f (x)) (rot). Man bemerke, dass die Steigung der
Tangente f’ (zo) der Steigung von f im Punkt z, entspricht.
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

%ﬁgm ist die Steigung der Sekante

f(w)T — f(Z)zo | f(T) —f(xo)m.

T — ~ + =
T — X T—

durch die Punkte (Z, f (Z)) und (xo, f (20))-

f' (zo) ist die Steigung der Tangente
= f (zo) (x — x0) + [ (z0)
durch den Punkt (z¢, f (%9)). Beide sind Graphen von affin-linearen Funktionen.
Beispiel 11.2. Es sei f: R — R eine Funktion, a,b € R und n € N.
(a) Es sei f definiert durch
x> f(xr):=a-x+0.
Dann ist f'(zg) = a, denn:

f(z) = f (x0) :ax—i—b—aﬂco—b:a‘x—xo:a Vo € R\ {zo}.

r — Tg r — X9 r — 2o

(b) Es sei f definiert durch

n

x— f(x) =2z,

Dann ist [’ (zo) = n- 2", denn:

n n n—1

n—1
— X
0 li k n—k—1 k n—k—1 n—1
= l1m Xn T = Ty T =nNn-x .
lim 3 o S ab-a; ;
k=0 k=0 -1

0

xz

lim
T—=T0  — xo

(c) Es sei f die Betragsfunktion
x> f(x) =zl

Dann ist f nicht differenzierbar in zy = 0, denn es gilt fir x # 0:

fl@) = £(0) _ y? _ san(e) = {1, falls = > 0,

r—0 -1, fallsx <0
und damit
Cey e J@) = f(0) e S = f0)
f_(O)—i%ﬁ——l#l—i{%ﬁ—ﬂr(@)-

Damit ist f in zg = 0 nur rechts- und linksseitig differenzierbar, wihrend die
einseitigen Ableitungen nicht iibereinstimmen. Hingegen ist f(0,00) b2W. f(—o0,0)
differenzierbar.
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

()

Es sei f die Exponentialfunktion

z— f(x):=exp(z).
Dann ist f'(a-x¢) = a-exp(a-xg), denn fir alle a € R\ {0} gilt:
T _ g@-mo ea-(x—xo) -1 ea-(x—z’o) -1
— %%0 . —q-e¥%0 .

T — X T — o a-(r— )

Setze nun y := a - (xr — o) und es folgt

v 1
-0 & T2 jamo g geemo — I (zo) .
Yy y—0
Fir a = 0 gilt trivialerweise f (o) = 1 fiir alle 25 und es folgt direkt

=0

—~
1-1
/ _ .
A

=0=0-exp(0-zp).

Es gilt

cos'(x) = —sin(z) und sin'(z) = cos(z) Vz € R.

Beweis. Zunachst ist anzumerken, dass

lim sin(z) = 1. (Ubung!)
z—0 x
Damit erhdlt man mit den Additionstheoremen und fiir y := (””7273”0)
sin(x) — sin (zg) Ubg. (x + :co) sin (%) (SL‘ + :co) sin(y)
= 2-cos . = cos . ,
T — Xo 2 T — X 2 Yy
— cos(zo) —1
T—x() yﬁo
und wegen x — xg < y — 0 folgt:
lim sin(z) — sin (o) = cos (zg) - 1 = cos (z9) .
T—T0 €xr — xo
Auf dhnliche Weise zeigt man:
_ . sin ( £
cos(x) = cos (#o) Ube _y i (“52)- 55) _, sin(@). O
T — Xo 2 T —xg *To

Spannend ist auch die folgende Zusammensetzung von Funktionen

. ™ ..
x— ¢ - sm() fir a > 0,
v x
—0

=20 ogzilliert fiir z—0

wobei z — 0 < 7 — 00. Da stellt sich nun die Frage, welche der beiden Funktionen
im Limes ,gewinnt.
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Betrachte nun im Folgenden Funktionen f: (0,00) — R:

(g) Es sei f die Wurzelfunktion

r— f(x) = .
Dann ist f' (zo) = & 272 = ﬁ, denn:

ovieym (Ve vm) (VEeve) X

= lim = :
m w—xy em (poag) (Va4 Ja) T VER VI 23
Ist fiir xp = 0 die Funktion rechtsseitig differenzierbar? Tatséchlich nicht, denn:

fl) = f0) vz 1
z—0 _T_EQOO'

|LINK: TEIL 2 DER 16. VORLESUNG VOM 6.12.2021
(h) Essei f: (0,00) = R die Logarithmusfunktion

z— f(x):=In(z).

Dann ist f'(z) = 1, denn fir t := = — 1 gilt:

() —(m) 1 W(5) 1 W1+t

t—>01
— = — — — —,
T — To To 1 T t T
Zo
N——

=t

wobei t = 0 < x — xg.

Satz 11.3. Es sei I C R ein Intervall, f: I — R, xy € I sowie a € R. Dann sind
aquivalent:

(i) f ist differenzierbar in o mit f' (zo) = a.
(ii) Fs existiert eine in xq stetige Funktion e: I — R mit € (xo) = 0 und
Vel f(x)=f (o) +alo—z0)+ (z —z0)e(x) ()
Beweis.

(=) Es sei f differenzierbar in xy mit f’(z9) = a. Wir definieren nun eine Funktion
e: I — R durch

O R
e\r) =
0, falls x = xg.
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Da f nach Voraussetzung differenzierbar in xq ist, gilt

xli_)rb;go g(x) = 0.

Weiter gilt fir x — xg # 0:

w—a)ele) = (o) (HZLE) i)

r — X
= f(x) = [ (20) — (z — m0) [ (20)
was dquivalent zu (x) ist; fir o = x¢ ist (%) offensichtlich auch erfillt.

(<) Es sei € definiert wie oben. Dann liefert Division von o — zp # 0 in (*):

f(x) = f(zo) a(z—x0)+ (v —x0) ()

= =a+e€.
Tr — 2y T — X
Daraus folgt
' _ f(x)_f<x0)_ . -
[ (o) = Jim == = i (at =(2) ) = a.
Yor
z—x(
was zu zeigen war. O

Korollar 11.4. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine in xo € I differenzierbare
Funktion. Dann gilt:

(a) f st stetig in .
(b) Die Funktion

J@)-i@0) g
G=Gpyr: I >R, 2+ Gz):= pr— falls x # xo,
| P (o). falls z =,

ist stetig in xo und eine Fortsetzung des Differenzenquotienten g: I\ {zo} — R in
Zo-
(Ohne Beweis)

Wir betrachten nun die Kombination von differenzierbaren Funktionen zu neuen:

Satz 11.5. Es sei I C R ein Intervall und f,g: I — R in xqg € I differenzierbare
Funktionen. Dann sind auch die folgenden Funktionen differenzierbar in xq:

e f+y
« f-g
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e L, falls g () £0.
Entsprechend gilt:

(a) (Linearitat der Ableitung)

(f +9) (xo) = f' (z0) + ¢’ (20).
(b) (Produktregel)

(f - 9) (z0) = ' (x0) g (z0) + f (w0) ¢' (o).
(c) (Quo/tientenregel)
(f) () = T @0) 9 (@0) = f (@0) f (a0)

g g (1'0)2

, mit dem Spezialfall:

9 (o)
Beweis.
(a) Es gilt
(b) Es gilt
(f - 9) (&)= f (o) g(x) + f (0) g(x) — (f - g) (o)
= L) gy SIZIT0) ) £ 1 ) g () 4 (20) f (20).
— f'(z0) — g'(z0)

(c) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall: Setze ¢ = ¢ (x¢) # 0. Da ¢ differenzierbar
in x( ist, ist ¢ insbesondere stetig in xy. Damit existiert ein 6 > 0 derart, dass

Vo |z—xzo|<d = g(zo) #0,

und somit
1 < 1 _ 1 )
z—xo \g(z) g (x0)
1 g(xo) —g(2)
x—xo g(x)g(20)
_ 9@ —gl@) 1 g (x)
r—x  glx)gla) == g* ()
—9/(@o) —g(z0)
Mit Teil (b) folgt dann der Allgemeinfall. O

132
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Bemerkung. Wir sehen: , Differenzierbarkeit baut auf Stetigkeit auf.

Falls wir in 11.5 (b) fiir A € R g = A auf [ setzen, so gilt
() (w0) = Af (o) -
Damit bildet die Menge der in zy € R differenzierbaren Funktionen f: I — R
e einen R-Vektorraum,
 einen kommutativen Ring mit Eins (f(z) =1 Vx € I), sowie

o ecine R-Algebra.

Satz 11.6 (Kettenregel). Es seien I,J C R Intervalle, f: I — J, g: J — R, f differen-
zierbar in xo € I und g differenzierbar in yo = f(xo) € J. Dann ist h =go f: I — R
differenzierbar in xy mit

W (x0) = 9" (o) - /' (x0) - ()

Beweis. Zunachst verwenden wir naiv den Ansatz

9(f (@) = g(f (x0)) f(x) — f (x0)
f(x) = f (xo) T—1z
Jedoch kénnte ja die Funktion z +— f(x) — f (zo) Nullstellen besitzen.

Stattdessen arbeiten wir nun mit Satz 11.3: Da g differenzierbar in y, ist, existiert eine
Funktion £: J — R mit € (z9) = 0 und

9) —9Wo) =9 (o) - (v —vo) + (v — %) i(,-)/

<
o

Setze nun y = f(z) und yo = f (2o) ein und man erhalt

9 (f(@)) = g(f (x0)) = g (f (w0)) (f(x) = [ (20)) + & (f(2)) (f(x) = [ (x0))-
Division durch z — xy # 0 liefert dann

9 (f(x)) — g (f (x0)) (f(z) = f (0))

o
V=9 TG _ g5 g DL ) =S
— f'(z0) — f'(wo)
T—x() T—T()

Da f differenzierbar und damit auch stetig in zg ist, gilt lim, ., f(x) = f (x¢) = yo und
aufgrund der Stetigkeit von ¢ in z( folgt:

lim & (f(x)) = & (yo) = 0.

T—T0

Insgesamt erhalten wir

o U @) =9 (f 0) _

Tr—xQ xr — :[;0 T—T0
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Wie bei der Stetigkeit wollen noch die Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen betrach-
ten:

Satz 11.7 (Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen). Es sei I C R ein Intervall, zo € I
und f: I — f(I) =: J C R eine stetige und streng monotone Funktion. Ist f in xg
differenzierbar und f' (zo) # 0, so ist f~1: J — I inyy = f (xg) differenzierbar und es gilt

IV |
(f ) (y()) - f, (l‘o)

|LINK: TEIL 1 DER 17. VORLESUNG VOM 9.12.2021

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit und Monotonie von f existiert nach Satz 9.18 (b) die
Umkehrabbildung f~!: J — I; insbesondere ist J auch ein Intervall. Sei nun v, € J\ {yo}
fiir n € N mit y,, — yo. Da f bijektiv ist, so ist

Tp=f""(y,) €l und =z, #29 YnecN.
Da f~! sogar stetig ist, gilt
. o . -1 _ -1 _
Mz = lim £ (yn) = £ (40) = 2.

Damit erhalten wir

S ) = /7 (w0) _ <f () = f (1’0)>1

Yn — Yo Tp — Xo

— (' (@)

n—oo

Hierbei benutzen wir den folgenden Grenzwertsatz fiir Folgen:

1 1 ier
lim —— = ——————, falls 0 # lim b, =" f'(wo). O

n—o0 bn hmn%oo bn
Beispiel 11.8.

(a) Die Funktion
fiR=R, x> f(z):=2
ist strikt isoton und stetig. Dann ist die Inverse von f gegeben durch
g=fTR=R, yrrsgu(y)ylyl.

Weiter gilt fiir den Differenzenquotienten im Punkt y, = O:

gy) —g(0) ylyl 1

= = —
y—0 | |y|5 vo

Also ist g in yy = 0 nicht differenzierbar.
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Aber wie ist das moglich?

Tatséchlich ist die Voraussetzung f/(0) # 0 verletzt: Es gilt

3 3

xz° —0
=122 — 0.

x—0 z—0

(b) Da bei der Exponentialfunktion
exp/(z) = exp(x) >0 VzeR,
so folgt die Differenzierbarkeit von In: (0, 00) — R auch mittels Satz 11.7: Es gilt

oy 1 _1
() = exp’ (In(z)) z

(c) Wir betrachten fir a € R die allgemeine Potenzfunktion
Po: (0,00) = R, z— 2%

Mit der Kettenregel 11.6 erhalten wir

Po(r) = exp’ (o - In(x)) - <a . 1) —a-z%. 1_ o po1

=xr«

(d) Esseien fi,..., f,: I — R differenzierbare Funktionen und f = [[;_; fx. Dann gilt
nach der Produktregel (vgl. Satz 11.5 (b)) und Induktion iiber n € N:

P =S (fiee fr fl S ).
k=1

(e) Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion ohne Nullstellen. Dann ist sie
insbesondere stetig und besitzt auferdem nach dem Zwischenwertsatz 9.17 ein festes
Vorzeichen: Es gilt

|[f (@) = (sgn (f(2))) f(z) = sgn(f) f(z).
Dann impliziert die Kettenregel 11.6:

(tn|£1) (x) = ' (If (2)]) sen(£)f () = (sgn(J;g;)f(x)\ B J;fg)) |

Diesen Quotienten bezeichnet man als logarithmische Ableitung von f.
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(f) Es seien fi,..., fn: I — R differenzierbare Funktionen ohne Nullstellen und f =
ITi—; fx- Dann ist

1= 111l
k=1

Damit erhalt man

f; (n 1) f(iln!fk) = Z( 1n|fk)—i

k=1 k=1

e ES

(g) Ein Polynom
p:R—R, x+— Zakxk
fiur a, € R ist differenzierbar: Es gilt wegen Teil (c)
d (& k) 115 (2)
i () " R ) -

dlao =0

n(kakxl)

k=1

(h) Die Quotientenregel (vgl. Satz 11.5 (c)) liefert fur = # (k: + %) m keN:

, d sin(z)  cos?*(x) + sin*(x) 1
tan’(x) = = = .
dz cos(x) cos?(x) cos?(x)
Fir x # kn gilt weiter:
_ ain? _ 2 1
cot! () = ic?s(a:) _ —sin (x)2 cos®(x) 1
dz sin(x) sin®(x) sin®(x)

Beide Ableitungen besitzen alternative Darstellungen: Es gilt

tan?(z) + 1 = sin®(z) + cos?(z) _ 1
cos?(x) cos?(x)
sowie
—cot?(r) — 1= —COS2(I.) _; sin’() = ——5 -
sin®(x) sin®(x)
(i) Ahnlich gilt fiir die Funktion —
sin(z) (h)

fR\{0} =R, z~

T

mit der Quotientenregel

o) = <sin(x)>/ _ - cos(x) —sin(z)
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(j) Es seien «, f € R und —
[:R—R, a2 e, ®
Mit der Produktregel erhalten wir:
fl(z) = ax® e + 2%BeP” = (a + fz) 2> e,
(k) Esseien f,g: R — R definiert durch —
f(z):=2* und g(x) = sin(z). @
Dann gilt fir die Ableitung von h :=go f:
W(x) =g (f(2) f'(x) = cos () - 2z.
(1) Tterative Anwendung der Kettenregel auf —
' . 2\ \ b (k)
F(z) = @(h(g(f(x)))) = (sm ((ac + 295) ))
liefert die Ableitung:
F'(z) = ¢'(h(g(f())) W (g9(f(@) g(f(x))- (@)
4
= 5 (sin <x4 + 2x>2> - COS (x4 + 2x>2 -2 (ac4 + Qx) . (41:3 + 2) .
(m) Fira>0und z € R gilt .
Im Video:
d x __ d zln(a)) __ zln(a) __ x D
P —ﬁ(e )—ln(a)~e =In(a) - a”.

|LINK: TEIL 2 DER 17. VORLESUNG VvOM 9.12.2021 |

Nun wollen wir eine weitere Klasse von differenzierbaren Funktionen mit der folgenden
Fragestellung motivieren: Gibt es Funktionen, deren Ableitungen nicht nur wohldefiniert,
sondern auch stetig oder sogar differenzierbar sind? Bekannterweise gilt dies beispielsweise
fiir die Exponentialfunktion. Damit leiten wir zur folgenden Definition tiber:

Definition 11.9. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine auf I differenzierbare
Funktion mit Ableitung g = f.

(a) Ist g: I — R stetig, so heiit f stetig differenzierbar auf I. Die Menge aller auf I
stetig differenzierbaren Funktionen wird mit C*(I) bezeichnet.
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

(b) Ist g auch differenzierbar auf I, so heifit f zweimal differenzierbar auf I und
g ="

heifit die zweite Ableitung von f; wir schreiben
d2
(157) @)= @) = o)

(c¢) Fir m € N, m > 2 definieren wir rekursiv:
C™(I):={feC! ()| fecm (D}, () =C).

Damit bezeichnet C™(I) die Menge aller auf I stetig differenzierbaren Funktionen f,
dessen Ableitungen f’ nochmal (m — 1)-mal stetig abgeleitet werden kénnen. Wir
schreiben dabei:

o= ()"0, wobei f©) = f,

also zum Beispiel f) = f und f® = f”. Ein f € C™(I) heiBt m-mal stetig
differenzierbar auf I.

(d) Ein f € Nypen C™(I) = C°°(I) heiBt unendlich oder beliebig oft stetig differenzierbar
auf I. Weitere Notationen fiir Ableitungen sind:

dm d\"
L (L R )
o (dx) f=1" meN.

Beispiel 11.10.
(a) Wir untersuchen die Funktion
fTR=R o f(z):=z-|z
auf Differenzierbarkeit im Punkt xq = 0: Es gilt

el =0 o
x—0 =0

Fir zy # 0 gilt

|| —xo| x| + xol|z| — 2o |xo| _ || — |o]

r — T r — 2o

Da sgn(z) = sgn (xq) fiir  ~ z, erhdlt man

: 2] = |0l : :
im <|x| i —— im (|z] — zo - sgn (x)) Jim (|| + |zo|) |0

T—xQ T—xQ

Also ist g = f’ sogar stetig auf R, aber offensichtlich nicht differenzierbar. Insbeson-
dere gilt C'(R) # C*(R).
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

(b) Wir betrachten die Funktion

0, falls x = 0,

[T R—=R, fo(x) = {xzsin(g), falls « # 0.

Auf R\ {0} ist f differenzierbar (Ubung!) mit stetiger Ableitung g = f': R\ {0} — R.
Mit Produkt- und Kettenregel folgt:

g(x) = 2xsin (Z) — T COS (Z) :

Was passiert in xy = 07 Dazu betrachten wir eine Nullfolge x,, := %: Es gilt

g(z,) =2~ -sin(mn) —wcos(nw) =0 — 7 - (=1)" = (=1)"* . 7,

S|

es existiert also kein Grenzwert. Damit kann g nicht zu einer stetigen Funktion
G: R — R fortgesetzt werden. Tatsachlich ist aber f in zy = 0 differenzierbar mit
f'(0) = 0. (Ubung!)

(c¢) Fir z € R und a; € R betrachten wir ein Polynom
plz) =Y aa”.
k=0
Dann gilt fiir alle x € R:
p™M(z)=n!"a, (Ubung)) und p"*™(z)=0 firm eN.

Es gilt also p € C*(R).

(d) Es gilt exp,sin, cos € C*(R), wobei fir alle m € Ny gilt:

dlez B dmfl iew B dmfl ex B B ez
dzm”  — damt\dz ) dxmt 7
d2m
P sin(z) = (—1)"sin(z),
T m
d2m +1 . m
Tzt sin(z) = (—=1)"cos(x),
cos®™(z) = (=1)"cos(z) und
cos®™t(z) = (=1)"*"sin(z).

Satz 11.11. Es sei I C R ein Intervall und f,g: I — R auf I m-mal differenzierbare
Funktionen. Dann sind f + g und f - g m-mal differenzierbar auf I und es gelten:
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11 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

(a) (f+g)t™ = f" + g™ auf I,

(b) (f-9)"™ =%, <TZ> fm=R gk quf I.

Beweis.

(a) Fir m = 2 gilt:

(F+9) ' (f+g) L+

Die Behauptung folgt dann mit vollstandiger Induktion tiber m € N.
(b) Fir m = 2 gilt:

11.5 11.5
(f.g>// f (f’g+fg')/ (a)f(b) f//+2 . f’g’+fg”.

—~
=

Analog gilt fir m = 3:
(f . g)/// — (f// + 2flg/ _'_ fgl/)/ — f///g + 3f//g/ _|_ 3f/g// _'_ fgl//.

Bis dahin dirfte auffallen, dass sich die Summe geméafl des binomischen Lehrsatzes
weiterentwickelt: Die Behauptung folgt direkt mit vollstandiger Induktion tiber
m € N. O

Bemerkung 11.12. Es sei / C R ein Intervall, m € Ny oder m = oo, f,g € C™(I) und
A eR

(a) Es gilt f+g,\f, f-g € C™(I). Insbesondere ist C"(I) ein Vektorraum, ein Ring
sowie eine Algebra mit Eins: h(z) =1 fur z € 1.

(b) Ist 0 ¢ f(I), so ist % e C™(I).
(c) Ist h € Cm(f(l)), soist ho f e C™(I).
(d) Ist 0 ¢ f/(I), soist f~1 e C™ (f([)) Insbesondere ist f strikt monoton, denn:

(e) Gilt f'(x) > 0 fur alle x € I, so ist f strikt isoton.

(f) Es sei
1
f: R\ {0} =R, T
so gilt
_ 1 2 (=1)™ - m!
2 m _
f,(.I):—l' :_?7 f”(x)zﬁ und f( )("E)_Wv m € N.

Also st f|(.00) € C((0,00)) und f|(—sc0) € C=((—00,0)).

Da &L 1In(z) =2, so folgt In € C*° ((O, oo))
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12 KURVENDISKUSSION

|LINK: TEIL 1 DER 18. VORLESUNG VOM 13.12.2021

(g) Es seien m,n € Ny und

p(x) _: > k=0 arz”
q(7) ' heo bra*

fur ag,bry € R, sowie I C R ein Intervall derart, dass ¢ # 0 auf I gilt. Dann ist
fec>=().

f(z) =

12 Kurvendiskussion

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Extremwerten und Monotonieverhalten von Funktio-
nen, aber auch mit Aussagen iiber Konvexitit sowie Mittelwertsiatze. Dabei wollen wir eine
Vorstellung tiber das Verhalten von Funktionen bzw. das Aussehen von Funktionsgraphen
anhand ihrer Charakteristiken entwickeln. Dabei soll das Zusammenspiel zwischen globalen
und lokalen sowie geometrischen und analytischen Charakteristiken betont werden (man
betrachte z.B. den Zusammenhang zwischen Sekante und der Ableitung einer Funktion).

Definition 12.1 (Minimum und Maximum). Es sei I C R ein Intervall, zy € I und
f: I — R eine Funktion.

f hat in zy genau dann ein globales Maximum, wenn:

Veel: f(x)<f(xy), also f(x9)=maxf(I).

Dann heifit f (xg) globales Mazimum von f und zy nennen wir globale Mazimalstelle von

f.
f hat in xy genau dann ein lokales Mazximum, wenn:

30>0: VzelnBs(xy): flx)<f(xg), also f(xg)=maxf(INBs(xg))-.
Dann heifit f (zq) lokales Mazimum von f und xo nennen wir lokale Mazimalstelle von f.
Analog sind dann auch globales bzw. lokales Minimum sowie Minimalstelle definiert.

globales
lokales

globales

Maximum
lokales

f hat in zy genau dann ein Extremum, wenn f in xg ein

oder Minimum besitzt.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
fiR—=R, f(z):=sin(x).

Es gilt

f (g) =1=max f(R) und f (Z)ﬂ) = —1 = min f(R).
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12  KURVENDISKUSSION

Es sei nun
[TR—=R, f(z):= |zl
Dann ist
f(0) = 0 = min f(R).

Weiter ist sup f(R) = 0o, es existiert also kein globales Maximum; ebenso existiert kein
lokales Maximum.

Es sei nun

frR=R; f(z):=[sin(z)]
und

g:R=>R;, g(x) =z+ f(2)
Es gilt

f(0) =0 =min f(R) und f<g>:1:maxf(R).

Hingegen ist g unbeschrankt und es existieren weder globale Maxima noch globale Minima.

Besitzt g lokale Minima, z.B. in —x, 0, 7 oder 277

|

Nun wollen wir uns weiter mit den Eigenschaften eines lokalen Minimums sowie ihren
Bezug zu den vorher eingefiihrten Eigenschaften der Ableitung einer Funktion beschéftigen:
Angenommen die Funktion f: I = (a,b) — R besitzt ein lokales Minimum in zo € I. Dann
gelten

f(z) = f (o)

Vo € (g, 204+ 0):  gup () =—""—""——=2>0
T — 2o
——
>0
und
To— T
——
>0

Der Differenzen-Quotient g = g, s ist also nicht-positiv auf (z¢ — 0, zo) und nicht-negativ
auf (zg, o + 9), es findet also ein Vorzeichenwechsel in x, statt.

Ist damit xy eine Nullstelle von g? Im Allgemeinen nicht, da g nicht stetig sein muss. Wir
wissen aber: Da f differenzierbar in xg ist , ist ¢ nach Korollar 11.4 stetig fortsetzbar zu
G = G:,;O7 £ mit

0 =G (29) = [ (20) -

Dieses Ergebnis fassen wir in dem folgenden Lemma zusammen:
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Lemma 12.2 (Ableitung gleich Null in Extremstellen). Es sei I = (a,b) C R, x¢ € I,
f: I — R differenzierbar in xq sowie xq ein lokales Minimum oder Mazimum von f. Dann
qilt

f/ (SC()) =0.
Wir werden im Folgenden nun die folgende Annahme héufig verwenden:
I =la,b] CR, a <b,sowie f,g: I — R stetig und auf (a,b) sogar differenzierbar. (A)

Satz 12.3 (von Rolle). Es gelte die Annahme (A). Ist auflerdem f(a) = f(b), so existiert
ein € € (a,b) derart, dass

£ =0

Beispiel. Es gilt sin(0) = sin(27) = 0. Aulerdem ist

sin (§) =0 fur¢e {;T, 27?}

Betrachte nun

g: [-1,1] = R, g(z) = 2>
Es gilt g(=1) =1=¢(1) und ¢'(§) =0 fiir £ =0 € [-1,1].
Fir ¢ € R sei nun

h:la,b) = R, h(z):=c.
Offensichtlich gilt h(a) = ¢ = h(b). AuBlerdem ist
W (€ =0 VEe(ab],

insbesondere auch fiir alle £ € (a, b).
Beweis von Satz 12.5.

@ Falls f konstant ist, dann ist die Aussage offensichtlich wahr.

@ Es sei f nicht konstant. Da f stetig auf einem abgeschlossenen Intervall ist, existieren
nach dem Satz 9.15 vom Minimum und Maximum z_, 2, € [a, b] derart, dass

Veel: f(v)<f@)<f(ay).

Da f(a) = f(b) gilt, kénnen z_ und z; nicht gleichzeitig Randpunkte von I sein.
Also existiert ein £ € {z_,z, } derart, dass

a <& <b undnach Lemma 12.2 f'(£) =0. O
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|LINK: TEIL 2 DER 18. VORLESUNG VOM 13.12.2021

Nun stellt sich die Frage, was passieren wiirde, wenn die Voraussetzung f(a) = f(b) in
Satz 12.3 nicht gegeben ist. Dazu betrachten wir beispielsweise die Funktion

f:00,1] =R, zw—2a% a>0,

wobei dann f(0) =0 # 1 = f(1). Auch hier gibt es einen Punkt ¢ € (a,b) an dem die
(lokal definierte) Tangente parallel parallel zu der (global definierten) Sekante durch die
beiden Endpunkte des Graphen ist. Aber wie kann man diese Aussage beweisen? Dazu
kippen wir den Graphen so, dass die Sekante waagrecht liegt. Diese Uberlegung wird in
dem néchsten Satz formuliert:

Satz 12.4 (Mittelwertsatz). Es gelte die Annahme (A). Dann gelten:

(1) Es ezistiert ein & € (a,b) mit

(2) Es gelte zusdtzlich 0 ¢ ¢’ ((a,b)). Dann gilt g(b) # g(a) und es existiert ein £ € (a,b)
it
" 7€) _ f() ~ f(a)
g€ gb)—gla)
Bemerkung.

(i) Falls man (1) separat auf f und g anwendet, so erhalt man zwei &;, £, € (a,b), die

(i)

(iii)

potentiell unterschiedlich sein konnen.

Es sei I ein Zeitintervall und f(t) beschreibe den Standort eines Autos zum Zeitpunkt
t. Dementsprechend bezeichne a die Startzeit, f(a) den Startpunkt des Autos, b die
Ankunftszeit und f(b) den Zielpunkt des Autos bei einer Bewegung auf der Geraden
R. Dann besagt (1), dass ein Zeitpunkt £ € (a, b) existiert mit

f(b) — f(a).

b—a

f'(€) =

die momentane Geschwindigkeit zum Punkt ¢ ist also identisch mit der Durch-
schnittsgeschwindigkeit zum Zeitraum [a, b]. Damit haben wir einen Zusammenhang
zwischen lokalen Eigenschaften und globalen Eigenschaften.

Es bezeichne t € [a,b] die Zeit, f: ¢+ —b(t) den Benzinstand eines Autos zum
Zeitpunkt ¢ und g : t — ¢(t) den Standort zum Zeitpunkt ¢t. Wir erkennen, dass

Verbrauchtes Benzin f(b) — f(a) 12.4 (2) (&)

Zuriickgelegte Strecke  g(b) — g(a) g€

(<)

f'(©
g'(§)

Bezeichnet nun den momentanen Benzinverbrauch zum Zeitpunkt &7
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Wir betrachten dazu die folgende Umparametrisierung

Ort ) Zeit —Benzinstand
— _

g —~ = f
J = [9a),g(0)] —= la.t] —— [f(a), ()]
und nehmen dabei an, dass f und g strikt isoton sind. Dann ist
hi=fog ' J— {f(a),f(b)}

der Benzinverbrauch parametrisiert durch den Standort. Wir erhalten

W) =1 (g7 @) (97) (@) = m

Setze nun t = g~'(z) und es folgt

Es gibt also eine Position ¢(§) € (g(a), g(b)) entlang der Strecke, an der der momentane
Benzinverbrauch mit dem Durchschnittsverbrauch iiber die gesamte Reise tibereinstimmt.

Beweis von Satz 12.4.

(1) Setze zunéchst
fZ[CL,b]—)R, $I—)f($)—
Man bemerke, dass

Pl = @ = 10) - LO=H 00 = o).

Damit existiert nach dem Satz von Rolle 12.3 ein £ € (a, b) mit

0=rFe) =g - 1O,
also
g - 10— 1)

(2) Essei0 ¢ ¢'((a,b)). Wir nehmen zunéchst an, dass g(a) = g(b) gelte. Nach dem Satz
von Rolle 12.3 existiert dann ein &, € (a,b) mit ¢’(§) = 0, was ein Widerspruch zur
Voraussetzung ist. Es gilt also g(b) # g(a).

Wir setzen nun
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Damit erhalten wir

Weiter ist
F(a) = f(a) = f(b) — f(b) + f(a) = F(b).

Damit ist der Satz von Rolle 12.3 anwendbar: Es existiert ein £ € (a, b) mit

o _ gt _f(b)_f(a)/
also
F(O) _ ) - o .
g€ g(b) —g(a)
Man bemerke, dass der Beweis von Teil (2) nicht Teil (1) benutzt! Damit folgt
Teil (1) auch aus Teil (2) mit g(z) = =. N

Der Mittelwertsatz kann an verschiedenen Stellen angewendet werden. Dieser wird uns aber
besonders niitzlich fiir den Beweis des nachsten Satzes sein, der uns niitzliche Aussagen
iiber die Berechnung von Grenzwerten liefern kann.

Satz 12.5 (Regeln von L’Hospital). Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbare Funktionen
und 0 ¢ ¢'((a,b)). In jeder der zwei Situationen

(i) f(z) = 0 und g(z) — 0 fir z N\ a,
(i) f(z) = o0 und g(x) — oo firx \ a

gilt dann:

Existiert der Grenzwert ,
f'(z)
im
z\a g'(1)

?

so existiert auch limy~, % und es gilt

i 1@ @)

= l1m .
wha g(z)  @Na g'(x)

Entsprechendes gilt auch fiir
1) = 7,

(2) x — o0, d.h. b= o0,

(3) z — —o0, d.h. a = —0o0.
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Beweis.

(i) Wir setzen f und g auf I := [a,b) fort durch f(a) = 0 = g(a). Damit sind f und
g stetig auf I, so dass der Mittelwertsatz 12.4 anwendbar ist: Fiir alle x € (a,b)
existiert also ein & € (a,z) C [a,z] C I mit

@) =0 _ ()
g(x) =0 g(&)
Wegen a < & < x impliziert = \, a aulerdem £ \, a. Es folgt
i 10 i 1 7O S

NG g(x) - xl{% g/(g 5\1’% g (g) - :1:1—>a g’(aj) .

(ii) Wir setzen
o f(@)
M)
Also existiert zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
/')
g'(t)
Damit folgt mit dem Mittelwertsatz 12.4 fir jedes z,y € (a,a + ) mit x # y
f@) = f) 10 10
g(@) —gly) 9g@)  g(1)

wobei t € (z,y) eine Zwischenstelle ist. Man beachte, dass ¢’ # 0 auf (a,b) gilt,
weshalb ¢ strikt monoton und damit insbesondere g(x) # g(y) ist. Damit erhélt man
iiber elementare Umformungen:

Vte (a,a+9).

- Q| <s, (%)

(»)
f@) _ @)= f) 1~ @
glx)  glx)—gly) 1— %
N—_——

—1

zN\a

Also existiert ein 6 € (0, ) mit

‘f(fv) _fl@) = fl)
g(r) — g(y)

<e Vze (a,a+5).
Kombiniert mit (%) folgt aus der Dreiecksungleichung aus Satz 1.12 (4) dann

4£_Q

o(2) < 2¢ Vxe(aa—iré)

Der Fall + — oo kann dann schliellich mit der Substitution y = i auf den Fall

y \( a = 0 zuriickgefithrt werden. O]
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|LINK: TEIL 1 DER 19. VORLESUNG VOM 16.12.2021 |

Beispiel 12.6. Fiir 2 € (0,00) gilt

Im Video:
ln(x) <x-—1. Beispiel
12.7.
Beweis. Mit dem Mittelwertsatz 12.4 erhalten wir
1 1 —In(1 1
n(z) _ n(z) — In(1) MWS (€)= -
r—1 r—1 19
mit & = &, zwischen 1 und x. Nun betrachten wir die folgende Fallunterscheidung:
e x> 1:
Dann ist auch £ > 1, also
1
n(x) <1l = I(r)<z-1
r—1
——
>0
o x < 1t
Dann gilt £ < 1, also
1
n(z) >1 = In(z)<z-1
r—1
——
<0
Fir z =1 € (0,00) gilt schlieBlich
In(1)=0=1-1,
weshalb die Ungleichung immer noch erfiillt ist. O]
Notation. Fiir eine R-wertige Funktion schreiben wir
> >
> , . >
9\ < 0 auf/ & Vzel: g(z) < 0
< <
Entsprechend schreiben wir auch
g>f aufl & Vzel: g(z)> f(x).
Satz 12.7. FEs sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gelten: o
(a) Falls f" > 0 auf (a,b), so ist f streng isoton auf |a, b]; Satz
12.7%.

(b) Falls f" <0 auf (a,b), so ist f streng antiton auf |a, b];

(c) Es gilt f' >0 auf (a,b) genau dann, wenn f isoton auf |a,b] ist;
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(d) Es gilt f' <0 auf (a,b) genau dann, wenn f antiton auf |a,b] ist;
(e) Es gilt f" =0 auf (a,b) genau dann, wenn f auf [a,b] konstant ist.
Beweis.

(a) Es seien 1,z € [a,b] mit a < x; < xy < b. Dann existiert nach dem Mittelwert-
satz 12.4 ein £ € (1, x2) mit

f($2)—f($1)=£(,§)/-(x2—x1)>0.

Also ist f streng isoton auf [a, b].
(b) Der Beweis erfolgt analog zu (a) unter Anbetracht von Vorzeichenwechsel.
(¢) (=) Analog zu Teil (a).

(<) Es sei f isoton auf [a,b]. Da f auf (a,b) differenzierbar ist, gilt fir z, xy € (a,b)

mit z # xg, dass

xr — xo T—T0

Wegen der Isotonie von f gilt dann insbesondere G(z) > 0 fir alle x € (a,b),
also auch f'(zo) > 0.

(d) Analog zu (c) unter Anbetracht von Vorzeichenwechsel.

(e) Erfolgt ebenfalls analog zu (c) unter Anbetracht, dass f(z1) — f(z2) = 0 fiir alle
Ty, xg € [a,b] gilt. O

Bemerkung 12.8.

(1) Die Funktion
fR=R, z~2°

ist strikt isoton, aber es gilt f/(0) = 0. Also wére eine Umkehrung der Aussage in
Satz 12.7 (a) falsch.

s seien I C R ein Intervall und f,g: I — R differenzierbare Funktionen. Dann gilt
2) Esseien I C Rein I 11 und I — R diff ierbare Funkti D il
ff=¢ adl & 3FceR: Vzel: f(x)=g(x)+c,
wegen

f'=¢g adl & (f—g)/=0 aufl <& f—g=c aufl.

Satz 12.9 (Hinreichendes Kriterium fir Extrema). Es sei f: (a,b) — R differenzierbar
und es gelte f'(zo) = 0 fir ein o € (a,b). Dann hat f in xqy ein
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(1) Minimum, wenn

<0 auf(a,mg) und f >0 auf (zg,b);
(2) Mazimum, wenn

>0 auf(a,mg) und f <0 auf(zo,D).

xq ist sogar die einzige Minimal- bzw. Maximalstelle von f in (a,b), wenn xy die einzige
Nullstelle von f' in (a,b) ist.

Bild / Beweis zu Teil (1).

Hier ist f antiton auf (a,xo] und isoton auf [xg,b); insbesondere gilt f(z) < f(x) fir alle
z € (a,b). Damit ist xy eine Minimalstelle von f in (a,b).

Die Argumentation fiir Teil (2) erfolgt analog. O
Korollar 12.10. Es sei f € C([a,b]) auf (a,b) differenzierbar und es existiere der —
Grenzwert ;{n llleo'
Y , orollar
“= glgl{‘rzlzf (z). 1271

Dann ist f in a rechtsseitig differenzierbar und es gilt

file) =
Beweis. Es sei (z,)nen eine Folge mit x,, € (a,b]. Mit dem Mittelwertsatz 12.4 gilt dann

f(zn) — f(a) MWS

Tr—a

Ga.(Tn) = 1 ()

fir ein &, € (a,z,). Insbesondere impliziert x,, — a schon &, — a. Man erhalt
¢=lim f'(z) = lim f'(za) = lim ga(za) = fi(a). O

Analoge Kriterien gelten auch fiir linksseitige bzw. beidseitige Ableitungen, wobei im Fall
von beidseitigen Ableitungen ¢, = c¢_ gilt.

Man beachte nun das folgende Bild:
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Sekante

1

1 x=Ary + (1 — N2 o)

Bei der Betrachtung der obigen Funktion f mit einer Sekante S durch die Punkte (x1, f(z1))
und (22, f(x2)) konnen wir uns eine Stelle x € [z, 23] anschauen. Hier existiert ein A € [0, 1]
mit © = Azy + (1 — \)xe. Die Sekante S(z) hat hier die folgende Darstellung:

To — X

S(J?) = Sf,m,wz(x) = f(xl) +

To — 1 To — X1

r — T

f(x2).

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 12.11. Essei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.

Im Video:
(a) f heiit konvex (auf I), falls fur alle 21, x9,z € [ mit x; < x < x5 gilt: Def.
12.8.
To — T r — T
< .
F@) < 228 g ) + 220 g )

Da die Bedingung z € (z1,x2) dquivalent ist zu der Aussage
IN0,1): x= Az + (1 — N,
ist die Formel (x) dquivalent zu: Fir alle 1,29 € I mit x7 # 22 und A € (0,1) gilt

£z + (1= Nz2) < Af(1) + (1= N f(2). ()

(b) Ersetzt man in der Ungleichung (%) bzw. (x%) das Symbol < durch
o <, s0 heifit f strikt konvex;

e >, 50 heifit f konkav;
e > so heiit f strikt konkav.

|LINK: TEIL 2 DER 19. VORLESUNG VOM 16.12.2021

(c) Existiert ein L € R mit
Vo, oo €l |f(z2) — f(x1)| < Llze — 24],

so heifit f Lipschitz(-stetig) (mit Lipschitz-Konstante L).
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Beispiel 12.12.

Im Video:

o Wir betrachten die Funktion Beispiel
12.9.

fTR=R x|z a>1

Abbildung 13: Der Graph von f fir a =1 (in blau) und fiir a = 2
(in rot).

f ist konvex fiir « = 1 und strikt konvex fiir o > 1. Fiir jedes beschréankte Intervall
I ist weiter f|; Lipschitz-stetig. Falls o = 1 ist, so ist auch f Lipschitz-stetig. Falls
a > 1 gilt, so ist f nicht Lipschitz-stetig.

Wir betrachten nun die folgende geometrische Interpretation von der Lipschitz-Stetigkeit
einer Funktion f: I — R:

Abbildung 14: Graphische Illustration einer Lipschitz-stetigen Funktion
f: 1 — R mit der Lipschitz-Konstanten L.

Die Lipschitz-Stetigkeit beschreibt damit, dass der Graph von f fiir jeden Punkt z € [
innerhalb der in Abbildung 14 rot gefirbten Kegelflachen liegt.
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e Die Funktion
forR—=R, x5

ist offensichtlich konvex, aber nicht strikt konvex. Aulerdem ist g Lipschitz-stetig
mit L = 0.

o Die affin-lineare Funktion
fsrR—=R, x—ay+a -z, aga €R,
ist Lipschitz-stetig mit L = |a;| und konvex, aber nicht strikt konvex.

o Die Exponentialfunktion
exp: R -+ R

ist strikt konvex, aber nicht Lipschitz-stetig. Dafiir ist aber fiir jedes beschrankte
Intervall I die Einschrankung exp |; Lipschitz-stetig.

¢ Die Funktion

6, falls z € {a,b},

g(x): [a,b] = R, g(x) := {5 falls = € (a, b)

ist nicht Lipschitz-stetig. Auflerdem ist g konvex, aber nicht strikt konvex.

¢ Die Funktion
hi: (0,00) = R, z+ —/x,

ist strikt konvex und nicht Lipschitz-stetig, aber fiir alle ¢ > 0 ist die Einschrankung
h1|[c,00) Lipschitz-stetig.

o Dieselbe Eigenschaften von h; teilt auch die Funktion

hy: (0,00) = R, x+— —In(x).
Bemerkung 12.13. Essei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.
(i) Falls f Lipschitz-Stetig ist, dann ist f auch stetig.

Beweis. Wéhle 0.B.d.A. § = 7 fiir L # 0 (fiir L = 0 ist f ndmlich konstant und
damit offensichtlich stetig). Daraus folgt

L-Stet.

f(z) = f(y)] < Llz—y| <L-%:5.

Damit ist f auch stetig. O]

(ii) f ist genau dann konkav, wenn — f konvex ist.

(iii) Ist J C I auch ein Intervall und f konvex auf I, so ist f auch konvex auf J.
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(iv)

(v)

(vi)

Es seien ¢,d € I mit inf] < ¢ < d < supl. Sind f|in(co0) Und flin(—oo,a) jeweils
konvex, so ist f sogar auf ganz I konvex. Diese Aussage kann man induktiv auf
n Teilintervalle verallgemeinern. Dies ist ein praktisches Kriterium fir stiickweise
definierte Funktionen. Da muss man nur an jeder Nahtstelle und jedem Teilsegment
einzeln auf Konvexitat priifen.

Achtung: Die Uberlappung der Intervalle (—oo, d) und (c, 0o) ist wichtig! Falls
¢ = d gilt und die Einschrankungen f|,q und f|44 jeweils konvex sind, so
muss f nicht unbedingt konvex sein.

a c=d b

Abbildung 15: Eine Zusammensetzung von zwei konvexen Funk-
tionen, die selbst nicht konvex ist.

_
f ist genau dann konvex, wenn fiir jedes Tripel x1,z, 25 € I mit 27 < x < x5 gilt
T — T To — X

Dies ist aulerdem dquivalent zur folgenden Aussage (Ubung!): Fiir z; < o < x4 wie

oben gilt
fl) = )  fle2) = flo) o flze) = flan)

r — T To — Iq To — X

Beweis der ersten Aquivalenz. Wir multiplizieren die Ungleichung (*) mit zy — z; >
0: Es gilt

=(z2—2) f(z)+(z—z1) f()
(*¥) & (ro—z+r—x1)f(7) < (22 —2)f(71) + (v — 1) f(22)

& (v —2)(f(2) = f11) < (2 —21)(f(22) — f(2)).

Division durch (z3 — x)(z — x1) > 0 liefert dann die Ungleichung (* * ). O

Fir a < b < c < d gilt:

f ist konvex auf (a,d) = f ist Lipschitz-stetig auf [b, (]
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12 KURVENDISKUSSION

Beweis. Es sei f konvex auf (a,d). Fir alle t_,t, mita <t_ <b<c<t, <dund
r1, 79 € [b,c] gilt dann (Ubung!)

FO) = () _ flaa) = @) _ () = f0)

b—1t_ - To — T1 t, —c

3

Direktes Nachrechnen ergibt dann die Lipschitz-Stetigkeit von f auf [b, c]. O]

Wiéhle nun als Lipschitz-Konstante

fb) = f(t)
b—t_

fty) = f(o)

t+—c

Y

L:max{|

|LINK: TEIL 1 DER 20. VORLESUNG VOM 20.12.2021

Es folgen nun schone Anwendungen des Mittelwertsatzes 12.4 bzw. des Satzes 12.7:

Satz 12.14 (Charakterisierung der Exponentialfunktion). Es sei I C R ein echtes
Intervall, « € R und f: I — R eine differenzierbare Funktion mit

f'=af aufl.
Dann existiert eine Konstante ¢ € R mit
flx)=c-e*® Vzel

Beweis. Wir setzen
g(x) = f(x)- e furzel.

Fiir alle x € I gilt dann

J(x) = f(2)e ™™ — af(z)e ™ 2 af(z)e™ — af(x)e ™ =0,
Nach Satz 12.7 (e) ist dann g konstant auf I, es existiert also ein ¢ € R mit

g=c aufl
Aquivalenzumformung liefert direkt
flz) =g(x) e =c-e* Vaxel. O
Satz 12.15. Es sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt
[ ist konver auf [a,b] & f' ist isoton auf (a,b).

Bewess.
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(=) Essei f konvex auf [a, b]. Fiir jedes Tripel x1, z, 25 € [a,b] mit 27 < x < x5 gilt dann
(% * x). Bildet man den Grenzwert x \ x1, erhalt man

f’($1) < f(xa) — f(%)

To —T1

Bildet man den Grenzwert x ' x5, so erhélt man

Jla) = Fla) _

To — X1 - f/(x2)‘

Also ist « — f’(x) isoton auf (a,b).
(<) Es seien z1,x, 29 € [a,b] mit a < 7 < x < x5 < b. Nach dem Mittelwertsatz 12.4

existieren dann &; € (z1,2) und & € (z, x2) mit

f(x) — f(z1) und f’(fz) _ f(x2) — f(z)

r — T To — T

f/(fl) =

Da f’ isoton ist, gilt f'(&) < f'(&2). Insbesondere ist dadurch die Ungleichung (x * %)
erfiillt, weshalb f konvex auf [a, b] ist. O

Korollar 12.16. Fs sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar. Dann
gelten:

(i) f ist konvezr auf [a,b] < f” >0 auf (a,b);
(i) f” >0 auf (a,b) = f ist strikt konvex auf [a,b].
Beweis.

(i) Es sei f konvex auf [a,b]. Nach Satz 12.15 ist dies dquivalent dazu, dass f’ isoton
auf (a,b) ist, was nach Satz 12.7 wiederum aquivalent zu f” > 0 auf (a, b) ist.

(ii) Es gelte f” > 0 auf (a,b). Nach Teil (i) ist f zumindest konvex auf [a, b]. Nehmen wir
nun an, dass strikte Konvexitét verletzt ist, es existiert also ein Tripel xq, x, x5 € [a, 0]
mit x; < x < 2, so dass in (x x *x) Gleichheit gilt. Nach dem Mittelwertsatz 12.4
existieren dann & € (21, ) und &(z, 2) mit

f(z) — f(x1) (x5 %) fxa) — f(z1) MWS

r — T To — X

f/(fl) = f/(fé)-

Also ist f’ nicht streng monoton, so dass f” eine Nullstelle besitzen muss — im
Widerspruch zur Voraussetzung, dass f” > 0 auf (a,b) gilt. Also ist f strikt konvex
auf [a, b]. O

Satz 12.17. Es seien (a,b) C I C [a,b], f: I — R konvex und x € (a,b). Dann gelten:

(i) Ist z ein globales Maximum von f, so ist f schon konstant;
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(i) Ist x ein lokales Mazimum von f, so ist f auf einer Umgebung von x konstant, es
existieren also § > 0 und ¢ € R mit

fly)=c Vye€ Bs(x).
(iii) Ist f sogar strikt konvex, so hat f héchstens ein globales Minimum.

(iv) Sind c,d € I, ¢ < d, zwei globale Minimalstellen vom f, so sind alle y € [c, d] globale
Minimalstellen von f.

Bewess.

(i) Da x € (a,b) gilt, existieren y,z € (a,b) mit a« < y < x < z < b (insbesondere
existiert dann ein 5 € (0,1) mit z = toy + (1 — t)z). Fir beliebige ¢t € [0, 1] folgt
daraus

f@) =tf@) + (1= f(@) = ty) + A —Df(z) 2 flty+(1—1)2) 2 ().

Insbesondere hat man oben sogar tiberall Gleichheit und es folgt

f(z) = fly) = f(=).

Variiert man y und z, so sieht man, dass f konstant ist.

|LINK: TEIL 2 DER 20. VORLESUNG VOM 20.12.2021

(ii) Da x ein lokales Maximum von f ist, existiert ein ¢ > 0 mit
Vye(w—ba+8): [) < f()
Waihle nun o — 6 < y < z < x + 0 beliebig. Dann existiert ein A € (0, 1) mit
r=Ay+ (1—- M)z,

Damit erhalt man

F@) = M@ +A=N @) =A@+ A= NfE) 2 fOy+(1-N)2) = f(x).

Damit hat man in den obigen Ungleichheiten sogar Gleichheiten und es folgt f(z) =
f(y) = f(z). Also ist f auf Bs(z) konstant.

(iii) Essei f: I — R strikt konvex. Wir nehmen nun an, dass ¢,d € I mit ¢ < d globale
Minimalstellen von f seien. Fiir
1 1
_ — — I
z=gc+t 2d€ (e,d) C

gilt dann

c n d) str.éonv. ;f(c) + ;f(d) — f(c) = Hlinf(])a

was ein Widerspruch ist. Also hat f hochstens ein globales Minimum.
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(iv) Es seien ¢,d € I mit ¢ < d zwei globale Minimalstellen von f, es gelte also f(c) =
f(d) = min f(I) =: m. Jedes = € [c,d] hat dann die Darstellung

r=X+(1-\Nd, Aelo,1].

Es folgt
F@) = fOe+ (1= Nd) "€ Af(e) + (1= N f(d) = m.

=Am+(1-\)m

Damit sind alle x € [c, d] globale Minimalstellen von f.

]
Satz 12.18 (Hinreichende Kriterien fiir Maxima und Minima). Fs seien a,b € R mit —
a<b, f:(a,b) = R differenzierbar und xo € (a,b) mit f'(x¢) = 0. Dann gelten: Smt e
(i) Gibt es ein § > 0 mit 12.14.

Va e (xg—0,m9): [f'(x)>0

und
Vo € (xg,x0+0): [f'(x) <0,

so hat f in xg ein lokales Mazximum;

(ii) Gibt es ein 6 > 0 mit
Voe (xg—0,x9): fl(x)<0

und
Va € (xg,m9+0): f'(x) >0,

so hat f in xg ein lokales Minimum.
Es sei im Folgenden sogar f € C*(a,b). Dann gelten:
(iii) Ist f"(xo) < 0, so ist xy eine lokale Mazimalstelle von f;
(iv) Ist f"(zo) > 0, so ist xy eine lokale Minimalstelle von f.
Beispiel. Fiir a € R betrachten wir
f:R=R, z~ azx’

Es gilt f'(z) = 2az und f"(x) = 2a. Weiter ist f'(0) = 0 und f”(0) = 2a. Fiir a > 0 ist
f7(0) > 0 und zy = 0 eine lokale Minimalstelle von f. Fiir a < 0 ist analog zq = 0 eine
lokale Maximalstelle von f.

Die obigen Kriterien sind nun hinreichend, aber nicht notwendig. Ist ndmlich a = 0, so ist
f =0 auf R, so dass alle z € R Minimal- und Maximalstellen sind, obwohl f’ = 0 und
f" =0 auf R gilt.

Beweis von Satz 12.18.
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(i) Nach Satz 12.7 ist f streng isoton auf (zo — d, zo) und streng antiton auf (zq, xg + 9).
Damit gilt

fla) < fly) Yy € (xo—d,20+0)\ {zo} = Bs(xo).
(ii) Der Beweis erfolgt analog zu Teil (i).
(iii) Es sei f” stetig und f”(z¢) < 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit f” < 0 auf Bs(zo).

Nach Satz 12.7 ist dann f’ streng antiton auf Bs(xg). Ist nun f’(z¢) = 0, so folgt
aufgrund der strengen Antitonie

f >0 auf (zg—0d,29) und f <0 auf (zg,z0+9).

Nach Teil (i) hat f dann ein lokales Maximum in .

(iv) Der Beweis erfolgt analog zu Teil (iii). O
Definition 12.19. Essei f: (a,b) - R mit a < b und zy € (a,b). o
(a) Ist f € C(a,b) und f'(zg) = 0, so heiBt zy stationdrer Punkt von f. Det
12.15.
(b) Besitzt f in xg keine Ableitung oder besitzt f in xy eine Ableitung mit f'(xq) = 0,
so heilt xq kritischer Punkt von f. Insbesondere gilt
xo ist ein stationdrer Punkt von f = 1z ist ein kritischer Punkt von f.
(c) Ist f stetig auf (a,b), so heifit zy Wendepunkt von f, falls f konvex auf (a, o) und
konkav auf (zg,b) ist oder f konkav auf (a,z() und konvex auf (xg, b) ist.
Satz 12.20 (Kriterien fiir Konkavitit bzw. Wendepunkte). Es sei I C R ein echtes —
Intervall und f: I — R differenzierbar. Dann gelten: smt e
(a) f ist genau dann konvex auf I, wenn f' isoton auf I ist; L2610,

(b) f ist genau dann konkav auf I, wenn f' antiton auf I ist.
Sei im Folgenden f sogar zweimal differenzierbar auf I. Dann gelten:
(c) f ist genau dann konver auf I, wenn " >0 auf I gilt;

)
(d) f ist genau dann konkav auf I, wenn f" <0 auf I gilt;
(e) Ist xg € (a,b) C I ein Wendepunkt von f, so gilt f"(zo) = 0.
)

(f) Sei f € C3(a,b), g € (a,b), f"(zo) = 0 und f"(xg) # 0. Dann hat f einen
Wendepunkt in xq.

Beweis. Teile (a), (b), (c¢) und (d) sind klar unter Anbetracht von Satz 12.18 und Vorzei-
chenwechsel.
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(e) Es gilt:

zy € (a,b) ist ein Wendepunkt von f

- 1. fl(ao) ist konvex und f| ) ist konkav;
2. fl(amo) ist konkav und f](,p) ist konvex.

N 1. f'|(am) ist isoton und f'| (g, ist antiton;
2. f'(am0) ist antiton und f'|(, p) ist isoton.

o {1. f hat ein lokales Maximum in xg;

2. f hat ein lokales Minimum in x.

= f”(l’o) = 0.

(f) Essei f € C? und f"”(x¢) > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit f"|p, () > 0, weshalb
f"| Bs(wo) strikt isoton ist. Dann gilt

T"(@o—8.20) <0 1246 otrikt konkav

I @o,z0+8) > 0 1205 strikt konvex

f”(l’o) =0 = {

= f hat einen Wendepunkt in x.

Der Fall f"”(zq) < 0 erfolgt analog. O

|LINK: TEIL 1 DER 21. VORLESUNG VOM 23.12.2021 |

Beispiel 12.21.

Im Video:
(i) Fir n € N betrachten wir die Funktion Beispiel
12.17.

fTR=R, z~ 2"

Es gilt
f’(l’) —n- :L‘n_l,
f"(x)=nn—1)-2"% firn>2
sowie
f"(z)=n(n—-1)(n—-2)-2"* firn>3.
Fir n = 3 gilt

f7(0)=0 und [f"(0)=6#£0 = 0 ist eine Wendestelle.
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Fir n = 4 gilt

f7(0) = 0= f"(0).
In diesem Fall ist 0 keine Wendestelle, sondern ein eindeutiges globales Minimum.
Auflerdem ist x* auf ganz R konvex.

(i) Fir ag, a1, a2 € R betrachten wir die Funktion
fTR—=R, T = asx® + a1z + ao.

Es gilt
f'(x) =2asx +a; und ["(z) = 2as,.

Daraus folgt:

;>0 < >0 auf R <« fist konvex auf R;

<0 & [f'<0 aufR < fist konkav auf R.

(iii) Wir betrachten die Potenzfunktion
Po: (0,00) > R, z+— 2% «a€eR.

Es gilt

1

p(r)=a-2z°' und p(z) =ala—1) 272

Ist @ < 0, so ist p, strikt konvex und strikt antiton. Ist a € (0, 1), so ist p,
strikt isoton und strikt konkav. Ist a > 1, so ist p, strikt isoton und strikt konvex.
Auflerdem gilt:

a=0 = p, ist konstant = p, ist isoton, antiton, konvex und konkav;

a=1 = p, ist linear = p. ist isoton, konkav und konvex.

Beispiel 12.22. Wir betrachten die Funktion

Im Video:

X 9 _% Beispiel
f:R%R, Iﬁﬁ:x<1+x) . 12.18
+x —

Es gilt

_3
2

14 a2 a2 |
_ it or ~0 VzeR

-2z — = 3
(I+22)2 (1+42?)°

1
/ _ 2\72 1 2
f(x)—(l—i—x) 2x(1+x)
Insbesondere ist f/(0) = 1 und f’(z) € (0,1) fiir z # 0, da 1 + 2% > 1 gilt. Daraus folgt:

sup | f'(z)| =1 RE S f ist Lipschitz-stetig mit L =1
zeR
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27 f ist strikt isoton auf R.
Weiter ist
3 _3 3 3
fl/('r) =5 (1+.’L'2) 2.1 = —71‘5 = —Sgn(x) . &5
2 (1+22)2 (1+a22)2
>0

Es folgt f”(0) = 0 und

00y >0 = fist konvex auf (—oo,0);

o0y <0 = [ ist konkav auf (0, 00).

Damit hat f in z = 0 einen Wendepunkt.

Betrachten wir nun die Grenzwerteigenschaften von f: Es gilt

3
lim f'(z) = lim (1—1—352) =0.

r—F00 r—+00

Damit wird fiir |z| — oo die Kurve immer flacher und ist asymptotisch konstant. (Sie ist
jedoch streng isoton auf R)

1 B

Abbildung 16: Der Graph von f(z) = —=

Definition 12.23. Es seien —oo < a < b < 00, I = (a,b) und f: I — R. Wir sagen,

Im Video:

dass der Graph von f eine m Video
Defi-
(i) senkrechte/vertikale Asymptote in b besitzt, falls b < oo und nition
12.19.

lng | ()] = oc.

Dann heifit die Gerade {(x, y) € R? ‘ T = b} senkrechte Asymptote zu f. Die Defini-
tion fiir a statt b erfolgt analog;
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(ii) waagrechte/horizontale Asymptote

{(a:,y) € R? ‘ y:c}

besitzt, falls

a=—oo und }clgéf(x):c

oder
b=oo und lim f(z)=¢;
T—b

(iii) schiefe Asymptote

{(x,y) € R? ‘ Y =ag+ax, ag,a; € R}

besitzt, falls

a=—oo und glgi_r{(ll(f(x)—ao—al:c) =0

oder

b=o00 und lirri(f(a:) —ap —ayx) = 0.
r—r

Man kann a; # 0 verlangen, um eine horizontale Asymptote auszuschliefen oder
aber eine horizontale Asymptote als Spezialfall einer schiefen Asymptote betrachten.

(iv) Ist g: I — R eine andere (haufig einfachere Funktion), wird sie als nicht-gerade
Asymptote zu der Funktion f (bzw. ihren Graphen) bezeichnet, falls

a=—oc und lim(f—g)(z)=0

r—a

oder
b=o0 und lirri(f —g)(z) =0.
z—

Achtung: Man unterscheide dies zu f ~ g fiir x — oo: Fiir
flz)=e"4+1 und g(z)=2¢"

ist
et +1 . 1+e®
lim = lim
T—00 et T—00

Es gilt f ~ g, aber lim,_,o.(f — g)(z) = 1.

=1

|

Héufig betrachtet man auch Asymptoten einer Funktion f: I\ {zo} — R (oder mit
mehreren fehlenden Punkten), z.B. bei rationalen Funktionen. Man betrachte dann alle
Teilintervalle einzeln.
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12 KURVENDISKUSSION

Beispiel 12.24. Esseien zp =1, / =R und f: R\ {z¢} — R mit —

Beispiel
w2 —a?—5 rd— P 1 1, 1 cisple
f(z) = = — = -z’ — 12.20.

Sr —5 5z—-1) xz—-1 5 r—1
f besitzt

« eine vertikale Asymptote {(1, Y) ‘ y € ]R} (sowohl fiir z N\ 1 als auch fir z 7 1);

|LINK: TEIL 2 DER 21. VORLESUNG VOM 23.12.2021 |

o die Parabelfunktion x — %932 als nicht-gerade Asymptote. Diese nennt man auch
Naherungsparabel.

Abbildung 17: Die Graphen der Funktion f(z) =
ihrer Asymptoten (rot).

2? — —= (blau) und

1
5

Fir
g: R\ {0} = R, z+ %@

ist dagegen
. {(0, y) T yE R} eine vertikale Asymptote nur fir = 7 0;
e h(xz) = 0 eine horizontale Asymptote auf (—oo,0);

 i(x) = x eine schiefe Asymptote auf (0, 00).
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12 KURVENDISKUSSION

Abbildung 18: Die Graphen der Funktion g(z) = 2°¢"@ (blau) sowie
ihrer Asymptoten (rot).

Beispiel 12.25. Wir betrachten die Funktion

Im Video:
ZL’S Beispiel
f:R\{-1,1} =» R, T 51 12.21.
Es gilt
—3
fl=2) = o = ~f(a),

f ist also eine ungerade Funktion. Damit reicht es aus, die Einschrankung
f’[()’oo)i [O, 1) U (1, OO) — R
zu untersuchen. Es gilt f(0) = 0, wahrend f(z) # 0 fiir x # 0 gilt. Weiter gilt

glcl\rq f(z) =00 und 21:1/(1rr% = —00.

Damit enthélt
{(£1,9) : yeR}
die senkrechten Asymptoten von f. Weiter gilt
3 r? -1 T

h(x) ::f(x)—x:xz_l—:c

= — 0
2 —1 2 —1 |z| =00 ’

so dass
{(:13,37) D x € R}

eine schiefe Asymptote von f fiir x — 400 ist.
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12  KURVENDISKUSSION

L

8

e

Abbildung 19: Die Graphen der Funktion f(x) = xgil
Asymptoten (rot und orange).

(blau) sowie ihrer

Die Asymptoten implizieren dabei, dass f auf (—1,00) mindestens ein lokales Minimum
und auf (—oo, —1) mindestens ein lokales Maximum besitzt: Es gilt

32 (2 —1) — 22" 2?(a® - 3)

(22 —1)° (z2 —1)*

Pl =322 (1) = (1) o

Daraus folgt dann

f(z)=0 < xe{—\/§,0,\/§}.

Damit ist —+/3 ein Kandidat fiir eine lokale Maximalstelle in (—oo, —1); insbesondere ist es
sogar die einzige lokale Maximalstelle, da es keine anderen Konkurrenten gibt. Analog zeigt
man, dass v/3 die einzige lokale Minimalstelle auf (1,00) ist. 2 = 0 ist keine Extremstelle,
da f in x = 0 das Vorzeichen wechselt. Aulerdem gilt

_ 2 (2 4+ 3)
(a2 —1)°

x4+ 622+ 1

f'(@) (2% — 1)4

und f"'(z) =

Damit besitzt f die folgenden (in einer Tabelle zusammengefassten) Eigenschaften:

(oo v8) | (-v8.1) | 10| 0.0 | (1.5) | (V. )

negativ \ positiv \ negativ | positiv
f isoton | antiton \ isoton
konkav | konvex | konkav | konvex

Beispiel 12.26 (Nachtrag zu Satz 12.5 von L’Hospital).
(i) Es seien a,b € R mit a,b > 0,  # 0 und

flz) _a®—b"
g(z) r

h(z) =
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

Offensichtlich gilt f(0) =0 = ¢(0) und

f'(x) = a” - In(a) = b - In(b) — Ina) — In(b) = In (Z)

sowie ¢'(x) = 1 # 0. Daraus folgt

lim f(z) =In (a) 25 1im h(z).

z—0 g’(m) b z—0

(ii) Es seien «, € R mit a, § > 0. Dann gilt

:L,a

G =0

Beweis. Fiir k € N, k> a und z > 1 gilt

a k

Es reicht also aus, die Aussage fiir « = k € N zu zeigen. Dazu wenden wir den
Satz 12.5 von L’Hospital k-mal an: Es gilt

Fook =1 k(k—1 k=2 k! 1
ti = T M i T B -0 O
e 15} e 15} efx 15} %6’

Die Substitution y = e” liefert nun

Die Substitution ¢t = i liefert auflerdem

. (1 1 _In(y)
ll\r(% <t5 : ln(t)) = 3}1—>I£lo (yﬂ -In (y)) = —ylgglo e =0.
13 Weitere trigonometrische Funktionen

Dieses Kapitel ist mit der fritheren Diskussion der trigonometrischen Funktionen
zusammenzufassen, indem man zum Beispiel alles nach dem Kapitel zur Differen-

|

zierbarkeit macht.
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

@ Wir betrachten

T
272
f = cos ist dann positiv auf [ = I \ { inf I, sup I} = (—g, g) Nach Satz 12.7 ist f
dann streng isoton auf /. Aufgrund der Stetigkeit von f ist aulerdem
F(I) = [min £(I),max f(I)] = [-1,1] = J

ein Intervall. Damit ist die Umkehrfunktion

f:—sin:I:—{ }—”R-

fli=arcsin:J — I

definiert. Sie heifit Arkussinus und ist ebenfalls streng isoton und differenzierbar auf

°

J =(—1,1) mit
1 I 1 B 1
N f'(z) B cos() N \/1 — sin?(z) B V1—y?

wobei y = f(z) = sin(x).

@ Wir betrachten nun
fi=cos: [ :=[0,7] = J:=[-1,1].
f ist streng antiton und differenzierbar auf I = (0,7) — und damit auch bijektiv.
Damit ist die Umkehrfunktion
f~ti=arccos: J — 1

definiert. Sie heifit Arkuskosinus und ist ebenfalls streng antiton, ist stetig auf J und
differenzierbar in allen Punkten y € J = (—1,1), y = f(z) = cos(z) mit

Yy o ! N
(f ) (y) = f’(@ sin(:E) \/1_COSQ($) \/1_y2‘

7r 1
arccos(x\’\

arcsin(z)

||
—_
| 1
[SIE o
—_
&

Abbildung 20: Die Graphen der Arkussinusfunktion (rot) und der Ar-
kuskosinusfunktion (blau).
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

@ Wir betrachten

fi=tan: [ := (—W,W> — R.
22
Es gilt f € C°°(I); auBerdem ist f bijektiv wegen
lim f(z) =—o0c0 und lim f(x)= occ.
-7 TG

Damit ist die Umkehrfunktion
fli:=arctan: R — I

definiert. Sie heifit Arkustangens, ist streng isoton und differenzierbar in allen Punkten
y = f(z) = tan(z) € R mit

N/ 1 1 1
<f 1) () = f(x) - 1 + tan?(x) B 1+ y2’
" @)Y _ cost(a) + sin?(a)
, sin(x cos“(x) + sin“(z 1
(tan(z))” = (cos(a:)) - cos?(x) a cos?(x) =1+ tan’(z).
Yy
g i
arctan(x)
; > T
-1 1
—

Abbildung 21: Der Graph der Arkustangensfunktion in blau.

|LINK: TEIL 1 DER 22. VORLESUNG VOM 10.01.2022

@ Betrachte die Funktion

fi:=cot: (0,7) =R, z~— cos(z)

sin(x)

Wir erhalten:
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

e f11(0,m) >R, z~—~ ﬁ = —1 — cot?(z);
o Alsoist f/ <1 auf (0, 7). Insbesondere ist f strikt antiton und injektiv;
o Esgilt
1 1
lim Cés(x) = lim — =o0 undlim f(z) = — lim —— = —o0;
@—=0 sin(x) =0 sin(x) T @=7 sin(x)
o Aufgrund der Stetigkeit von f folgt damit f((0,7)) = R.

Damit existiert die Umkehrfunktion

f~':=arccot: R — (0,7),

wird mit Arkuscotangens bezeichnet, ist streng antiton und differenzierbar mit

Y 1 —1 1
W=~ T5pe - T Vo /@eER

Ubung: Zeigen Sie, dass

ygr_noo arccot(y) =7 und lim arccot(y) = 0.

Y—00

Abbildung 22: Der Graph von cot in blau und von arccot in rot.

@ Hyperbelfunktionen
Wir definieren die Funktionen

fi:=sinh: R — R, I'_>;<e1_e—1>,
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

fa :=cosh: R — R, x%;(ex—l—e”)?

sinh(z) e"—e™ 1—e™

:=tanh: R -+ R — = =
Ja = tan ! cosh(z) e +e* 14e 2

sowie )
et +e”*
:=coth: R\ {0} = R — = .
gm0 \ 10} ! tanh(z) e* —e®

Wir bezeichnen f; mit Sinus hyperbolicus, fo mit Cosinus hyperbolicus, f3 mit Tan-
gens hyperbolicus und g mit Cotangens hyperbolicus.

Offensichtlich ist cosh eine gerade Funktion und sinh, tanh sowie coth jeweils un-
gerade Funktionen. Es ergeben sich, dhnlich wie bei den Additionstheoremen der
trigonometrischen Funktionen in Satz 9.31 ergeben sich die folgenden Rechenregeln:

sinh(z 4 y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
und

cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y).

Des Weiteren gilt:
1 = cosh(0) < cosh(z) Vz €R;

0 = sinh(0) < sinh(z) < cosh(z) Vz e R,z > 0;
sinh’ = cosh >0 auf R = sinh ist strikt isoton auf R;

>0 auf (0,00)

, da sinh ungerade ist.
<0 auf (—o00,0)

cosh’ = sinh {
Fir x — oo gilt weiter:
cosh(xz) — oo, sinh(z) — oo, tanh(z) -1 und coth(z) — 1.
Weiter stellt die Gleichung

1 = cosh(0) = cosh(x — 2) = cosh?(z) — sin®(z)

eine Beziehung zur Hyperbel dar, da die Abbildung

. 9 cosh(t)
h: R—R* t~— <sinh(t)>

den Hyperbelast

H::{(I,y)ER2 x>0, a:2—y2:1}
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

parametrisiert. Fiir jedes ¢ € R gilt h(t) € H.

Y
cosh 31
2 €
. . . X
-3 -2 -1 1 2 3
_1 1
_2 1
sinh, —31

Abbildung 23: Der Graph von cosh in blau und von sinh in rot.

Die Funktion
tanh: R — (—1,1)
ist ungerade, streng isoton und bijektiv und differenzierbar mit
1
tanh’(z) = ——— = 1 — tanh?(x).

( ) COSh2 (.1') ( )
Weiter ist

coth [(o,00) 1 (0,00) = (1,00)

streng antiton, bijektiv und differenzierbar mit

1
coth’(z) = —m =1 —coth®(z), =z #0.
Y
coth
1 ;s
: x
—2 —1 1 2
tanh
1!

Abbildung 24: Der Graph von tanh in blau und von coth in rot.
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13 WEITERE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

|LINK: TEIL 2 DER 22. VORLESUNG VOM 10.01.2022

@ Areafunktionen
Da sinh: R — R streng isoton und bijektiv ist, existiert die Umkehrfunktion

arsinh := (sinh) ™' : R — R;

diese wird Areasinus hyperbolicus genannt. Da cosh: (0,00) — (1, 00) streng isoton
und bijektiv ist, existiert wieder die Umkehrfunktion

arcosh := (cosh) ™" : (1,00) — (0,00);
diese wird Areacosinus hyperbolicus. Analog sind Aretangens hyperbolicus durch
artanh := (tanh) " : (—1,1) = R
und Areacotangens hyperbolicus durch
arcoth := (coth) ™ : R\ [-1,1] = R

definiert. Aus den expliziten Formeln fiir sinh und cosh ergeben sich ebenfalls explizite
Darstellungen fiir die Areafunktionen: Es gilt

VyeR: arsinh(y) =In (y + vy + 1) : (%)

Vy>1: arcosh(y)=In (y—|— VY2 — 1) ,

1 1
Vye (—1,1): artanh(y) = iln (ﬂ;) ’

1 1
V]y| >1: arcoth(y) = 5 In (i:) :

Beweis von (). Setze y = sinh(x), also x = arsinh(y). Dies liefert

e” = sinh(z) + cosh(z) = sinh(x) 4+ /1 + sinh®*(z) =y + /1 + y2.

Bildung des Logarithmus liefert dann die Behauptung. O]

Die Ableitungen der Areafunktionen erhélt man entweder entweder aus den obigen ex-
pliziten Darstellungen oder iiber die Formel fiir die Ableitung von Umkehrfunktionen.
Es gilt

1
V1+y?

Vy€eR: arsinh’(y) =
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14 DAS KONZEPT DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

1
Vy>1: h(z) = ,
Y arcosh’(x) N
Viyl <1 tanh’(y) !
Yy . artanh’(y) = ,
1—9y?
Viyl >1 th'(y) !
. arco = :
y V=1

14 Das Konzept des riemannschen Integrals
Motivation. Es sei I = [a,b] C R und
f:1—10,00)
eine ,schone” Funktion, z.B. stetig. Sei weiter
Gy = {(:E,y) €ER* . zel, y= f(x)}
der Graph von f und
F:{(gc,y)e]R2 crel, Oﬁygf(a:)}

die Menge zwischen dem Abschnitt I auf der z-Achse und dem Graphen von f:
)

Qlemm e —
S
8

Abbildung 25: Der Graph einer Funktion f: [a,b] — R und die Menge
F in blau.

Damit stellen sich die folgenden Fragen:
o Kann man der Menge F' einen Flacheninhalt zuordnen?

o Wie ,schon® muss f dazu sein? Reicht Stetigkeit aus?
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14 DAS KONZEPT DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

Beispiel 14.1. Es sei [ = [a,b] C R ein Intervall.

(a) Fir ¢ > 0 betrachten wir
f:I1—-R, f(z):=c

Dann besitzt F' die Fléache
vol(F) = (b—a) - c.
(b) Fiir a > 0 sei
g: I =R, gx):=ux.
Dann gilt

vol(F) =vol (Fy) =a-(b—a)+ ;(b —a)? =

(b* - a?).

N

(¢) Fiir ¢1,¢0 € Rund d € (a,b) sei
fall d
b TR, h) = Blseelad,
co, falls z € (d,b].

Dann gilt
vol (F,) =c¢1-(d—a)+cy(b—4d).

Dies motiviert die folgende Definition:
Definition 14.2. Es seien a,b € R mit a < b. Eine Menge
7 = (xo,xl,...,xn) Cla,b] =1
heifit Zerlequng von I, falls
a=r9g<T1<...<x, =0

Wir setzen
Iy = [xpq,x] firk=1,...,n
und

.....

| Z|| nennen wir Feinheit, Feinheitsgrad oder -maf der Zerlequng Z. Eine weitere Zerlegung
Z' C I von I heifit feiner als Z, falls Z C Z'.

Definition 14.3. Es sei f: I = [a,b] — R eine beschrankte Funktion und Z eine Zerlegung
von I. Fir k =1,...,n setze

mi =my(f) = inf f(z), sk =sk(f) = sup f(z).

z€ly z€I}

Dann bezeichnen wir

U,=U,(f) = z": my - (Tk — Tp_1)
k=1
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14 DAS KONZEPT DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

als Untersumme von f diber Z und

als Obersumme von f iber Z.
Fir zwei Zerlegungen Z, C Zy, C I gilt

UZT S Uan und OZgr Z Oan'

g

Daraus folgt (Ubung!): Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z;, Z, von I gilt

UZl(f) < OZQ(f)

Wegen der Monotonie und Beschrénktheit der obigen Summen macht die folgende Definition
Sinn:

Definition 14.4 (Darbouxintegral). Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Wir
bezeichnen

b

1= / f(z) de = sup {Uz(f) . Z ist eine Zerlegung von |a, b]}
als Unterintegral oder unteres Darbouzintegral von f (iber [a,b]) und

_ b

I ::/ f(z) dz = inf {Oz(f) . Z ist eine Zerlegung von [a,b]}

als Oberintegral oder oberes Darbouxintegral von f (iber |a,b]).

Y

S9 +-----r=

x
Zo X1 X2 X3 Lyq X5

Abbildung 26: Illustration der Darboux-Untersumme (in blau) und der
Darboux-Obersumme (in rot) gemafl Definition 14.3 fiir n = 5.
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|LINK: TEIL 1 DER 23. VORLESUNG VOM 13.01.2022

Im gesamten Abschnitt gelten die folgenden Annahmen:
o Fira,beRmita<bist [ :=la,b;
e f: I — R ist eine beschrankte Funktion.

Definition 14.5 (Riemann-Summe). Ist Z = (xg, e ,xn) eine Zerlegung von I und
&= (51, e ,fn> mit & € I, fir alle £ € N, so definieren wird die Riemann-Summe von f
beziiglich der Zerleqgung Z und der Stitzstelle £ = € (Z) als

n

Sze(f) =D f (&) - (@r — zp1) -

k=1

Fiir f € C([a,b]) sind Oz und Uy Spezialfille davon, denn dann existieren Tupel £* =
(6.2 mit
f(f;j) = s, und f(f;;) = my,

da f namlich auf jedem I sein Minimum und Maximum annimmt. Insbesondere gilt

Oz(f) fir £ =¢7,

SZ,é(f) = {

Ist f nicht stetig, so kénnen wir nur approximieren:

se=Jm (V7). me= lim £ (V7).

N—oo

Dann gilt (£) (blof) approximativ: Fiir jede Zerlegung Z existieren Folgen von Tupeln
EN A ¢N)= N € N mit

Oz(f) = ]\}I_IPOO Sz,g(N),+<f) und  Uz(f) = ]\}1_{%0 Szg(N)f (f)-

Lemma 14.6 (Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(i) Es gilt )
I(f):= sup Uz(f) = inf  Oz(f) = I(f).

ZCl cl

Zerlegung Zerlegung

(ii) Fir jedes € > 0 existiert eine Zerlequng Z von I mit
0<0z(f) —Uz(f) <e.
(iii) FEs existiert ein I(f) € R mit:
Ve>0 35>0: ‘Szg(f) - I(f)’ <e fir alle Zerlegungen Z mit ||Z]| < 0.
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Ist eine Bedingung (und damit alle) erfillt, so gilt

Bewess.

(i) = (i)

(i) & (i) = (iii)

I(f) = I(f) = I(f)- (RI)

Fir alle Zerlegungen 77, Z, gilt bekannterweise

UZl(f) < OZz(f)>

also auch

sup UZ1 (f) S lgf OZz(f)
A 2

Fiir die komplementére Ungleichung sei nun Z die Zerlegung zu £ > 0
gemaf (ii) und setze Z; = Zy =: Z. Daraus folgt

=< 0z(f) = Uz(f) <e.
Da ¢ > 0 in (ii) beliebig gewahlt wurde, folgt die Eigenschaft (i).
Wegen (i) existiert zu jedem € > 0 Zerlegungen Z;, Z; C I, so dass
0<0z(f) = Uxs(f) <e. (x)

Wiéhle nun eine Verfeinerung 7 := Z; U Z,. Insbesondere gilt dann
Z1 C Z und Z, C Z und es folgt

Oz(f) < O0z,(f) wnd Uz(f) = Ugz(f).
Somit gilt

O4(f) — Un(f) < <,

also die Eigenschaft (ii).

Zunéchst setzen wir

C=max{|/(@)l} wd 1(f):=1(5) 2T(5)

Zu gegebenem ¢ > 0 existiert weiter nach (i) und (ii) eine Zerlegung
Z = (xo, . ,J;n) mit

I(f) = 5 SUZ(f) S O4(f) S 1) + 5. (14.1)

Sei nun Z C [ eine Zerlegung mit || Z| < ¢. Fiir beliebige Stiitzstellen
¢ gilt dann

Us(f) —=6-n-C<Szelf)<O4(f)+6-m-C. (142)

DO ™

In den ,anderen Intervallen® sind die Summanden von Sz¢(f) ge-
sandwicht zwischen den entsprechenden Summanden von Uj(f) bzw.

Oz(f).
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|LINK: TEIL 2 DER 23. VORLESUNG VOM 13.01.2022

Mit (14.1) und (14.2) folgt dann
I(f) = 5 = 6nC < Syelf) < I(f) + 5 + onC,
Erfiillt nun die Feinheit von Z die Ungleichung énC < 5, so folgt

[Sze(f) = 1()| <

und damit die Eigenschaft (iii).

Beachte: € beeinflusst n = n(e). Dies ist jedoch kein Problem,
da man § <e-(2-n(e) - C)"" gewahlt hat.
_

(iii) = (ii) Es sei € > 0 beliebig und § > 0 gemé$ (iii) gewéhlt. Fiir jede Zerlegung
mit || Z]] < 0 und beliebige Stutzstelle £ gilt dann

I(f) —e < Sze(f) < I(f) + e

Fir stetige f sind Oz und Uy Spezialfille von S ¢. Damit erhalt man
I(f) —e SUz(f) < Oz(f) < I(f) +e.

Fiir nicht-stetige f sind Oz und Uy hingegen ,fast Spezialfille* von
Sz¢, was jedoch durch das Hinzufiigen von einem weiteren ¢ bei der
Abschatzung kompensiert werden kann:

I(f) = 2e S Uz(f) < Oz(f) < I(f) + 2e.
Damit erhalten wir
0 < O4(f) = Us(f) < 4e.
Da e > 0 beliebig ist, folgt dann (ii). O
Bemerkung 14.7.

« Hinter der Aussage (iii) verbirgt sich die Konvergenz eines Netzes. Wir schreiben
dann auch

Sze(f) = I(f)

fir den Grenzwert. Die Konvergenz gilt dann fiir jede Wahl von Stiitzstellen £ = (7).

lim
1Z||—0

o Mit einer leichten Modifikation des obigen Arguments und einer entsprechenden
Definition des Grenzwerts, ldsst sich zeigen:

[12]|—0 12]|—0

179


https://moodle.tu-dortmund.de/pluginfile.php/1931247/mod_resource/content/1/2022-01-13-Vorlesung_23-Teil_2.m4v

14 DAS KONZEPT DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

Definition 14.8 (Riemann-Integrierbarkeit). Erfillt f eine der Bedingungen in Lem-
ma 14.6, so heifit f (Riemann-)integrierbar iber das Intervall I und das (bestimmte)
(Riemann-)Integral von f iber I ist definiert durch

b b
[ Fde= [ (@) de = 1(7) = supUs(f) = inf O(F) = lim Sze(f).

12]—0

Man setzt weiter

a b a
/ f(x) d:z:z—/ f(z)dz und / f(z) dz = 0.
b a a
Die Menge der tiber I Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit R([a, b]).

Also ist f +— I(f) eine Abbildung I: R([a,b]) — R. Dabei werden wir die folgenden

Fragenkomplexe untersuchen:

(1) Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?
Dies trifft insbesondere fiir folgende drei Typen und deren Kombinationen zu:

o Treppenfunktionen
o monotone Funktionen

o stetige Funktionen
(2) Welche Eigenschaften besitzt I: R([a,b]) — R?

Linearitat

Monotonie

Dreiecksungleichung

Additivitat beziiglich der Definitionsintervalle

(3) Welche Methoden gibt es, um I(f) fiir ein f € R([a,b]) auszurechnen?

Beobachtung. Nimmt f sowohl positive als auch negative Werte an, treten in den Summen
Oz,Uyz,Sz¢ entsprechend positive bzw. positive Summanden auf, die sich gegenseitig
aufheben konnen. Wéhlen wir beispielsweise a = 0,0 = 27 und f =sin: I — R, so gilt

27
/ sin(z) dz = 0.
0
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sin

Abbildung 27: Der Graph von f = sin tiber [0, 27]. Man bemerke, dass
f>0auf [0,7] und f <0 auf |7, 1] gilt.

Definition 14.9 (Treppenfunktionen). Eine Funktion f: [a,b] — R heifit Treppenfunktion,
falls eine Zerlegung Z = (a, =20, X1, ..., Ty = b) von [a,b] und ¢4, ..., ¢, € R existiert, so
dass .

f=c auf (zp_1,21) = I.

Wegen
min{cl,...,cn} < f(x) < max {cl,...,cn}

ist f beschréankt. Auflerdem ist in x, ..., x, der Wert von f nicht spezifiziert — im Rahmen
der Integrationstheorie ist dieser aber auch irrelevant.

Lemma 14.10 (Riemann-Integrierbarkeit von Treppenfunktionen). Jede Treppenfunktion
f:[a,b] = R gemafs Definition 14.9 ist Riemann-integrierbar und es gilt

/abf(x) dz = Zi:ck-(xk—xk_l).

Beweis. Ubung!

Lemma 14.11 (Riemann-Integrierbarkeit von monotonen Funktionen). Jede monotone
Funktion f: |a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. O.B.d.A. sei f isoton. Sei weiter

n—1

1 2
Z:(a,a+n(b—a),a+n(b—a),...,a+ (b—a),b)

n

eine dquidistante Zerlegung von [a, b] mit der Feinheit b_Ta Wegen der Isotonie von f gilt

sup f(x) = f(zx) und inf f(z) = f(zp).

Ielk CEGIk
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Daraus folgt

Oz(f) =>. (f(l‘k) ) (T — p-1)
k=1 —
bh— n
=23 (flaw) - flan))
k=1
b—a
=—— () ~ f(@) =2 0.
Mit Lemma 14.6 folgt dann die Riemann-Integrierbarkeit von f. m

Definition 14.12 (GleichméBige Stetigkeit). Es sei M C R beliebig und g: M — R eine
Funktion. Dann heit g gleichmdfig stetig (auf M ), falls zu jedem € > 0 ein § = d(g) > 0
existiert, so dass

Ve,yeM: |x—y|l<do = |f(x)— fly)]<e.

Beachte: Hier hingt d nur von £ ab und nicht von der Position von x und y, so lange
lx —y| < 9 gilt.
_

So ist beispielsweise
1
g: M :=(0,1) >R, o~ —

x
stetig, aber nicht gleichméfig stetig: Bei der Betrachtung der Ableitung sieht man, dass

g'(x) = —z7?

gilt. Zu jedem y < x € (0, 1) existiert dann nach dem Zwischenwertsatz 9.17 ein £ € (y, x)
mit

fl@) = fly) = (&) (@—y) =z —y)
Fir e > | f(z) — f(y)| gilt jedoch

2

2
v —y| < el <ex — 0,

weshalb ¢ nicht gleichméafig stetig sein kann.

|LINK: TEIL 1 DER 24. VORLESUNG VOM 17.01.2022

Bemerkung 14.13 (Wiederholung/Erlauterung).
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(i) Bekannterweise ist fir ein Intervall I C R eine Funktion f: I — R genau dann
stetig, wenn fiir alle x € I und € > 0 ein § = (g, x) > 0 existiert, so dass gilt:

Vyel, |z—yl<d: [flz)-fly)l<e
Nehmen wir nun zusatzlich an, dass

Ve>0: do(e):=infd(e,z) >0,

zel
so folgt

Vayel, |o—yl <o) € dex) = |f@)— f) <e

da f stetig in x ist. Also ist f unter der zusétzlichen Annahme sogar gleichméfBig
stetig.

(ii) Es sei I C R ein Intervall und ¢g: I — R eine Funktion. Dann gelten die folgenden
Implikationen:

g erfllt sup |¢'(x)| < L

zel

= ¢ ist Lipschitz-stetig mit Konstante L

= g ist gleichméaBig stetig mit () =

| o

: o €
= g ist stetig mit d(e,z) = T

Lemma 14.14. Jedes f € C([a,b]) ist gleichmdifig stetig auf |a, b].

Im Video:

Beweis. Wir nehmen an, dass die Aussage nicht wahr ist. Dann existiert ein € > 0 ,,ohne [Lemma
uniformes §(¢) > 0%, d.h. mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle n € N existieren Punkte |[14.13.

T, Yn € |a,b], so dass

1
|xn_yn| < ﬁv aber |f(xn)_f(yn)| > €.

Nach dem Satz 7.5 von Bolzano-Weierstrafl existiert nun eine konvergente Teilfolge (z,, )
von (z,) mit dem Limes
r = lim z,, € [a,b].
k—o0

Damit erhalt man

1 .
Daraus folgt jedoch

0<e<|f(zn,) — f (Yn)]
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f steti
<1 (@) = F@)+17@) = £ ) 2550+ 0= 0,
was ein Widerspruch ist. Also muss f gleichméfig stetig sein. m

Lemma 14.15 (C([a,b] C R([a,b])). Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f Riemann-

. . Im Video:
integrierbar.

Lemma

Beweis. Es sei € > 0 beliebig. Wir miissen nun zeigen, dass eine Zerlegung Z C [a,b] [14.14.

existiert mit
Oz(f)—Uz(f) <e.

Da f nach Voraussetzung stetig ist, ist f nach Lemma 14.14 sogar gleichméafig stetig, es
existiert also ein ¢ > 0 mit

Veyelot, [v—yl<s = |f@)—fy)]<—

. (*)

Fiir eine beliebige Zerlegung Z mit ||Z]| < ¢ gilt dann

0xn) -V =3 _sw flo)= _int ) (-

xkflvxk) me(zk717mk)

< bfag:l(xk—m_l) = bia(b—a) =c.
=20 —20
Lemma 14.6 liefert dann die Riemann-Integrierbarkeit von f. O]
Satz 14.16 (Eigenschaften von f +— [ f dx). —
(a) Fira,f € R und f,g € R([a,b]) gilt af + Bg € R(|a,b]) mit Satz
14.15.

/ab (af(a:) —I—ﬁg(x)) doz = a/

a

b b
Flz) do + 5/a g(z) d.
(b) Sind a,b,c € R mit a < b < ¢, so gelten:
(i) Ist f € R([a,c]), so sind fluy € R([a,b]) und f|pq € R([b,c]) und es gilt
c b c
/a f(x) dx:/a f(z) dx—i—/b f(z) dz.
(i) Sind g € R([a,b]) und h € R([b,c]), so ist

g(x) firx € a,b),
fila,dd =R, f(x) =<0 fiir x = b,
h(z) fir z € (b, ],
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Riemann-integrierbar und es gilt

/acf(a:) dxz/abg(x) dx+/bch(x) dz

(c) Sind f,g € R([a,b]) mit f < g auf[a,b], so gilt

/abf(x) dz < /abg(x) dz

Gilt zusatzlich f(xo) < g(xo) fiir ein xy € |a,b] und sind f und g stetig in o, so folgt

/abf(a:) do < /abg(x) dz.
(d) Ist f € R([a,b]), m = infoefuy f(z) und s = sup,epey £(x), s0 gilt
(b—a) </ Jdz <s-(b—a).
(e) Sind f,g € R([a,b]), so auch |f|,min{f, g}, max{f, g} € R([a,b]) und es gilt

[ 1@y arl <[5 a

max {/ab f(z) dx,/abg(x) dx} < /ab max{ f, g}(x) dz

min {/abf(x) dx,/abg(x) dx} > /ab min{ f, g}(x) dz

(f) Fir f € C(la,b]) gilt:

sowie

/b\f(ii)\dx:O & f=0 aufla,b].

|LINK: TEIL 2 DER 24. VORLESUNG VOM 17.01.2022

Beweistipps.

(a) Linearitdt:
Es gilt

n

Szelaf +89) = S (af +Bg)(&) - (x1 — zi1) i (af(€) + B9(E0) (s — i)

k=1

= OéSZ,g(f) + ﬁSZ,ﬁ(g)‘

Verfeinere nun, schicke also || Z] — 0.
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(b) Additivitat beziglich Intervallen:
Es sei Z; eine Zerlegung von [a, b] und Zs eine Zerlegung von [b, ¢|. Dann ist Z :=
71 U Zy eine Zerlegung von [a, ¢]. Daraus folgt

SZ,{(f) = SZ1,£1 (f’[a,b]) + SZQ,EQ (f‘[b,c]) 5
wobei & = N Z; und & = £ N Zy. Schicke nun || Z]] — 0.

(c) Monotonie:
Essei f > 0 auf [a, b]. Dann gilt Uz(f) > 0 fiir jede Zerlegung Z C [a, b]. Insbesondere
ist dann auch sup, Uz(f) > 0. Ist nun 20 := f(x¢) > 0 und f stetig in o, so existiert
ein € > 0 mit

f|Bs(ac0) Z o
und in B.(xo) N [a, b] folgt dann

b (b) pxote To+e
/fdxz/ fda:Z/ ddz >6-2¢ > 0.
a ro—€ ro—€

(d) Vergleich mit konstanten Funktionen:
Nach Definition gilt
m< f(x)<s Vuxé€la,bl.

Damit erhalt man
b b b
m(b—a):/ mdxﬁ/ fdacg/ sdx = s(b—a).
(e) Dreiecksungleichung:

Es gilt
/ fdx

(f) Kriterium fir die Nullfunktion:

_j:/fd / (1) dx</|f|dx

<\f|

(<) Klar
(=) Angenommen, f ist nicht die Nullfunktion. Dann existiert ein zy € [a, b] mit
26 := | f(x)| > 0 und es folgt (siche oben)

/If Id:rz>/ )| de > 6 -2 >0,

im Widerspruch zu der Annahme, dass [°|f| dz = 0.

Bemerkung 14.17. Es folgt
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(1) R([a,b]) ist ein (unendlichdimensionaler) R-Vektorraum: Die Abbildung
I:R([a,b]) >R, fI(f)
ist linear.
(2) Es gilt C([a,b]) C R([a,b]).
(3) Die Abbildung
I O t) =R, o> [ 1fl da
ist eine Norm.

Beispiel 14.18.

Im Video:

(a) Wir betrachten die Dirichlet-Funktion Beispiel
14.17.

1, fallsz € Q,
0, sonst,

f=D:[0,1] =R, f(z) ::{

und eine Zerlegung Z C [0, 1]. Dann ist

Uz(f) =0#1=0z(f)

Auch Supremum und Infimum helfen hier nicht weiter und es folgt, dass D nicht
Riemann-integrierbar ist.

(b) Wir betrachten die Funktion
f:la,b) = R, x> .

Wir sehen, dass f stetig und damit Riemann-integrierbar ist. Intuitiv lasst sich das
Integral der Funktion elementargeometrisch durch Dreiecksflichen bestimmen. Wir
berechnen dieses nun mithilfe der Riemann-Summe: Es gilt

/bf dz = lim Sye(f).

12]]—0

Wihle nun

(b—a),b) und €™ = (a+ 1(b—a),...,b>.

1
(n)_ b_ ..
Z (a,a—l—n( a),...,a+ -

Daraus folgt

Sz e (f) = En:f <a+kb_a> b—a

k=1
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b—ai(a_i_kb—a)

(b—a)®* n(n+1)

=({b—-a)a+

n2 2

b2 —2ab+a®> n+1 |
:b—2 . 7—7:*62—2.
@t 2 i s AU

— 1
n—oo

|LINK: TEIL 1 DER 25. VORLESUNG VvOM 20.01.2022

Definition 14.19 (Stammfunktion). Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine
Funktion. Dann heifit die Funktion F': I — R Stammfunktion von f, falls F' differenzierbar

ist und
=f aufl.

Satz 14.20. Es seien f € R([a,b]), m = inf,ciy f(z) und s = sup,e,p f(2). Dann
gibt es ein p € [m, s| mit

b
m(b—a) < /fda::,ugs(b—a)
—aJa
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 14.16 (d). O]

Satz 14.21 (Mittelwertsitze der Integralrechnung). FEs seien f,g € C([a,b]) und g > 0.
Dann gelten:

(i) Es gibt ein & € [a,b] mit
b
| faz=1)-0—a)

(i) Es gibt ein ¢ € [a,b] mit

Beweis.

(i) Folgt direkt aus (i) fir g = 1.
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Im Video:
Def.
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Satz
14.17.

Im Video:
Satz
14.18.
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(ii) Da g stetig und positiv auf [a, b] ist, gilt nach Satz 14.16 insbesondere

b
/ g dx > 0.
Setze nun m = infreap f(z) und s = sup, ¢,y f(2) und es folgt

Jo f-gdz _
Pgde ~
—_——

=:D

b b b
m-/gdazg/f-gdxgs-/gdx < m<

M.

Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen gibt es nun ein ¢ € [a,b] mit

f(¢) = D und es folgt die Behauptung,.

]

Satz 14.22 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). FEs sei I C R ein

Intervall, a,b € I, a < b und f € C(I). Dann gilt
(i) Es sei F,(x) = [ f(t)dt, x € I. Dann ist F, eine Stammfunktion von f.

(ii) Ist F' eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt

[fm:F@—F@:F@

Bewess.

(i) Mit Satz 14.21 gilt

xT

wa+h%<&@)zlﬁhﬂ®dt—/‘ﬂﬂdﬂg6éﬁhﬂﬂdf¥{ﬂ@yh(w)

a

fir ¢, € [z, + h]. Da f stetig ist, folgt dann

F;(x):}l}géF(x—l—h})l—F(x)

= lim f(G) = Clhif_{lwf(fh) = f(z).
Also ist F, eine Stammfunktion von f.

(ii) Wegen Teil (i) und dem Mittelwertsatz 12.4 gilt
ﬂ@:lﬁ@a+a CeR.
Nun gilt zusatzlich F(a) = C. Damit folgt
Lfﬂodtzfmm-pmy

Fir x = b folgt dann die Behauptung.

]

An dieser Stelle sei anzumerken, dass die Stetigkeit von f nicht notwendig die obige

Darstellung des Integrals ist!
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Satz 14.23. FEs sei f € R([a,b]) und F eine Stammfunktion von f auf |a,b]. Dann gilt

Im Video:
b Satz
)~ Fla) = [ f(t) dt. e
Beweis. Es sei € > 0. Dann existiert nach Lemma 14.6 eine Zerlegung
Z = (a:xo,xl,...,xn:b)
von [a, b] mit
b
[/ 1 a= sz <=
Wir schreiben
- E=(f(Ck)) iz
F(b) = F(a) = Y (Flax) = Fzxo) )~ =" Sze(f).
k=1
2 (G @r—ar1)
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O]
Definition 14.24. Es sei f: I — R eine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt. T
Dann wird mit ];nf e
/f(yc) dv = /f dz 14.21.
ein beliebiges Element der Menge aller Stammfunktionen bezeichnet und heifit unbestimm-
tes Integral von f tiber I.
Beispiel 14.25 (Grundintegrale). Im Folgenden ist C' € R und stets x € R aufler —
anderweitig eingeschrénkt. e
Beispiel
e Fir z € (0,00) und o # —1 ist 14.22.
/:ca doz = 4 C;
a+1

Fir x € R\ {0} ist
1
/—dx:10g|x|+0;
T

Es gilt

/sin(x) dx = —cos(xz) + C' und /cos(x) dz = sin(z) + C;

Es gilt
/ex der ="+ C}

Fﬁra:%(kjL%)?T,kEZ, gilt

1
/(3082(37) dzr = tan(m) + C,
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o Firx #k-m k e€Z,gilt

o Es gilt

/cosh(aj) dz =sinh(z) + C' und /sinh(m) dz = cosh(z) + C,
o Firz e (—1,1)ist

1
——— dx = arcsin(x) + C;
| — (x)
o Firz e (—1,1)ist

1
———— dx = arccos(x) + C,
|- (x)
o Es gilt
1
/ - dz = arctan(z) + C;
o Es gilt

1
———— dx = arsinh(z) + C,
/\/1—|—:c2 (@)
o Fir |z| > 1 ist

1
/\\/271 dx - arCOSh(ﬂﬁ) + C
x p—

|LINK: TEIL 2 DER 25. VORLESUNG vOM 20.01.2022
Beispiel 14.26.

Im Video:
(i) Es gilt Beispiel
14.23.
4 1
4 4 1 2 2 16
0 0 > +1 o 3 |y 3 3
(i) Es gilt
1 1 1
/x~exdx:x-e“—ex =e"(r—1) =0-¢e"-(-1)=1
0 0 0
(iii) Es gilt
! 1
/ Q2043 Qg — St L 91 3
0 0 2 2
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Teil (ii) und (iii) zeigen, wie man auch Produkte bzw. Verkettungen von Funktionen
integrieren kann. Fur kompliziertere Funktionen fallt dies jedoch relativ schwer (besonders
im Kopf). Dafiir helfen uns nun die folgenden Integrationsregeln, die man als ,,Umkehrung*
der Produkt- bzw. Kettenregel aus der Differentialrechnung betrachten kann.

Satz 14.27 (Partielle Integration). Es seien f,g € C*([a,b]). Dann gilt

Im Video:
b b b / Satz
[ 7@ - g@) de = f(@) - g(@)| ~ [ f(2)-g'(x) dz.
Beweis. Bekannterweise gilt
(f9)'=fg+fg auflab].
Also ist fg eine Stammfunktion von f'g+ f¢’ auf [a, b]. Mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung 14.22 (ii) folgt dann die Behauptung. O
Beispiel 14.28. .
Im Video:
(1) Es gllt Beispiel
1 1 1 1 14.25.

1

/ e - de=e"-z

0~ ~~
=:f/ =g

(i) Es gilt

1 1
1
x| — —e3 .1 dx)

3203l
= ;e?’ 227 (Qe3 + 1)
= > (5¢* —2).
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(iii) Fir ¢, € R gilt

1
/1og(x) dx:/l-log(x) dx:x-log(:r%l—cl—/x-g dz
=1

=zlog(x) + ¢ —x —co = xlog(x) —x + ¢,
wobel ¢ :=¢; — ¢y € R.
Bemerkung. Die partielle Integration ist auch anwendbar fiir unbestimmte Integrale.

Satz 14.29 (Integration durch Substitution). Es seien p € C*([a,b]) und f € C’(Lp([a, b]))
Dann gilt

b @ (b)
[ #(e) @y de= [ i) dr (S)
Beweis. Es sei F' eine (nach Satz 14.22 (i)) existierende Stammfunktion von f und
O: [a,b] > R, x+— D(x):=(Fop)(x).
Nach der Kettenregel 11.6 gilt dann
¥(@) = F'(p(@) - ¢'(2) = (@) - ¢ @)

Also ist ® eine Stammfunktion von (fop)- ¢’ auf [a, b]. Mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung 14.22 folgt dann

[[7ow)-¢ @t o) - af0) = (o) - F(o(@) ™ [ e O

©(a

Bemerkung 14.30 (Anwendung der Substitution). Es gibt zwei Versionen der Anwen-
dung von Satz 14.29:

1. Berechnung von [(f o)y’ dt:

Bestimme eine Stammfunktion F' von f und berechne die rechte Seite der Glei-
chung (S).

2. Berechnung von [ f dux:
Bestimme eine Stammfunktion ® von (f o )¢’ und berechne dann

[ 7 ar=a(o0) ~2(s (@),

Beispiel 14.31.

193

Im Video:
Satz

14.26.

Im Video:
Bem.

14.27.

Im Video:
Beispiel
14.28.




14 DAS KONZEPT DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

(i) Es gilt

/ 26241 4. — / z)e?® d
3

mit p(z) = 23 + 1, ¢'(x) = 322 Wir arbeiten also in der 1. Version gemif Bemer-
kung 14.30. Da f = exp auf [a, b], gilt auch F' = exp auf [a, b] und es folgt

’ 22+ Lo ad+1
/a do = gF(gp(b)) — F((p(a)) = g(e —e )

(ii) Es gilt
/x\/(l +22)3 do = ;/gal(x)\/go(x)?’ dz

mit ¢(z) = 1 + z?. Auch hier arbeiten wir hier in der 1. Version gemif Bemer-

kung 14.30. Da F(z) = %x% +2¢, ¢ € R, eine Stammfunktion von f(z) = Va3 = 22
ist, folgt

[ e de =35 -5 (o)} +c=

(14+22)%+¢ ceR.

U!M—

|LINK: TEIL 1 DER 26. VORLESUNG VOM 24.01.2022

Lemma 14.32. FEs sei f € R([a,b]) und

F:[a,0) =R, F(z) :/xf(t) dt.
Dann gelten:

(a) F ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante

L:=|fllw = sup [f(z)];

z€|a,b]
(b) Ist f stetig in xy € [a,b], so ist F' differenzierbar in xo mit F'(xo) = f(xo).
Beweis.

(a) Da f € R([a,b]) gilt, ist f beschrankt — insbesondere gilt || f|lc < 00. Seien nun
z,y € [a,b] beliebig. Nach Satz 14.16 (d) gilt dann

my =) < F(y) = fa) 2 ["fdt <s(y—a)

mit m = infyejqp f(2) und s = sup,¢(,y f(2). Wegen f < [f] auf [a,d] folgt —L <
m < s < L und damit

—L(y —2) < Fly) = F(x) < L{y — ).
Es gilt also |F(y) — F(z)| < |\L/(y — )| = L|ly — x|, so dass die Lipschitz-Stetigkeit

>0
von F' gezeigt ist.
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b) Ohne Beweis. O]
(b)

Bemerkung 14.33. Es sei J C R ein beliebiges Intervall und ¢g: J — R. Ist ¢ monoton
oder Lipschitz-stetig, so folgt: Es existiert eine abzédhlbare Menge ) C J, so dass g in x
differenzierbar ist fir alle zo € J \ Q.

Bemerkung 14.34.

(i) Das bestimmte Integral tiber [a,b]:
Es handelt sich um eine lineare Abbildung

b
I R(a W) >R, o ()= [ ) dt,
die eine Funktion f auf eine Zahl I(f) € R abbildet;

(ii) Die Bildung einer Stammfunktion:
Die Zuordnung R([a, b]) — C([a,b]) mit

fH<mﬂum:[%@m>

ist eine lineare Abbildung, die einer Funktion f: [a,b] — R eine andere Funktion
F,: [a,b] — R zuordnet;

(iii) Auf C([a,b]) fithren wir mit
F~G & (F—GQG)ist eine konstante Funktion auf [a, 0]

eine Aquivalenzrelation ein. Sei nun F': [a, b] — R eine Stammfunktion einer Funktion
f:]a,b) = Rund G € C([a,b]). Dann gilt:

G ist ebenfalls eine Stammfunktion von f <& G~ F}

(iv) Unbestimmtes Integral: Sei f € R([a,b]) eine Funktion, die eine Stammfunktion

besitzt. Dann schreiben wir
/fdx:/f(x)dx

fiir einen beliebigen Reprasentanten der Aquivalenzklasse der Stammfunktion von f.

Beispiel 14.35. [Beispielklassen zur partiellen Integration]

Memo (Partielle Integration):

fr9€ Cla,b]) = [lbf'gdxz[fg}z—[zbfg’dx-
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(A) Sei f(x) ==z, also f'(z) =1 fiir € [a,b]. Dann folgt

b b b b
/gdx:/ 1-gdx:xg(:1:)‘ —/ zg (z) dx.

|LINK: TEIL 2 DER 26. VORLESUNG VOM 24.01.2022

(B) Integranden der Form /+1 £ x?:
Fir alle z € [—1,1] gilt

/1~\/1 —22dx = ;(x\/l — 2+ arcsin(x)).

Fiir alle x € R gilt

1
/\/ 1+ 22de = 5(1’\/ 1+22+ arsinh(x)).
Fiir alle x € R mit z > 1 gilt
1
/\/952 —1= 5(1‘\/1'2 -1- arcosh(a:)).

Beweis. Wie in Teil (A) setzen wir f(x) = x, also f/(z) = 1. Fur x € (—1,1) gilt
dann

1 —2
/1-\/1—x2dx:x\/1—x2—/x-5-7xdx

1—22

—1+1—22
:a:\/l—xz—/ + a: dz

V1—a?
1 1—a?
Y B / R
/\/l—m2 V1 — a2
14‘:QSachsin(ac) =V1-a?

Es gilt also

/\/1—$2 d:U:x\/l—:B2+arcsin(x)—/\/1—$2 dz
& 2-/\/1—x2 dzr = zV1 — 22 + arcsin(z)

& /\/1 —22de = ;(\/1 — 2+ arcsin(x)).

fur alle x € (—1,1). Da beide Seiten der Gleichung auf [—1, 1] stetig sind, gilt sie
sogar auf ganz [—1,1].

Die beiden anderen Formeln beweist man auf dhnliche Weise. O
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(©)

Seien a # 1, f/(z) = z* und g(x) = In(z) fiir z € (0,00). Wegen ¢'(z) = x~! gilt
dann

/l’a In(z) d:z:—ia:‘“rl In(z) — ! /:co‘“’l do = L In(z) — !
Ca+l a+1 Ca+1 a+1)
(z)
=f(z

Betrachten wir nun die folgenden Spezialfalle:
e o= —1: Dann ist

In(x) .

xT

eine Stammfunktion von

e a=0: Dann gilt
/LUO In(z) de = /ln(x) dz =zln(z) — x.

Anzumerken sei dabei der ,Notationsmissbrauch“ bei unbestimmten Integralen: Hier
schreiben wir auch {
— / r—dr = —=x.
x

T 1 T
—/ t-;dt:—/ ldt=—(x—c¢c)=—-x+¢,

Dabei meinen wir eigentlich

wobei ¢ € R einen frei wahlbaren Startpunkt bzw. die freie Konstante beim unbe-
stimmten Integrieren bezeichnet. In der Regel wird dabei ¢ unterdriickt, da wir mit
dem unbestimmten Integral eine ganze Aquivalenzklasse betrachten.

Wir betrachten nun Integranden mit der folgenden Gestalt:
f@)d (x) =2"e”, neNceR\{0}.

Der Exponent im Ausdruck z™ kann durch partielle Integration um Eins reduziert
werden (vgl. Beispiel 14.28 (ii)). Wir definieren

e n 1 n
I, = /x"ec‘” de = 2" — — /x"‘lec‘”— de = ~2"e* — —1,,_;.
c c c c
Da [y = [e¥ do = %ecx gilt, lasst sich damit jedes [,, in endlich vielen Schritten
berechnen (oder mit vollstdndiger Induktion iiber n € N).

Vorgriff. Wir werden sehen, dass fur fi, fo € R([a,b]) auch

f=fi+i far]a,b] = C
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Riemann-integrierbar ist. Insbesondere gelten

e n

n—1

I, = /:L‘”ecm dz =

c

und Iy = 1 fir n € N und ¢ € C\ {0}. Damit konnen wir fir o, 8 € R auch
Stammfunktionen zu
z"e* cos(fx) und x"e sin(fx)

berechnen. Setze dazu ¢ := a + i € C. Ist ¢ = 0, so ist der Integrand 2" und elementar
integrierbar. Ansonsten gilt

Re(az"e“) = Re(x” e eiﬁx> = 2" . Re(eiﬁx) = z"e™ cos(fx).
Daraus folgt
/x”em cos(fz) do = Re(/x"em> = Re(1,).
Analog erhalten wir

/x”eo‘z sin(fz) de = /x”lm(ecx) de = Im(/x"e‘”‘” dx) = Im(Z,).

(E) Integranden der Form cos*(z) und sin®(x), k € N, k > 2:

Es gilt
k _ k-1
/cos (x) doz = /cos (x) cos(x) dx
(z) f'(@)
=:g(x =:f"(x

= cos" ! (z) sin(z) + /(k — 1) cos*?(z) sin(z) sin(z) dz
= cos" ! (z) sin(z) + (k — 1) /Cosk’2(x) : (1 - COSZ(m)) dz
= cos" 1 (z) sin(z) 4 (k — 1) /cosk_2(x) — cos®(z) dz

= cos" ! (z) sin(z) + (k — 1) /cosk_2(x) de — (k—1) /cosk(x) dz.
Umstellen liefert dann
k/cosk(:v) dz = cos* ! () sin(z) + (k — 1) /Cosk_Q(as) dz.

Analog erhalten wir auch

1 k—1
/sink(x) dz = ~ sin*~!(x) cos(x) + 5 sin*?(z) da.
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Wie bei den Exponentialfunktionen in (D) kann man diesen Vorgang iterieren und
erhalt z.B. fiir das bestimmte Integral iiber [O, g]

3 2n —1 3 1
= / cos®™ () doz = /2 sin®(z) = n = E,
0 2n 4 2 2
7 2t de — /72r 2 () d — 2n 4 2
Cont1 /0 cos™" " (x) dx | sin (x) dx 1 3

|LINK: TEIL 1 DER 27. VORLESUNG VOM 27.01.2022

(F) Mithilfe partieller Integration kann man zeigen, dass

1
In ::/7nd b )
) z, néeEN

die Rekursionsgleichung

xz

erfiilllt. Wegen
L = /1 5 dz = arctan(z)
folgt dann mit n =1 in (RG)
x
2-I,=1
SR
also
1 1 T
/(]__i_xQ)Q d:L‘ = 2<arctan(x) —+ 1 +x2>
Man verifiziere die Gleichung durch Ableiten der rechten Seite! N

Erganzung (zu Teil (B)). Fiir die dritte Formel haben wir vorausgesetzt, dass sie dann
erfullt ist, wenn x € [1, 00). Tatséchlich kann man aber auf (—oo, —1] immer noch rechnen:
Es gilt

/1 ﬁdx—xm—/ \/%

—1+1
=zvVa? — —/ + dz
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:xm—/mdx_/ﬁdx,
also
/dezi(:ﬁ\/ﬂi——/\/%dx)

Da jedoch cosh von R auf [1,00) abbildet — und dementsprechend ihre Umkehrabbildung
durch arcosh: [1,00) — R gegeben ist —, konnen wir den letzten Term auf (—oo, —1] nicht
direkt durch diese Funktion darstellen. Zupass kommt uns hier jedoch die Substitutionsregel

(siehe Satz 14.29): Fiir o € C'([a,b]) und f € C(<p([a, b])) gilt
[ (@)@ = [ poy ar

Beispiel 14.36 (Beispielklassen zur Integration durch Substitution). Zuerst fiir die erste
Version (vgl. Bemerkung 14.30):

(G) Fir ¢ # 0 und ¢p(z) = ¢z gilt

c-/abf(c-a:) da::/:bf(t) dt.

-a

Fir ¢(x) = —x gilt insbesondere

—/abf(—x) dz = /bf(t) dt.

—a

Anwendung auf (B) fur
—-b<—a<—-1 (& b>a>1)

liefert dann

b

t= ;(t\/ t2—1-— arcosh(t))

/w ! dx——/aldt—/bld
b 2 —1 - b itz —1 _a\/t2—1

a

(H) Fir c € R und ¢(z) = z + ¢ gilt

b+c

/abf(c+x) da::/ F£(t) dt.

a-+c

So gilt beispielsweise
=1 1 g (I
/ sin (.7: + 7) dz = / sin(t) dt = —cos(t)| = —5\/3—1— L.
0

_1
7

0
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(I) Fir f(z) = 1 mit o # 0, also F(z) = In|z|, ergibt sich fiir a < b, a,b € R, sofern
0¢ w([a, b]) gilt:

b ! @(b) 1
() dx:/ Sdt =]

v(a)

w(b) b

o In [o(b)| —In|p(a)| = In|p(z)|

Wir betrachten nun folgende Spezialfille: Es gelten

/tan(x) dz = / sin(z) = —/ cos'(2) dz = —In|cos(z)|

cos(x) cos(z)

und

7/x7—|—1 lnx +1‘

(J) Fir t = ¢(z) = 2?2, also Lop(z) = 2z, gilt

2/ 2xda:—;/az2f(t)dt.

(K) Fir t = p(z) =22, also Lo(z) =2z = &L gilt (vgl. (D))

1 1 1
/x3 e dr = 3 /1'2612-211,‘ dx = §/tet d¢ e 2<tet - /et dt).

Allgemeiner: Fir n, k,l € Nmit n+1 =1k gilt

1 1
% /xn-‘rl—ke;ck.kxkf—l dr = E/tl—l X et dt

fir
, 1t o 1 n
t=px)=12" = ((1— =) =k-2"" und "R =%
x
Hier kann man dann wie in Teil (D) weiter rechnen.
_
Beispiel 14.37 (Beispielklassen zur Integration durch Substitution 2). Nun zur zweiten —
Version (vgl. Bemerkung 14.30): e
Beispiel
(L) Fart € J C [—1,1] gilt mit 14.34.
t = ¢(x) = sin(z) d_ cos(z), w¢€ [ i q
=@ - ) t - ) 2a 2 )

das Folgende (vgl. (B)):

/\/17252 dt = /\/1 — sin?(x) cos(z) dz
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[trig. Pythagoras] — /COSQ(.Z’) dz

1
[Additionsth.] = 5/ (COS(QI) + ].) dz
1/1
[cos(2x) =2-cos?(z)—sin?(z) ] ==\ = SIH(QQJ) +x
2\2 —

=2sin(z) cos(x)

DN | —

z + sin(2)y/1 — sin?(z)
[ )

- ; <arcsin(t) + tﬂ) .

|LINK: TEIL 2 DER 27. VORLESUNG VOM 27.01.2022

Als Beispiel berechnen wir ein bestimmtes Integral: Es gilt

/01 /1—#2dt = ;/Og (1 + cos(2x)) dz = ;(; sin(2x) + x)

da sin(2-0) = 0 = sin (2%)

Manche Integrale kann man also auch mit partieller Integration sowie durch Substitution
ausrechnen. Ebenso auch im folgenden Beispiel:

(M) Fiir t = ¢(z) = tan(z), also $£ = ¢/(z) = 1 + tan?(z) ist

1 m
0 =tan(0) und 1= 2-% =tan ()
Damit gilt

/01(1dt:/0112-(1+tan2(x)) dx

(1 + tan?(z))

i1
= d
/0 tan?(z) v

= /Z cos?(z) dx
0
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(N) Fiir z = /%, also t = 2% = ¢(z) und damit &£ = ¢/(z) = 2z, gilt

/eﬂ dt = 2/x-er dz 2 2<xefﬂ —/ez dx) =2z — 1)e® = 2(vt — 1)e"t.

Allgemein fiir k¥ € N kénnen wir Folgendes betrachten: Fiir 2 := /¢, also t = 2% =

¢(z) und damit 8¢ = ¢'(z) = k- 21, gilt

/e%dt:k‘-/xk_l-exdx

An dieser Stelle kann dann man wie in (D) weiter rechnen.

(O) Auf 9 € (0,00) betrachten wir das folgende Integral

1
/ sin(v) av.

Setzen wir ¥ = 2arctan(t), also t = tan (g) > 0, so erhalten wir:

ot 1—¢2 2t dv 2
112 cos(¥) = ——, tan(V) = und  Q'(t) = — =

in() = .
sin(?) 1—1¢2 dt 1+ ¢2

Dies liefert

1 + t2 t>0 ’19
= = 1 =1 —11.
/ sin(d / 1+ t2 / dt = n{ tan 2

Allgemein fiir n € N gilt
1 1+2\" 2
i = / . at
/ sin” () ( 2t ) t+ 2

1 t2 n—1
= 2—n+1 / th) dt

n—1 2k
-1 t
:21—"~/§:<" ) Yot
=\ Fk tr
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n—1
—2 . 3 (” . 1) /t%*" dt.

k=0

Das resultierende Integral ldsst sich dann elementar berechnen.

Nun kann man verstandlicherweise einwerfen, dass die Substitution ¥ = 2 arctan(t)
nicht sehr intuitiv ist. Tatsédchlich kommt sie nicht blof3 aus heiterem Himmel; die
Herleitung lasst sich geometrisch erschliefen. Dazu kann man den Einheitskreis

betrachten, der bekannterweise durch e bzw. durch (Z?ﬁgz)) ) parametrisiert werden
kann. Allerdings lasst sich der Einheitskreis auch durch stereografische Projektion
parametrisieren: Ausgehend von einem Startpunkt () €, beispielsweise @ = (—1,0),
kann man eine Gerade durch einen anderen Punkt S auf dem Einheitskreis zie-
hen. Diese Gerade wird einen weiteren Punkt treffen, der auf einer sogenannten
Projektionsebene E liegt, den man wéahlen kann. Hier setzen wir

E = {(O,y) cER? : x:O},

so dass F die imagindre Achse umfasst. Die Gerade wird dann einen Punkt (0,t) € F
schneiden, wobei ¥ mithilfe von ¢ (und umgekehrt) parametrisiert werden kann. Auf
diese Weise lassen sich (bis auf den Startpunkt @) alle Punkte des Einheitskreises
parametrisieren und sich die obige Substitution erschlieflen.

Abbildung 28: Illustration der stereografischen Projektion des Ein-
heitskreise ausgehend vom Startpunkt @ = (—1,0) und der Projek-
tionsebene £ = {(0,y)} C R2

Im Folgenden betrachten wir Beispiele, bei denen sich trigonometrische Additionstheoreme
als hilfreicher erweisen als partielle Substitution:

Beispiel 14.38.

Im Video:
Beispiel
204 14.35.
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(P) Wir betrachten das Integral
/ sin?(z) d.
Bekannterweise gilt
cos(2z) = cos?(z) — sin’(x) = sin’(x) + cos?(z) —2- sin?(x).

=1

Es gilt also 2sin?(z) = 1 — cos(2x). Einsetzen liefert dann (vgl. auch (L))

. 1 1, 1.
/sm () dox = B / (1 - cos(2x)) dz = 5(3: o) 8111(21;)).

(Q) Fiir n, k € Ny gelten:
2w
/ sin(kx) - cos(nz) dz = 0,
0

. 2w, falls k=n =0,
/ cos(kz) - cos(nz) de =<0, falls k #n,
’ x fallsk=n 40,
und
. 0, fallsk=n=0,
/ sin(kz) - sin(nx) de =<0, falls k # n,
’ 7 falls k=n #£0,

Beweis. Wir beweisen nur die letzte Formel. Betrachten wir dazu die folgende Fallunter-
scheidung

e n=020:
Dann gilt sin(nz) = 0 und damit die Behauptung fir k =n =0 und k£ # n = 0.

o k=n#0:
Dann gilt

2 27
/ sin(kz) sin(nz) de = / sin®(nx) dz
0

o

(B) 1 2T
= 5/0 (1 - cos(2nm)> dz

1 1 . 2
= — |z — — sin(2nz)
2 2n 0
1
= .
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o k # n: Bekannterweise gilt nach den Additionstheoremen

sin(r) sin(t) = ;(cos(r —t) — cos(r + t))

Fiir das Integral folgt dann

/027r sin(kz) sin(nz) dz AddTh ; OQF (cos ((k; - n)x) — cos ((k’ + n)x)) dz

27

1 1 _ 1 .
— 2<k—nsm ((k:—n):v) ~ g, ((k‘+n)x)>

0

]

Bemerkung 14.39. [Integration rationaler Funktionen] Wir wollen Funktionen der

Im Video:
Form R = g integrieren, wobei P und () Polynome sind. Der Integrationsbereich darf o

Bem.
dementsprechend keine Nullstellen von () enthalten. Dabei reicht es aus, den Fall

14.36.

Grad(P) < Grad(Q)

zu betrachten. Andernfalls erhdlt man durch Polynomdivision (Euklidischer Algorithmus)

die folgende Darstellung

P R
Qo "ty

wobei S und R Polynome sind mit Grad(R) < Grad(Q).

Beispielsweise gilt

|

Ein komplexes Polynom P mit Grad(P) = n hat genau n Nullstellen iiber C: Sei P gegeben
durch

Pw)=a-[[(w-2), a,z €C,a#0.
j=1
Sind alle Koeffizienten von P rell, so gilt wegen
P(w) =Y byzk = P ()
k=1

die folgende Aquivalenz:

w ist eine Nullstelle von P &  w ist eine Nullstelle von P.
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Mit z = & +ip, p # 0, folgt dann
(w—2)(w—72) = (w—&—ip)(w—&+ip) = (w—&)*+
relles Polynom

Dividiert man also aus P das quadratische Polynom (w — z)(w — Z), erhalt man wieder
ein reelles Polynom. Ist [ die Vielfachheit der Nullstelle Z — d.h. es gilt

P(w) = (w = 2)" Q(w)

mit einem anderen Polynom () —, folgt induktiv, dass auch Z die Vielfachheit [ besitzt und
es gilt

(=2 w=2' = (w=9+1).

|LINK: TEIL 1 DER 28. VORLESUNG VOM 31.01.2022

Damit hat jedes Polynom P mit reellen Koeffizienten die Darstellung

)= akﬁ(x - )" H (@—g)?+ u?)lj

Jj=1

mit reellen Nullstellen x; der Vielfachheiten my fir k£ € {1,...,r} sowie komplexe Null-
stellen &; & ip; mit Vielfachheiten ; fiir j € {1,...,s}. Also ist der Grad von P gegeben

durch . .
Grad(P) => mp +2> 1.
k=1 j=1

Dabei gilt folgender Sachverhalt:

Satz 14.40. [Partialbruchzerlegung] Sind R und P reelle Polynome mit Grad(R) <
Grad(P) und

T S

P(a) = [T (& — 2™ - T[ (@ - §)* +12)",

k=1 Jj=1

so existieren Koeffizienten ay,, b;,, c;, € R mit

r Mg

R(z) Z Z Z Z bj,x + c;,

v
2
P(x) == (o —ap) lel(x £)? ,Uj)

Die konkreten Werte fiir ay,,b;, und c;, entweder durch Einsetzen geschickt gewdhlter
Werte von x oder durch Koeffizientenvergleich.

(Ohne Beweis)
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Hintergrund: Die Monome
M,: x—z" x€la,b],
sind lineare unabhingige Vektoren. Gilt also

ZN@le:ZNﬁle auf[a,b]
=0 1=0

mit Koeffizienten «;, 5; € R, i € {1,..., N}, so folgt
N
> (e — B;) - M; =0 als Funktion auf [a, b).
i=0
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von M; folgt dann
OZOZZ‘—BZ' = Oéizﬁi ViE{l,...,N},

jedes Koeffizientenpaar muss also gleich sein.

_
Beispiel 14.41. Es seien a,b € R mit a < b und [a,b] N {—1,1} = &. Wir wollen das o
folgende Integral berechnen: e
b 1 Beispiel
/a — 2 dz. 14.38.

Bekannterweise gilt
1—2>=(1-2)(1+az).

Damit wahlen wir den Ansatz

1 ai, as, a, + ag, + (a1, —ag,) x
= = , a1, a9, €R.
1 — 22 1—x+1+x 1— a2 e &

Ein Koeffizientenvergleich liefert dann
l=ay, +ay +(a, —as)r & 1— (a1, —ay) = (a1, —ay)x, z€]Ja,b]
—_————
konstant
Fir alle « € [a,b] muss also a;, — as, = 0 gelten und damit

1

a, +ay, =1 = a, = a2, = 3.

Es gilt also

b 1 1 b ] b 1
do = - / d / d
/al—x2 v 2<a1—x J;—i_al—i-x x)
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11 b1
— - d —/ d
2</a1+x SR A x)

b

:;<ln]x+1]—ln]$—1|)

a

1
= —1In
2

x—l—l’ b
x—1 a'

Beispiel 14.42 (fiir Partialbruchzerlegung). Wir betrachten den Ausdruck

P(QZ) _ R(ZL’) _ —22 —6x+3 i ai, n A1,y n bhx +c1, blgqj + ¢, .
P(l‘) (J} — 1)2(1‘2 + 1)2 z—1 (1’ — 1)2 241 (1’2 + 1)2

Hier hat P nur eine reelle Nullstelle der Vielfachheit 2, weshlab nur a;, und a;, auftreten.
P hat auflerdem ein konjugiertes Nullstellenpaar der Vielfachheit [ = 2, weshalb nur die
Koeffizienten b;,,c;, sowie by,,c;, auftreten. Zuriickfithrung der rechten Seite auf den
Hauptnenner liefert dann

—_— = 73: . (a11 (x—l)(ac2+1)2+a12(z2+1)2+(b11x+011(z—1)2(x2+1)+(b12:c+012)(x—1)2>.

Multipliziert man nun den Zéhler aus und sortiert, liefert ein Koeffizientenvergleich:

$5I 0:a11+b11,
z*: 0= —ay, + a1, —2by, +c1,,

3 0=2ay, +2by, — 2c1, + by,

.1'2 . -1 = —2&11 + 2a12 — 2b11 —+ 2C11 — 2[)12 -+ Cly,
.I'l . —6 = ai, + b11 — 2011 + b12 - 2612,
% 3= —ay, +ay,+c, + e,

Auflosen des Gleichungssystems liefert dann
ay, = O, a1, = —1, b1 = 0, b12 = 2, C1, = ]_, Cly = 3.

1

Manchmal kann man die Koeffizienten schneller bestimmen, wenn man geschickt gewéhlte
Werte von z einsetzt. Insbesondere: Ist xj, eine i-fache Nullstelle von P — es gilt also
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P(z) = (x —xy,)" - Q(x) fiir ein Polynom @ ohne Nullstelle in xj, —, so erhélt man
Koeffizienten ay,, durch

a’IfOi = P
Y=Tkg

|LINK: TEIL 2 DER 28. VORLESUNG VvOM 31.01.2022

In unserem Beispiel gilt

—22—6x+3

=1
@+ 17 |

r=x1=1

daja P(z) = (x — 1)? - Q(x) gilt fir Q(x) = (2% + 1)2.

Nachdem man eine rationale Funktion % in ihre Partialbriiche zerlegt hat, treten Sum-

manden der folgenden Form auf, die man (auBerhalb der Nullstellen von P) mit schon
bekannten Regeln integrieren kann:

a12 =

(o) Fir p € R gilt

/ ¢ de=a-lnjz—p|+C, CeR.
r—p

(B) Fir p € R gilt

1
/ a dx = an_l—l—C’, neN,n>1,CeR.

b-x+c 2:10—25 b-&+c <
/@_5)2 - 2/ g o2 /< 552 1dx.
=] +

Test. Es gilt
bxr — b& b + ¢ 1 B bx + ¢
S L TR S LR R S LRy
Nun ist im ersten Term der Zahler die erste Ableitung des Nenners. Beispiel (I)
liefert dann

br +c b a2 2 bE+c 1

Riicksubstitution von t = ¢(x) = L;g ergibt dann

br +c b 2 bE+c r—¢
/deﬂfzzln((az—@2+u)+ . ~arctan<u>+c, CeR.
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(0) Wir betrachten das Integral

bx + ¢
[omgrem

Auch hier zerlegen wir den Integranden zunéchst:

20 — 2 I
/bxtc 3 / & 6 ndx+/ e n-“’f dx.
g 7 (PR
Nun fiithren wir zwei Substitutionen durch:
x—£ , dt 1
t = — -
p(x) = vle) = .
und q
s=y()=(@—&+u? = V(@)= =20-2%
Dies liefert die Darstellung
/ b£ +c / 1
2 2n 1 (t2 + 1)71
Ausrechnen und Riicksubstituieren liefert dann insgesamt:
b b 1 1 b

wobei I,, wie in Beispiel (F) definiert ist. Nun muss man [,, mit der Rekursionsformel
berechnen und ¢t = i(x — ) riicksubstituieren.

Bemerkung 14.43. [Integration C-wertiger Funktionen] Es sei J C R und f: J — C.

Definiere auflerdem Re(f),Im(f): J — R durch

(Re(f))(z) := Re(f(x)) und  (Im(f))(z) := Im(f(z)).

Seien nun a,b € R mit a < b, fi, fo € R([a,b]) und

fila, bl = C, o f(z) = fi(z) +ifa(2).

Wir setzen dann

I(f) :z/j@ dm::/abw dx—ki/abfi(’x_)/ dz
eC €R

eR

Insbesondere gilt

also I(f)

Re([(f)):/abfl(:c) de und Im([(f)):/abfg(:c) do

= Re(I(f)) +1-Im(I(f)).
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15 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Funktionen f € R([a,b]) betrachtet, wo

* [a,b] beschrankt und abgeschlossen ist oder

o f beschrankt ist.
Diese Bedingungen wollen wir nun etwas abschwachen.
Definition 15.1 (Uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit).

(1) Es sei —oo < a < b < oo. Eine Funktion f: (a,b] — R heifit uneigentlich Riemann-
integrierbar bei a, falls fiir alle ¢ € (a, b) die Einschrankung f|(.; Riemann-integrierbar
ist und der Grenzwert ,
li d
lim [ f(z) dz

existiert. In diesem Fall bezeichnen wir diesen Limes mit ff f(z) dz.

Beispiel. Setze (a,b] = (0,1] und f(z) = % Dann kann man sich fragen, ob
der folgende Ausdruck fiir ¢ — 0 konvergiert:

1 11
! — dzx.

1
o de
/C\/Ex;))o\/f

Abbildung 29: Der Graph von f(z) = -~ und das Integral
[} f(z) dz in blau.

S
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(2) Essei —0o < a < b < oco. Eine Funktion f: [a,b) — R heifit uneigentlich Riemann-
integrierbar bei b, falls fiir jedes ¢ € (a,b) die Einschrankung f|,q Riemann-
integrierbar ist und der Grenzwert

LZ]CI/I‘I; ’ f(z) dz

existiert. In diesem Fall setzen wir [° f(x) dz =: L.

Beispiel. Setze [a,b) = [0,00). Dann kann man sich fragen, ob der folgende

Grenzwert existiert: .

lim e *dx.
c— 00 0

Abbildung 30: Der Graph von f(z) = e™® und das Integral
Jo f(z) dz in blau.

|

(3) Es sei —00 < a < b < oo und f: (a,b) — R eine Funktion derart, dass ein
c € (a,b) existiert, so dass f|(,q und fli Riemann-integrierbar sind, so nennen wir
f uneigentlich Riemann-integrierbar bei a und b und setzen

/abf(x) dr = /acf@;) dx+/cbf(x) dz.

Gilt dies fir ein ¢ € (a,b), dann auch fir jedes ¢ € (a,b) und die Summe bleibt
gleich.

|LINK: TEIL 1 DER 29. VORLESUNG vOM 03.02.2022
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=
Beispiel. Setze (a,b) = (—00,00), ¢ € (a,b) und f(z) := e . Das zu
betrachtende Integral [° f(z) dz wird in der folgenden Abbildung illustriert:

Yy
91

9 1 0 ¢ 1 2

Abbildung 31: Der Graph von f(z) = ¢ ** und das Integral
J% f(z) dz in blau.

Bemerkung 15.2 (Klassen von Situationen).

() a bzw. b ist endlich:
Dann besitzt f eine sogenannte lokale Singularitit — insbesondere ist f unbeschrankt.

Yy

Abbildung 32: Frage: Ist der blau markierte Flédcheninhalt endlich
grof3?
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(B) |a| oder |b| ist unendlich:
Dann besitzt f eine Singularitdt im Unendlichen:

)
31

Abbildung 33: Wie sieht es mit diesem Flacheninhalt aus?

(v) Oszillationen bei Unendlich fihren zu Ausléschungen:

Betrachten wir beispielsweise die Funktion f(z) = e™* - sin(2nz).

Y

Abbildung 34: Eine gedémpfte Sinusschwingung. Man bemerke die
positiven Flidchenanteile (in blau) und die negativen Fléchenanteile
(in rot).

Hier ist es dann so, dass hier die Gesamtfliche im Betrag — also fiir | f(x)| — unendlich
ist. Zieht man jedoch die Vorzeichen der jeweiligen Flichen (geméfl der Bestimmung
des Integrals) in Betracht, so kann man sich fragen, ob die Differenz zwischen
den Flachenanteile oberhalb der z-Achse und denen unterhalb der xz-Achse einen
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endlichen Wert annimmt.

(0) Oszillationen bei lokaler Singularitit bei b € R fiihren zu Ausléschungen und Kon-
vergenz:

0 a/\/\/f/\(j b !

—92 4

Abbildung 35: Eine Oszillation mit lokaler Singularitdat. Man be-
merke die (steigenden) positiven bzw. negativen Flachenanteile (in
blau bzw. rot) in Richtung der Singularitat b.

Beachte:

o Wir haben hier eine Riickfithrung auf den Grenzwertbegriff einer Funktion;

o Auf die approximierenden Integrale

/acf(x) dr und /be(x) dz

wenden wir die bisher bekannten Integrationsregeln oder -Methoden an.

]

Beispiel 15.3 (Zu den Klassen («),(5),(7))-

(o) Sei s > 0 und
f:0,1] >R, zw—a°

Also besitzt f eine lokale Singularitét bei a = 0. Wir betrachten nun das Integral
1
/ f(z) de.
0

Es gilt
11 11
/ — dz = lim — dz
0o x° N0 Je a8
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: 1 1 1—s
_]‘;l\r,‘%<1—s_1—s' - )

Limes fiir c—07?

1

5, falls0<s<1, da = — 0,
S e\ 0

oo, fallss>1, dacl™® — oo.
c\0

Fir s = 1 gilt auflerdem

/cl i dz =1In(1) —In(c) = |In(x)| C_\g 0.

Damit gilt insgesamt

1] 1%, falls 0 < s < 1,
/ — dx = s
0o x° oo, falls s > 1.

(8) Wir betrachten hier zwei Beispiele:

e Sei s> 0 und

1
f:l,oo) >R, xz+—a’=—.
xS
Dann gilt
- z) dx = lim C—dx
/1 f< ) c/l0 1 xf
s£1 . l,l—s c
== lim
c/fo0o 1—s 1
1
= lim (1 s —7 )
e/ - Limes fiir c—00? =S
%, falls s > 1, da c¢!=% — 0,
- S c /oo

oo, fallsO0<s<1, dac!t™* 7> 00.
Fir s = 1 gilt auflerdem

/1c 1 dz =1In(c) —In(1) = In(c) — oo.

€T c— 00
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Damit gilt insgesamt

o ] %1, falls s > 1,
/ —dr=4("°
1z oo, falls0<s<1.

e« Wir betrachten nun die Funktion
fi]a,b) =10,00) = R, z—e "
Dann gilt

/OO f(z) dz = lim e da
0

c/ ‘0 Jo

=t ()|

0

- cli/nélo (1 - e_c> — 1.

Also ist f uneigentlich Riemann-integrierbar.

(7) Es gilt
J

das uneigentliche Integral divergiert also und existiert nicht als Wert in R. Das
uneigentliche Integral
% sin(x
/ (@) 4
1

X

sin(z) dr = 00

Z

existiert dagegen.

Beweis (mit partieller Integration). Es gilt

/00 sin(z) 1

dz = lim —(— cos(x))

X c/'o0 T 1
=0+41-cos(1) — lim
—/_’ER c/‘oof1 %éx) dx
=:A

Die Dreiecksungleichung fiir Integrale liefert nun

A| < lim /
c/fo0 J1

218
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c1
[Monotonie] S lim - dx
c/0 1 T

= lim — -2~
c/loo 3

3

Insgesamt gilt also

/Oosm(x)dxeR,
1 x

sin(x)

so dass uneigentlich integrierbar ist. O]

Satz 15.4 (Integrationskriterien fiir uneigentliche Integrale). Es seien f,g: [a,b) — R
Funktionen, die auf jedem Intervall [a,c| C [a,b) (eigentlich) integrierbar sind.

(I.) Cauchy-Kriterium:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Das uneigentliche Integral
b
| fw) da

existiert;

(b) Fir alle e > 0 existiert ein ¢ € (a,b) derart, dass

Vy € (¢,b): /:f(:c)d:c <e.

(IL.) Majoranten-Kriterium:
Gilt

f(z)] < g(x) Vaz€lab),
und existiert das uneigentliche Integral ff g(x) dz, so existieren auch die uneigentli-
chen Integrale

/abf(x) dz  und /ab|f(x)| dz.

(II1.) Minoranten-Kriterium:

Gilt

0<g(z)< f(x) Vz€lab) und /abg(ac)dx—oo,

so gilt auch fff(x) dxr = oo; die uneigentlichen Integrale existieren insbesondere
nicht.
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(Ohne Beweis)

|LINK: TEIL 2 DER 29. VORLESUNG VvOM 03.02.2022 |

Der obige Videolink umfasst eine inhaltliche Rekapitulation jeglicher Kapitel der Vorlesung
zur Analysis I (Lehramt). Diese wird in diesem IXTEX-Satz nicht weiter ausgefiihrt.
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