Funktionalanalysis, SoSe 2023

Loésungen fiir Blatt 11

Aufgabe 1) (a) Wir zeigen zuniichst geméf Hinweis, dass die Graphennormen
Il Il und || - ||7+s dquivalent sind. Dazu beobachten wir fiir « € Dt einerseits

[ellr4s = [lzllx + (T + S)zlly < lzllx + [Tzlly + [|Sz]ly
<(a+Dllzlx + &+ DITzly < (1+max{a,b})]|z(r.

Umgekehrt haben wir
[Tzlly < (T + S)zlly +[1Szlly < allzlx +bIT=lly + (T + S)zly,

und Umstellen nach ||Tz||y liefert

a 1
lallr = llzllx + Tally < (1+ 12 ) lallx + 7= (T + S)zly-

1-b
Also sind || - ||z und || - || 745 in der Tat dquivalent.
Da T' nach Voraussetzung abgeschlossen ist, ist (Dr, || - [|7) ein Banachraum,
und mit der Aquivalenz der Normen ist dann ebenso (D, || - ||7+s) ein Banach-

raum. Ist also (x,) eine Folge in Dy mit z,, - z € X und (T + S)x, >y €Y,
dann ist (x,,) eine Cauchyfolge beziiglich || - [|74+s und somit konvergent. Es gilt
also x € Dp und (T + S)z =y, d.h. auch T + S ist abgeschlossen.

(b) Wir betrachten den Hilfsoperator Sy := S|py: Dr — Y mit Soz = Sz
fiir alle z € Dp und zeigen, dass Sy als Operator von (Dr, || - ||7) nach (Y, ] - |lv)
stetig ist. Da beide Rdume vollstéindig sind, geniigt es dazu nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen die Abgeschlossenheit zu zeigen. Sei also (x,,) eine
Folge in Dy C Dg mit x,, — & € Dy beziiglich || - ||r und Sz,, = Spz,, >y €Y
beziiglich || - ||y. Da S nach Voraussetzung abgeschlossen ist, folgt Sz = y, und
wegen x € Dy dann auch Spox = Sx = y. Also ist Sy abgeschlossen, nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen also stetig, d.h. es existiert C' > 0 mit

I1Szlly = ||Sox|ly < C|lz||r fiir alle = € Dr.
Dies zeigt die Behauptung mit a = b= C.

Aufgabe 2) (a) Es ist leicht zu sehen, dass fiir jedes © € X die Abbildung
ixx: X' — K linear ist, und wegen |(ixz)(z)| = |2/(x)] < [|2/||||=| fir alle
x’ € X' auch stetig; es gilt also i xx € X”. Nach Korollar 5.1.9 aus Hahn-Banach
gibt es ferner ein 2/ € X’ mit ||2’|] < 1 und 2/(z) = ||z|| (wobei ' = 0 falls
z = 0 und sonst sogar ||z'|| = 1), also |(ixz)(z")| = |2'(z)] = ||z||. Insgesamt
gilt also |lixz|| = ||z|. Damit ist die Abbildung ix: X — X" wohldefiniert,
offensichtlich linear und isometrisch.



Alternativ zu Korollar 5.1.9 kann man auch mit Korollar 5.1.10 arbeiten,
welches direkt die Identitét

lzll = sup |2'(z)] = sup [(ix@)(2)] = [lixz]|
z'eX’ z'eX’
ll"[<1 ' <1

liefert.
(b) Sei zunéchst M C X beschréankt. Dann gilt offensichtlich

sup |2/ (z)| < ||2'|| sup ||z|| < oo fiir alle 2’ € X,
reM zeM

d.h. 2/(M) C K ist fiir alle 2’ € X’ beschrénkt.
Sei umgekehrt 2/ (M) C K fiir jedes 2’ € X' beschrinkt. Dann gilt
sup |(ixx)(z')| = sup|z’(x)| < oo fiir alle 2’ € X".
reM zeM

Da X’ ein Banachraum ist, liefert das Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit
zusammen mit Teil (a) dann

sup ||z|| = sup|lixz| < oo,
zeM xeM

d.h. M C X ist beschrénkt.
(c) Sei zunéchst M C X’ beschrénkt. Dann gilt offensichtlich

sup |2'(x)| < ||z|| sup ||2'|| < oo  fiir alle z € X,
z'eM z'eM

d.h. {2/(z): 2’ € M} C K ist fiir alle x € X beschriinkt.
Sei umgekehrt {2/(z): 2’ € M} C K fiir jedes € X beschrinkt. Dann gilt

sup |z'(z)| < oo fiir alle z € X.
z'eM
Da X nach Vorausetzung ein Banachraum ist, liefert das Prinzip der gleichméfi-
gen Beschrénktheit dann
sup [|2']] < oo,
r’eM

d.h. M C X' ist beschrinkt.

Aufgabe 3) Wir definieren fiir jedes n € IN die Abbildung u/,: U — K durch
ul, (z) = yn, wo (yx)r = Sx; u,(x) ist also gerade das n-te Folgenglied von Sz.

Mit S ist dann offensichtlich auch u/, linear und wegen

Juy ()] < zggl%(x)l = [ISzllo < [[Slll«]  fir alle z €U

auch stetig mit ||u,|| < ||S]|. Wir wihlen mit Hahn-Banach eine normgleiche
Fortsetzung «), € X', d.h. 2} |v = u), und ||« || = |lu,]| < ||S||. Dann gilt

nl nl
n n

sup|z), (z)] < ||S||||z]| < oo fiir alle z € X,



und wir kénnen schliefllich T: X — ¢°° durch Tz := (2] (z)),, definieren. T ist
dann wohldefiniert, offensichtlich linear und erfiillt sowohl || Tz ||oo < ||S]|||z|| fiir
alle z € X (d.h. ||T]] < |IS]), als auch T|y = S. Letzteres liefert automatisch
] > |IS|l, insgesamt also ||T'|| = ||.S]|. Damit ist T eine gesuchte Fortsetzung

von S

Prisenzaufgabe) Wir erinnern an die elementare Abschitzung (Youngsche
Ungleichung) 2ab < a® + b2 fiir reelle Zahlen a,b > 0. Ersetzen wir hierin a und
b durch a/+v/§ bzw. bv/3, § > 0, erhalten wir

2

2ab = 2(1)(\/31)) < %

NG
Da D c C([0,1]) € L*(]0,1]), gilt offensichtlich D C D, mit

+6b%  fiir alle a,b>0, § > 0. (1)

1My flle < Ihllz2][fllee  firalle fe D, (2)

und im weiteren Verlauf geniigt es || f||w fiir f € D abzuschitzen. Wir gehen
hierzu dhnlich wie im Beweis von Satz 1.4.1(a) zu den elementaren Sobolev-
Abschétzungen vor. Mit der Inklusion C'([0,1]) C D betrachten wir dazu
zuniichst f € C([0,1]) reellwertig. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
fiir f2 liefert dann die Existenz eines & € [0, 1] mit

/0 £t dt = f2(6).

Weiter folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung fiir f2 fiir
alle z € [0,1] dann

x 1 x
Fa) = £26) + /E () (1) dt = / Pt + / 21 (0) /(1) dt,

€
mit (1) fiir alle z € [0, 1] und alle § > 0 also

1 1
2 T 2 /
7 >s/0 f(t)dt+/0 2A£ ()11 (1))

N (1 b2
< (1+5)/0 f (t)dt+6/0 (F(1))2 dt.
Fiir komplexwertiges f € C*(]0,1]) beachten wir |f|> = (Re f)? + (Im f)? und

IF1? = (Ref)2 + (Imf)? = ((Re f)")? + ((Im f)")2, wenden Obiges auf die
reellwertigen Funktionen Re f und Im f getrennt an und erhalten

1
1713 < I1Re e + i flE e < (14 5) 12 + 0173,

also

1\ 1/2
1l < (14 5) e + VaIF e



fir alle f € C1([0,1]) und alle § > 0. Im Hinblick auf (2) wiithlen wir nun
§ = 0. > 050, dass Vo||h| 2 < e Mit f = Tf liefert dies dann schlieBlich

IRzl flloo < Cellfllpz + el Tfll2  firalle fe C([0,1]) (3)
mit 18172
C. = ||h||L2(1 + g) .

Mit (2) bleibt nur noch, (3) auf alle f € D auszudehnen. Wir erreichen dies
durch ein einfaches Approximationsargument: Sei f € D. Nach Voraussetzung
gibt es dann g = f/ =T f € L?([0,1]) mit

f(y)_f(m):/ g firalle 0<z<y<l1.
[z,y]

Wir wihlen eine Folge (g,,) in C([0,1]) mit g, — g beziiglich || - || 2 (setze dazu
g durch 0 auf R fort und beachte die Prisenaufgabe von Blatt 4) und definieren
fn € C*([0,1]) durch

fu(z) == £(0) —|—/ gn(t)dt, x€10,1].
0
Man sieht sofort, dass f/, = g, — f' = Tf beziiglich || - || 2, und dass

fula) — fl@)] < / gn— g A< llgn — gllzz  fir alle = € [0,1],

)

also || frn — flleo < |lgn — gl|L2, insbesondere f,, — f beziiglich || - [|oo und || - || z2.
Aus (3) fiir f,, erhalten wir

1Bl 2]l fallso < Cellfnllze + el foll2

fiir alle n, und der Grenziibergang fiir n — oo zeigt schliefilich (3) fiir f € D,
was den Beweis mit (2) abschlieft.



