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Loésungen fiir Blatt 07

Aufgabe 1) (a) Zuniichst bildet jedes T}, sicherlich nach LP(R¢, \) ab und ist
sogar bijektiv, denn eine Inverse ist in Form von T_} gegeben. Insbesondere ist
jedes T}, surjektiv. Es bleibt also nur zu zeigen, dass T} isometrisch ist. Fiir
f € LP(R%, \) mit p < oo folgt dies iiber den Transformationssatz fiir Integrale
mit der Transformation R? 5  — y := 2 — h anhand der Rechnung

D01 = [ 5= 0P Ao = [ 1P Ay = 171

Fiir p = oo, d.h. f € L®(R%, \), gilt fiir ein C' > 0 sicherlich genau dann |f| < C
fast iiberall in R%, wenn |f(- — h)| < C fast iiberall in R?. Dies zeigt

[fllzee = ess-sup,egal f(2)] = ess-sup,egal f (& — k)| = [ Th f| Lo

(b) Sei f € LP(R%\), p < 0. Wir kénnen wegen T, = T,T. fiir alle
z,h € R? (Trafoformel!) ohne Einschrinkung z = 0 annehmen (sonst betrachte
T.f statt f). Sei ¢ > 0. Wir wissen, dass der Raum C,(R%) dicht in LP(R%, \)
liegt (vgl. Prisenzaufgabe zu Blatt 4). Wir kénnen also ¢ € C.R? withlen mit
IIf = gll» < e. Nach Definition ist der Triiger supp g von g kompakt, also gibt
es R > 0 mit suppg C Bg(0). Auf dem Kompaktum Br(0) ist g automatisch
gleichmafig stetig, also gibt es ein 6 € (0, R) mit

€

A(B2r(0))1/P @

l9(z) —g(y)| <

fiir ,y € Br(0) mit |z —y| < . Tats#ichlich gilt letzteres sogar fiir alle z,y € R?
mit |z — y| < §: Falls hierbei z,y € R?\ Bg(0), so gilt (1) mit g(z) =0 = g(y),
und falls # € Bg(0) und y € R%\ Bgr(0) (umgekehrt analog), so gibt es ein
z € OBR(0) mit |x —z| < |z —y| < § (etwa auf der direkten Verbindungsgeraden
zwischen  und y). Mit g(y) = 0 = g(2) gilt dann [g(z) — g(y)| = [g(z) — g(2)],
und (1) folgt wegen x,z € Bgr(0) auch fiir diese z,y. Insbesondere zeigt dies,
dass g auf ganz R? gleichmiBig stetig ist.

Fiir # € R? mit |z| > 2R > R+ 6 gilt sicherlich |z — h| > R, solange |h| < .
Wegen supp g C Br(0) haben wir damit supp(Trg) C Bag(0), falls |h| < §. Der
Tréger von g wird unter der Translation also zwar verschoben, kann fiir kleines
|h| aber den etwas groferen Ball By (0) nicht verlassen. Mit Hilfe von (1) folgt
nun

IThg — gll% = / lg(e — ) — g(o)P de = / lg(z — h) — g(a)P da
R4 BZR(O)

< A(%Z(O)) A(Bar(0)) = &7



fiir alle h € RY mit |h| < §. Per Dreiecksungleichung unter Beriicksichtigung
von Teil (a) liefert dies schliefflich

I Thf — fllee < NThf — Thgllze + | Thg — gllze + g — fllze
=2[lg — fllze + |Thg — gllr < 2e+ € = 3¢,

solange |h| < ¢, was die Behauptung zeigt.

Fiir p = oo ist die Aussage aus (b) falsch. Zum Beispiel fiir f = 1,1y (fiir
d = 1) und beliebiges h > 0 sieht man némlich sofort, dass T}, f = L(j,145) und
somit [T, f(z) — f(z)| =1 fiw alle x € [1,1 + h), also ||[Thf — fllo= > 1.

Aufgabe 2) (a) Zunichst halten wir noch einmal fest, dass das Produkt von
invertierbaren Elementen aus A natiirlich stets wieder invertierbar ist. Insbeson-
dere kann ein Produkt also nur dann nicht invertierbar sein, wenn mindestens
ein Faktor nicht invertierbar ist.

Sei nun 7 € o(R,(N)) fiir ein A € p(z). Dann ist 7 # 0, da R (\) = (Ae—x) ™}
nach Definition selber invertierbar ist mit Inverse Ae — x (also 0 ¢ o(R;()))).
Wir betrachten p := X\ — 1/7 (womit 7 = (A — p)~1) und zeigen pu € o(z). In
der Tat wire anderenfalls ue — = invertierbar, also auch

T(pe— )Ry () = ((TA—=1)e —=72) Ry (N) = (T(Ae —2) — €) Ry (A) = Te — Ry (M),

im Widerspruch zu 7 € o(R;(\)).
Sei umgekehrt 7= (A — ) ™! mit u € o(x) und A € p(z) (insb. X # p). Wire
nun 7e — R, (\) invertierbar, so auch

(A—p)(re— Ry(N))(Ae —z) = (Ne — ) — (A — p)e = pe — ,

im Widerspruch zu p € p(z).

(b) Sei e — zy invertierbar. Im Spezialfall ||z|/||y|| < 1 hétten wir mit der
Identitit (yz)* = y(zy)*~'z, k € IN (Induktion) anhand der Neumannschen
Reihe

(e—yx)™ ' = (ya)* =e+ y(Z(w)’“”)% =e+yle—zy) ',
k—

0 k=1

und der letzte Ausdruck ist auch ohne die Annahme ||z|/|ly|| < 1 sinnvoll. Wir
raten daher (e — yz)~! = e + y(e — xy) x. In der Tat sieht man sofort, dass
(e — yx)y = y(e — xy), und somit

(e—yx) (e—i—y(e—xy)_lac) = (e—yz)+yle—zy)(e—zy) 'z = (e—yzx)+yx = ¢,

und analog (e + y(e — xy) " lz)(e — yx) = e.

Die umgekehrte Implikation folgt daraus ebenso mit vertauschten Rollen von
z und y.

(c) Fiir A # 0 gilt Ae—xy = A(e—A"1zy) sowie Ae—yx = A(e—A~1yz). Nach
(b) ist dabei (e —A~!zy) genau dann invertierbar wenn e —y(A~1z) = e— A "lyx



invertierbar ist. Damit ist Ae — zy genau dann invertierbar, wenn Ae — yx es ist.
Dies zeigt p(zy) \ {0} = p(yz) \ {0}, also auch o(xy) \ {0} = o(yz) \ {0}.

Dass der Punkt 0 tatséchlich ausgeschlossen werden muss, sieht man zum
Beispiel anhand des Links- und Rechtsshifts auf ¢7: Fiir

Sy (xy,29,...) = (0,21, 29,...) und S_: (x1,22,...)— (z2,23,...)

als Operatoren aus der Banachalgebra L(¢P) gilt offensichtlich S_S; = ide»,
insbesondere 0 € p(S_S;), aber S_e; = 0 (mit e = (1,0,...)) und somit
S1S_e; =0und 0 € 0(545-).

Bemerkung: Dieses Beispiel mit Shiftoperatoren zeigt auch, dass in Banachal-
gebren eine Linksinverse keine Rechtsinverse sein muss (und umgekehrt). Ferner
ist Sy injektiv, aber nicht surjektiv, und S_ ist surjektiv, aber nicht injektiv.

Aufgabe 3) (a) Wir schreiben abkiirzend a := inf,en /|27 < ||z|| < oo.
Offensichtlich gilt liminf, o, {/||z"| > a. Sei nun ¢ > 0. Dann gibt es ein
N € N mit Y/[zV] < a+e¢, also ||#V]| < (a + ). Mittels Division mit Rest
schreiben wir fir n € IN nun n = kN + r mit k,7 € Ny, r < N. Mit der
Submultiplikativitdt der Norm gilt dann

™| = =" < laMI* - fla"]| < (a+ &)™ -l

Ziehen der n-ten Wurzel liefert

le™ [/ < (a+2) % el F = (a+e)(ate) ]

T

T N
< (a+e)(1+M)" < (a+s)(1+M)
a+te a—+e
Hierbei konvergiert der letzte Faktor fiir n — oo gegen 1, so dass wir die Unglei-
chung limsup,,_,., V/||z*]] < a + € erhalten. Da £ > 0 beliebig war, zeigt dies
limsup,, ., ¥/||z"| < a. Es gilt also tatsiichlich lim,, o, {/||z"] = a.

(b) Hier liegt leider ein Fehler in der Aufgabenstellung vor: Gedacht war per
Induktion zu zeigen, dass ||z2¥|| = ||z|?* fiir alle & € IN gilt, woraus mit Teil (a)
dann sofort die Behauptung folgen wiirde. Die Voraussetzungen der Aufgabe
sind fiir den Induktionsschritt jedoch leider nicht ausreichend. Tatséchlich ist
die Aussage in der Form falsch, wie man bereits anhand der Banachalgebra der
3 x 3 Matrizen iiber IK mit der von der euklidischen Norm auf K? erzeugten
Operatornorm sehen kann: Fiir

01 0 0 0 1
A=10 0 1 mit A*=1{0 0 0
0 0 O 0 0 O
gilt [|All = 1 und ||A%|| = 1 = ||A|?, aber A¥ = 0 fiir k € IN, k > 3, also
r(A4) = 0.
Fiir die vorgesehene Aussage briuchte man ||y?|| = ||y nicht nur fiir y = =,

sondern fiir alle y = 2, k € IN. Dies gilt etwa fiir normale Elemente einer soge-
nannten C*-Algebra, siehe [Werner, Lemma IX.3.3], insb. fiir n x n Matrizen, die



normal (oder sogar hermitesch) im iiblichen Sinne sind; man vergleiche [Werner,
Satz VI.1.7] und auch [Werner, Lemma IX.2.10].
(¢) Zunéchst gilt natiirlich fiir alle f € C([0,1]), dass

1
ITflle < ||fuoo/0 2t dt = ||]|oo,

also ||T'|| < 1. Die spezielle Wahl f =1 zeigt dann sogar ||T'|| = 1.

Wir zeigen nun per Induktion, dass 7% = (2/3)*~1T, k € IN. Fiir k = 1 ist
nichts zu zeigen, und im Induktionsschritt k — k + 1 sehen wir fiir f € C([0, 1])
und s € [0,1], dass

k1 0y (g k :lsk 2]“115
T = @@ = [ 2srtpma=(5) T [Carpma

3
k 1
= /2152/ 2sTf(T)drdt

:@) (Tf)(s )/O 212 dt = (;) (Tf)(s),

wobei die Induktionsvoraussetzung im letzten Schritt der ersten Zeile verwendet
wurde. Damit gilt also insbesondere || T%| = (2/3)*=1|T||, und mit Teil (a) folgt

schlielich 7(T) = limy o0 &/JTF] = 2 limy, 00 /220 = 2 < 7.

Prisenzaufgabe) (a) Nach der Cauchy-Hadamard Formel gilt fiir den Kon-
vergenzradius p > 0 bekanntlich 1/p = limsup,,_,., V/|an| (Wurzelkriterium).
Mit

limsup v/|a,|||lz”|| < limsup V/|ay| - limsup V/||z™| = r(@)
n—oo n—oo n—r00

liefert wiederum das Wurzelkriterium, dass die Reihe in A absolut konvergiert,
d.h.

o0

> lan]llz"|| < oo

n=0

Da die Banachalgebra nach Definition vollsténdig ist, folgt die Behauptung dann
aus Aufgabe 2 von Blatt 2.

(b) Es gilt (e + %)k Zf 0 (k) (%)j; mit ex = x = ze zeigt man dies vollig
analog zum Blnomlschen Lehrsatz im skalaren Fall. Damit erhalten wir

[+ )" -5 = I (5) - e - o -3 (5)

J k
Z ||f€|| ( Hxll) 0.
=0 k k—o0




wobei wir das skalare Resultat und

7= () =3 m) a0 - )

verwendet haben. Mit der Definition von exp(x) zeigt dies schon die Behaup-
tung.

(c) Wegen xy = yz gilt der Binomische Lehrsatz (z+y)* = Ef 0 (k)xjyk‘j;
dies zeigt man wieder genau wie im skalaren Fall, wobei die Voraussetzung
xy = yx wesentlich ist (siehe unten). Ahnlich wie beim Beweis der skalaren
Regel fiir das Cauchyprodukt erhalten wir daraus

(;0;@ @211 l) S Y S ety ()

=0 k+l=j j=n+1k+l=j
k,J<n

mit )
e DN () E S Ry
k'l' 'y 7l g)5Y T Ty
k+l=j5 k=0
und in dhnlicher Weise
I %y
>ty

k+l=j
k,J<n

1 .
< Szl + Qi)

Der zweite Summand auf der rechten Seite von (2) konvergiert fiir n — oo wegen
Z?ZnH(HxH +|lyl)? /4! — 0 also gegen 0, wihrend der erste Summand auf der
rechten Seite von (2) nach Definition gegen exp(z +y) konvergiert. Andererseits
konvergiert die linke Seite von (2) nach den iiblichen Grenzwertsétzen fiir Pro-
duktfolgen (diese gelten natiirlich auch in 4 mit dem iiblichen Beweis) gegen
exp(z) exp(y). Die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit des Grenz-
wertes; dieser Grenzwert stimmt wegen x + y = y + z natiirlich auch mit
exp(y) exp(x) iiberein.

Ohne die Voraussetzung ry = yr muss weder die behauptete Identitéit, noch
die im obigen Beweis verwendete Form des Binomischen Lehrsatzes gelten. Dies
sieht man am einfachsten anhand von geeigneten 2 x 2 Matrizen: Betrachte etwa

(10 /01 (11
T=\o o) YT\o o) *TYT\0 o

=z, yY=0=yz, zy=y, (+y’=z+y.

mit
Insbesondere gilt 2zy # xy + yxr # 2yz, so dass der Binomische Lehrsatz in

obiger Form hier bereits fiir £ = 2 nicht gilt. Mit der Einheitsmatrix 1 sehen
wir weiter

exp(a) = 1+Y | 77 = L+(exp(1) =Dz, exp(e+y) = 1+ (exp(l) = 1)(x+).



sowie
exp(y) =1+,

so dass auch
exp(z) exp(y) # exp(z + y) # exp(y) exp(z).



