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Lösungen für Blatt 03

Aufgabe 1) (a) Sei (fn) eine Cauchyfolge in `p. Nach dem ersten Schritt aus
der Vorlesung gibt es ein f : N0 → K mit fn → f punktweise für n → ∞. Wir
haben noch zu zeigen, dass f ∈ `p und dass fn → f in `p für n→∞.

Sei dazu erneut ε > 0 und Q ∈ N mit ‖fn − fm‖p < ε für m,n ≥ Q. Für
m,n ≥ Q und N ∈ N gilt dann

N∑
j=0

|fn(j)− fm(j)|p ≤ ‖fn − fm‖pp < εp,

und der Grenzübergang m→∞ liefert

N∑
j=0

|fn(j)− f(j)|p ≤ εp für alle n ≥ Q,N ∈ N.

Mit N → ∞ folgt für n ≥ Q wiederum fn − f ∈ `p mit ‖fn − f‖p ≤ ε.
Insbesondere gilt daher fn − f → 0 in `p. Für n ≥ Q haben wir schließlich
f = fn − (fn − f) ∈ `p. Es folgt fn → f in `p, was den Beweis abschließt.

(b) Für f = 0 ∈ `p ist nichts zu zeigen. Sei also f ∈ `p \ {0}, und betrachte
g := f/‖f‖p. Für alle j ∈ N0 gilt dann natürlich

|g(j)| = |f(j)|
‖f‖p

≤ 1.

Dies liefert insbesondere ‖f‖∞/‖f‖p = ‖g‖∞ ≤ 1, was die Behauptung im Falle
q = ∞ zeigt. Für q < ∞ erhalten wir dagegen aus |g(j)| ≤ 1 und p < q
direkt |g(j)|q ≤ |g(j)|p für alle j ∈ N0, und die Reihe über j ∈ N0 liefert
‖g‖qq ≤ ‖g‖pp = 1 < ∞, insbesondere g ∈ `q. Es folgt f = ‖fp‖g ∈ `q und
‖f‖q/‖f‖p = ‖g‖q ≤ 1, was die Behauptung zeigt.

(c) Sei f ∈ `1. Nach Teil (b) gilt dann ‖f‖∞ ≤ ‖f‖p für alle p ≥ 1, also
insbesondere ‖f‖∞ ≤ lim infp→∞‖f‖p. Andererseits erhalten wir für p ≥ 1 mit
Hilfe von |f(j)|p = |f(j)|p−1 · |f(j)| sofort

‖f‖p =

( ∞∑
j=0

|f(j)|p−1 · |f(j)|

)1/p

≤

( ∞∑
j=0

‖f‖p−1
∞ · |f(j)|

)1/p

= ‖f‖1−1/p
∞ · ‖f‖1/p1 −−−→

p→∞
‖f‖∞,

also lim supp→∞‖f‖p ≤ ‖f‖∞. Insgesamt folgt limp→∞‖f‖p = ‖f‖∞.
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Aufgabe 2) (a) Für q =∞ zeigt die Standardabschätzung für Integrale direkt

‖f‖pLp =

∫
Ω

|f |p µ ≤ µ(Ω)‖f‖pL∞ <∞, f ∈ L p(µ),

und damit die Behauptung nach Ziehen der p-ten Wurzel. Sei nun also q <∞.
Dann erfüllen p′ := q/p > 1 und q′ := q/(q−p) > 1 die Relation 1/p′+1/q′ = 1.
Ferner gilt wegen pp′ = q für f ∈ L q(µ) dann |f |p ∈ L p′(µ). Mit 1 ∈ L q′(µ)
(da µ(Ω) <∞) folgt also mit Hölder

‖f‖pLp = ‖|f |p · 1‖L1 ≤ ‖|f |p‖Lp′ · ‖1‖Lq′ = ‖f‖pLq · µ(Ω)1/q′ <∞, f ∈ L q(µ).

Wegen 1/q′ = (q − p)/q = 1 − p/q zeigt dies die Behauptung nach Ziehen der
p-ten Wurzel.

(b) Die Definition von r liefert 1 = (1 − θ)r/p + θr/q = 1/p′ + 1/q′ mit
p′ := p/((1 − θ)r) und q′ := q/(θr). Im Falle von q = ∞ haben wir hierbei
q′ = ∞ und p′ = 1, und falls q < ∞ gilt p′, q′ ∈ (1,∞). In jedem Fall gilt
r ∈ (1,∞), sowie (1 − θ)rp′ = p und θrq′ = q. Für f ∈ L p(µ) ∩L q(µ) folgt
nach Hölder also

‖f‖rLr = ‖|f |r‖L1 = ‖|f |(1−θ)r · |f |θr‖L1

≤ ‖|f |(1−θ)r‖Lp′ · ‖|f |θr‖Lq′ = ‖f‖(1−θ)rLp · ‖f‖θrLq <∞;

man beachte hierbei, dass tatsächlich ‖|f |θr‖Lq′ = ‖f‖θrLq sowohl für q < ∞ als
auch für q =∞. Die Behauptung folgt nun nach Ziehen der r-ten Wurzel.

Aufgabe 3) (a) Wir zeigen zunächst, dass 9 ·9 wohldefiniert ist, d.h. dass der
definierende Ausdruck für 9[x]9 nicht von der Wahl des Repräsentanten der
Äquivalenzklasse [x] abhängt. Seien also x, y ∈ X mit [x] = [y], d.h. wir haben
z := x− y ∈ V . Dann gilt V = z + V (als Mengen) und somit

inf{‖x− u‖ : u ∈ V } = inf{‖x− (z + u)‖ : u ∈ V } = inf{‖y − u‖ : u ∈ V }.

Also ist 9 ·9 in der Tat wohldefiniert.
Es gilt offensichtlich 9[x]9 ≥ 0 für alle [x] ∈ X/V , und wegen 0 ∈ V gilt

0 ≤ 9[0]9 ≤ ‖0‖ = 0, also 9[0]9 = 0. Für λ 6= 0 haben wir ferner λV = V (als
Mengen) und somit

9λ[x]9 = 9[λx]9 = inf{‖λx− v‖ : v ∈ V } = inf{‖λx− λv‖ : v ∈ V } = |λ|9[x]9

für alle [x] ∈ X/V . Es bleibt nur noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien
dazu x, y ∈ X. Zu ε > 0 gibt es dann nach Definition des Infimums u, v ∈ V
mit ‖x− u‖ ≤ 9[x]9 + ε und ‖y − v‖ ≤ 9[y]9 + ε. Mit u+ v ∈ V folgt

9[x] + [y]9 = 9[x+ y]9 ≤ ‖(x+ y)− (u+ v)‖ ≤ ‖x− u‖+ ‖y − v‖
≤ 9[x]9 + 9[y]9 + 2ε.
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Da aber ε > 0 beliebig war, zeigt dies die Dreiecksungleichung für 9 ·9, womit
letzteres tatsächlich eine Halbnorm auf X/V ist.

(b) Sei 0 = 9[x]9 = inf{‖x − v‖ : v ∈ V }. Dann gibt es eine Folge (vk) in
V mit ‖x − vk‖ → 0 für k → ∞. Da V nach Voraussetzung abgeschlossen ist,
gilt dann aber x ∈ V = V , also [x] = [0] = 0 ∈ X/V . Somit ist 9 ·9 dann eine
Norm.

(c) Gemäß Aufgabe 2 von Blatt 2 haben wir zu zeigen, dass jede absolut
konvergente Reihe in X/V konvergiert. Sei also ([xk]) eine Folge in X/V mit∑∞
k=19[xk]9 < ∞. Wir wählen nun für jedes k ∈ N ein Element vk ∈ V mit

‖xk−vk‖ ≤ 9[xk]9+2−k. Dann gilt offensichtlich auch
∑∞
k=1‖xk−vk‖ <∞, und

da X nach Voraussetzung vollständig ist, konvergiert die Reihe
∑∞
k=1(xk − vk)

nach Aufgabe 2 von Blatt 2 inX, d.h. es gibt y ∈ X mit ‖y−
∑n
k=1(xk−vk)‖ → 0

für n→∞. Damit folgt aber auch

9[y]−
n∑
k=1

[xk]9 = 9[y]−
n∑
k=1

[yk]9 = 9[y −
n∑
k=1

yk]9 ≤ ‖y −
n∑
k=1

yk‖ → 0

für n→∞. Die Reihe
∑∞
k=1[xk] konvergiert also in X/V , was zu zeigen war.
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