Funktionalanalysis, SoSe 2023

Losungen fiir Blatt 03

Aufgabe 1) (a) Sei (f,) eine Cauchyfolge in ¢P. Nach dem ersten Schritt aus
der Vorlesung gibt es ein f: Ng — K mit f, — f punktweise fiir n — oco. Wir
haben noch zu zeigen, dass f € /P und dass f, — f in /P fiir n — co.

Sei dazu erneut € > 0 und @ € N mit ||f, — fmllp, < € fur m,n > Q. Fir
m,n > Q und N € N gilt dann

N
Z|fn(3) - fm(])|p < ||fn - meg < Epa
j=0
und der Grenziibergang m — oo liefert
N
Z\fn(]) —fHP <eP firalle n>Q,N e
j=0

Mit N — oo folgt fir n > @ wiederum f, — f € F mit ||f, — fll, < e
Insbesondere gilt daher f, — f — 0 in /P. Fiir n > @ haben wir schlieflich
f=fu—(fn—f) €l Esfolgt f, — f in ¢P, was den Beweis abschliefit.

(b) Fiir f = 0 € P ist nichts zu zeigen. Sei also f € ¢ \ {0}, und betrachte
g := f/||fllp. Fir alle j € Ny gilt dann natiirlich

1)
= =t

Dies liefert insbesondere || f|loo /|| fllp = ll9llcc < 1, was die Behauptung im Falle
q = oo zeigt. Fir ¢ < oo erhalten wir dagegen aus |g(j)] < 1 und p < ¢
direkt |g(5)|? < |g(j)[? fiir alle j € INp, und die Reihe iiber j € Ny liefert
lglld < llgll, = 1 < oo, insbesondere g € £9. Es folgt f = ||f,llg € ¢? und
W flla/ N fllp = llgllqg < 1, was die Behauptung zeigt.

(c) Sei f € £'. Nach Teil (b) gilt dann ||f]|ec < ||f]l, fiir alle p > 1, also
insbesondere || f|loc < liminf, || f|l,. Andererseits erhalten wir fiir p > 1 mit

Hilfe von | f(j)[" = [f(7)[P~" - |f(5)| sofort

oo 1/p
£, = <Zf(j)|”1 - If(j)|>
j=0

l9()]

oo 1/p
< (leflliio_1 - f(j)|> = [IFI5 7 - £ 5o fllee,
=0

also limsup,, , o [[fllp < [[fllcc- Insgesamt folgt limy, o0 [| £l = [|f[]oo-



Aufgabe 2) (a) Fiir ¢ = oo zeigt die Standardabschétzung fiir Integrale direkt

HNZzLWWSMmWWm<w fe L),

und damit die Behauptung nach Ziehen der p-ten Wurzel. Sei nun also ¢ < co.
Dann erfiillen p’ := ¢/p > 1 und ¢’ := ¢/(¢—p) > 1 die Relation 1/p'+1/¢' = 1.
Ferner gilt wegen pp’ = ¢ fiir f € £9(p) dann |f|P € 2P (u). Mit 1 € 27 ()
(da () < 00) folgt also mit Holder

A = I Ll < NPz - 1L g = 111 - YT <00, f € Z9(n).

Wegen 1/¢' = (¢ — p)/q = 1 — p/q zeigt dies die Behauptung nach Ziehen der
p-ten Wurzel.

(b) Die Definition von r liefert 1 = (1 — 0)r/p + 0r/q = 1/p' + 1/¢' mit
p = p/((1 —0)r) und ¢’ := ¢/(fr). Im Falle von ¢ = oo haben wir hierbei
¢ = oo und p’ = 1, und falls ¢ < oo gilt p’',¢ € (1,00). In jedem Fall gilt
r € (1,00), sowie (1 — 0)rp’ = p und Orq’ = q. Fiir f € £LP(u) N L (u) folgt
nach Holder also

LT = Nz = A" £

_ . 1—6 .
< WA s - A N o = AU A1 < o0;

man beachte hierbei, dass tatsichlich |||£]°7|| .o = ||f||%: sowohl fiir ¢ < oo als
auch fiir ¢ = co. Die Behauptung folgt nun nach Ziehen der r-ten Wurzel.

Aufgabe 3) (a) Wir zeigen zunéchst, dass ||| - ||| wohldefiniert ist, d.h. dass der
definierende Ausdruck fiir |[[[z][]| nicht von der Wahl des Représentanten der
Aquivalenzklasse [z] abhéngt. Seien also x,y € X mit [z] = [y], d.h. wir haben

z:=x—y€V.Dann gilt V =2+ V (als Mengen) und somit
inf{llz —ul|: v eV} =inf{||lz - (z+u)||: we V} =inf{|ly —u|: ue V}.

Also ist ||| - ||| in der Tat wohldefiniert.

Es gilt offensichtlich [||[z]|| > O fiir alle [z] € X/V, und wegen 0 € V gilt
0 < |II[OJlII < ]10]| = 0, also |||[0]||| = O. Fiir A # 0 haben wir ferner A\V =V (als
Mengen) und somit

AL = IAZ][F = inf{[[Az —v]|: v € V} = inf{[|Az — Av][: v € V} = [A[]]|[2]]l

fiir alle [x] € X/V. Es bleibt nur noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien
dazu x,y € X. Zu € > 0 gibt es dann nach Definition des Infimums uw,v € V'
mit ||z —ul < [[[z][[ + & und [ly —vl| < [[[y]ll +&. Mit u+v € V folgt

] + [0l = Wz + 91l < G+ ) — ()] < o — | + g — o
< Ml + Mgl + 22



Da aber € > 0 beliebig war, zeigt dies die Dreiecksungleichung fiir ||| - ||, womit
letzteres tatsdchlich eine Halbnorm auf X/V ist.

(b) Sei 0 = |||[z]||| = inf{||]x — v||: v € V}. Dann gibt es eine Folge (vx) in
V mit || — vg|| — 0 fir & — oco. Da V nach Voraussetzung abgeschlossen ist,
gilt dann aber z € V =V, also [z] = [0] = 0 € X/V. Somit ist ||| - ||| dann eine
Norm.

(c) Geméf Aufgabe 2 von Blatt 2 haben wir zu zeigen, dass jede absolut
konvergente Reihe in X/V konvergiert. Sei also ([zy]) eine Folge in X/V mit
> re i llzkl]ll < oo. Wir wihlen nun fiir jedes k& € IN ein Element v, € V mit
|2k —vk|| < |||[zx]]]|+27%. Dann gilt offensichtlich auch Y=, ||zx—vx | < oo, und
da X nach Voraussetzung vollstindig ist, konvergiert die Reihe Y~ | (x5 — vg)
nach Aufgabe 2 von Blatt 2in X, d.h. es gibt y € X mit ||[y—>_7_, (zx—vi)|| = 0
fiir n — co. Damit folgt aber auch

n n n

) = > Tewdlll = W) = D el = Ly = > wlll < lly = > wull =0
k=1

k=1 k=1 k=1

fiir n — co. Die Reihe Y -, [xx] konvergiert also in X/V, was zu zeigen war.



