technische universitat fakultat fur
dortmund mathematik

Matrikel-Nr.:

Name, Vorname:

Klausur — 29.03.2023
Analysis III fiir Lehramt

Wichtige Hinweise:

Tragen Sie Thren Namen und Thre Matrikelnummer lesbar in die dafiir vorgesehenen
Felder oben auf allen Blittern des Bearbeitungsbogens ein.

Jede Aufgabe bitte nur auf dem dafiir vorgesehenen Blatt (Vorder- und Riickseite)
bearbeiten. Wenn der Platz nicht ausreicht, kénnen Sie die angehefteten Zusatzblétter
am Ende der Klausur verwenden. Verweisen Sie auf diese Seiten gut sichtbar, wenn
Sie sie benutzen. Im Zweifel konnen Sie auch die Aufsichtspersonen um weitere Blétter
bitten.

Kontrollieren Sie Thre Klausur zu Beginn bitte auf Vollstdndigkeit und auf ein einwand-
freies Druckbild. Die Klausur besteht aus 5 Aufgaben auf insgesamt 11 Blattern (inkl.
Deckblatt und Zusatzblatter am Ende).

Verwenden Sie einen blauen oder schwarzen Stift, insbesondere keine Bleistifte oder
Rotstifte. Halten Sie Thren Studierendenausweis und einen Lichtbildausweis zur Kon-
trolle bereit.

Alle Rechen- und Beweisschritte miissen nachvollziehbar sein. Fehlende oder unvollstan-
dige Begriindungen kénnen zu Punktabzug fiihren.

Als Hilfsmittel ist nur ein doppelseitig mit Threr eigenen Handschrift beschriebenes DIN
A4 Blatt erlaubt. Elektronische Gerite wie Handys, Taschenrechner oder Ahnliches
sind ausgeschaltet und aufler Reichweite zu verwahren. Jeder Téuschungsversuch fiihrt
zu sofortigem Ausschluss von der Klausur.

Die Bearbeitungszeit betriagt 180 Minuten.

Es gibt insgesamt 50 Punkte. Zum Bestehen der Klausur reichen 25 Punkte.

Viel Erfolg!

Bitte hier nichts eintragen.

Aufgabe 1 2 3 4 5 3 Note

Max. Punkte 18 8 10 8 6 50

Erreichte Punkte
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Aufgabe 1)

(a) (2 Punkte) Geben Sie ein Beispiel einer unbeschrankten messbaren Teilmenge
A C R? mit 0 < A\(A) < co. Gehen Sie hierbei insbesondere auf die Messbarkeit
von A ein.

(b) (2 Punkte) Handelt es sich bei {(y?, zy,z*) € R3: x,y € [-1,1]*} um eine Null-
menge in R3? Begriinden Sie Thre Antwort.

(¢) (1 Punkt) Geben Sie ein Beispiel einer messbaren Menge mit strikt positivem,
endlichen Maf, aber leerem Inneren. (ohne Beweis)
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(d) (1 Punkt) Welches Volumen hat der durch die Vektoren (1,0,0), (1,2,0) und
(—1,1,2) aufgespannte Parallelepiped?

(e) (3 Punkte) Wie berechnet man mit dem Prinzip von Cavalieri das Volumen der
Vollkugel B = {(x,y,2) € R® | 22 + y* + 22 < 1}?

(f) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Linge der Kurve I' = [y] mit v: [0,1] — R?,
2 () = (t,cosh(t)).

(g) (1 Punkt) Ist durch ¥: (0,1)* = R? mit ¥(u,v) = (u+v,uv, —1) eine Parameter-
darstellung eines reguléren Fldchenstiicks gegeben? Begriinden Sie Thre Antwort.
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(h) (3 Punkte) Bestimmen Sie den Wert des Integrals [, f do mit f(z,y,z) = sin(z)=z
und S = {(z,y,cos(z)) | z,y € (0,3)} C R®.

(i) (3 Punkte) Wir betrachten H = {(z,y) € R*: 2> +y? < 4, y > 0} und das
Vektorfeld v: R? — R? mit v(z,y) = (z,y). Die Menge H ist offenbar ein Gebiet
mit stiickweise glattem Rand, und 0H ist bis auf zwei Ausnahmepunkte sogar
glatt. Geben Sie mit Ausnahme dieser zwei Punkte fiir alle ¢ € OH den &ufseren
Einheitsnormalenvektor v(¢q) an OH an (ohne Beweis), und berechnen Sie das In-
tegral [, (v,v) ds einmal nach Definition und einmal mit Hilfe des Integralsatzes
von Gaub.
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Aufgabe 2) (1+ 3+ 4 =8 Punkte)
(a) (1 Punkte) Begriinden Sie, dass die Funktion f: [0,00) — R mit

ft)=e", t>0,
auf [0, 00) Lebesgue-integrierbar ist.

(b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass die Funktion g: R — R mit

@=[ oos(i
xTr) = COS
g om0y NI+ 1

auf ganz R stetig differenzierbar ist und geben Sie die Ableitung ¢’ explizit an.

)e_t/\(dt), z € R,

(c¢) (4 Punkte) Bestimmen Sie den Grenzwert

n t n
lim (1 - —> cos(t) dt.
0

n—oo n

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis das aus Analysis | bekannte Ergebnis verwenden,

dass

t\n t n+1

(1——) g(l— ) fir 0<t<n.
n n—+1
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Aufgabe 3) (5+2+3=10 Punkte)
Sei v = (v1,v9,v3): R® — R? gegeben durch

vi(z) = 23 + 279 + 2113, vo(T) = 271 — T2 + 73, v3(T) = ] + 27073,
wobei jeweils # = (xq, 19, 13) € R3.

(a) (5 Punkte) Begriinden Sie, warum v ein Gradientenvektorfeld ist, und bestimmen
Sie anschlieffend alle Potentiale von v.

(b) (2 Punkte) Die Kurve I = [] sei gegeben durch die Parametrisierung v: [0, 1] —
R3, die die Punkte v(0) := (0,0,0) und (1) := (1,1,1) entlang einer geraden
Strecke verbindet. Berechnen Sie das Integral [.(v,dx).

(¢) (3 Punkte) Berechnen Sie die Integrale [, v ds, & =1,2,3, mit I" aus (b).
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Aufgabe 4) (4+4-8 Punkte)
Sei f: R? — R gegeben durch

f('r7y7z):'zv (x7y7z) G]R’g‘

(a) (4 Punkte) Berechnen Sie das Integral

/ A, M={(v,y,2) eR*: 2* + 9y + 22 <2, 2> 0}.
M

(b) (4 Punkte) Berechnen Sie das Integral

/fda, S={(z,y,2) ER*: 2* + 9 +2* =2, z > 0}.
S
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Aufgabe 5) (6 Punkte)

Berechnen Sie mit Hilfe der Transformationsformel das Integral

/ y? ANdz,dy), M = {(x,y) € (0,00)*: 22 <y < 6z, 1 < zy < 2}.
M
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