Analysis II fiir Lehramt, SoSe 2022

Losungsskizzen fiir Blatt 01

Aufgabe 1) Da die Funktion f nach Voraussetzung beschrénkt ist, ist auch g
wegen g|[q5) = f beschrankt. Sei

M= sup [g(a)].
z€la,b]

Wir zeigen nun, dass g sogar Riemann-integrierbar ist. Dazu geniigt es zu zeigen
(vgl. Analysis I), dass es zu jedem £ > 0 eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b]
gibt derart, dass flir die zugehorigen Ober- und Untersummen Oz(g) und Uz(g)
die Ungleichung Oz(g) —Uz(g) < € gilt. Sei also ¢ > 0. Wir wahlen ¢ € (a,b)
mit

2M - (b—c) <e/2.

Wegen glia,q] = fla,¢ ist g auf [a, ] nach Voraussetzung Riemann-integrierbar,
so dass es eine Zerlegung Z' von [a, ¢] gibt mit Oz (g) — Uz (g9) < £/2. Mit der
Zerlegung Z := Z' U {b} von [a, b] erhalten wir nun einerseits

Oz(g9) = Oz/(g) + (b—c) Sel[lpb] 9(w) < Oz/(g9)+ M- (b—rc)

und andererseits

Uzlg) = Uz (0) + (b= <) inf, g(a) > Uz(g) = M - (b ).

Insgesamt ergibt sich
€ €
0z(9) = Uz(9) < Oz/(9) = Uz (9) +2M - (b—c) < 5 + 5 =e.

Also ist g tatséchlich Riemann-integrierbar.
Es bleibt zu zeigen, dass

d b
Klli}r%)/a f(x)dx:/a g(z) dz.

Dies folgt nun wegen

/adf(x)dx/adg(x)dx/abg(z)dx/dbg(x)dx

fir d € (a,b) aber sofort aus

/d b g(z)dz

b
< < . — .
_/d|g<z>|dx_M (b= d) —>0




Bemerkung. (1) Unter den gegebenen Voraussetzungen handelt es sich bei

f; f(z)dx also nur formal um ein uneigentliches Integral. Durch (beliebiges)
Fortsetzen der Funktion f auf [a,b] 1asst sich dies sofort auf ein herkdmmliches
Riemann-Integral auf [a, b] zuriickfiihren.

(2) Ein einfaches, bereits aus Analysis I bekanntes, Beispiel fiir die hier
diskutierte Situation ist die Funktion f: [0,1) — R, f(z) = sin(1/(1 — z)).

Aufgabe 2) (a). Fiir das erste Integral (iiber [1,00)) verwenden wir Teil (c)
(alt. Teil (a)) von Aufgabe 2) auf Blatt 0 mit f(¢) = t*~le™ und g(¢t) = 1/¢%.
Tatséichlich existiert das uneigentliche Integral [~ 1/t2dt (leicht), und es gilt
limy o0 f(t)/g(t) = lim; o0 t*Tle™t = 0.

Fiir das zweite Integral (iiber (0,1]) kénnen wir direkt ¢*~le=t < ¢*~! fiir
alle ¢t > 0 abschitzen und das Majorantenkriterium verwenden, denn

1
1
/ t* At = —t*
0 X

existiert. Alternativ kann man hier aber natiirlich auch analog mit Teil (¢) von
Aufgabe 2) auf Blatt 0 argumentieren.
(b). Eine partielle Integration liefert direkt

11

0 T

S o S
MNx+1)= / tYe "t dt = —t”e_t‘o + x/ t*“le~tdt = x'(x).
0 0

Insbesondere gilt dann I'(n + 1) = nI'(n) fiir alle n € IN. Ferner gilt nattirlich

oo
ra) = / e tdt = —e_t‘ =1
0 0

Die Identitét T'(n + 1) = n! folgt dann sofort per Induktion.
(¢). Mit der Substitution s = t'/2 € (0, 00) erhalten wir

1 o o0
F(f) :/ =27t dt = 2/ e ds
2 0 0
o0 2 0 2 e 2
:/ e’ ds+/ e’ d5:/ e ® ds.
0 —00 —00

Aufgabe 3) (i). Es gilt [["2%e *dz=T(3)=@B-1)!=2/=2.
(ii). Die Substitution y = 2x fithrt auf

e 1 [ 1 1
—2z —
| eae=g [ evay= gy = ;
Damit haben wir auch [ e 2l*ldz =2 [[“e 2" dz = 1.
(iii). Die Substitution y = 2/ filhrt auf
=1.

/OOO(M(_\/;\/E)dx:/OOOe_ydy:F(l)



(iv). Wir schreiben 27/® = exp(7/8 - Inz) und erhalten mit der Substitution
r=e % (dh. y = —In(z)/8), dass

1 2 oo 2 fe’e)
In“(z) = 64y g, . 2y _
/0 I dz = 8/0 e dy = 512/0 y“e Ydy =512-T'(3) = 1024.

(v). Die Substitution x = e=2¥ (d.h. y = —In(z)/2) fithrt auf

1 oo [e’s}
In(x) / 2y ., / _
dr = -2 — e ¥dy=-4 ye Ydy=—-4-T(2) = —4.
0o VT o €7 0

Ferner erhalten wir mit der Substitution x = ,/y dann auch

Coavg, L[t 1
/Oln(x)dx—2 ; \/gjdy_2 (—4) =-2.

Aufgabe 4) Sei ¢ > limsup,_,., ar+1/ax. Nach Definition von limsup sind
dann alle bis auf endliche viele Glieder agy1/ay kleiner als ¢, d.h. es gibt kg € I
mit agy1/ar < g fir alle k > ko. Umstellen ergibt ag+1 < ag - ¢ fiir alle k > ko,
und eine Induktion nach k (bzw. Iterieren) liefert schlieflich

hokotl = Dho gktl g >

Apy1 < Ak - ¢ e

Nach Ziehen der (k4 1)-ten Wurzel erhalten wir somit

k—o0

. . . ar
limsup {/ax = limsup *+/agy1 < limsup *+/ %g -q=4q.
k—o0 k—o0 q

Da g > limsupy,_, o ak+1/ax beliebig gewahlt war, zeigt dies

. . a
limsup a; < limsup L

k—o0 k—o0 Qg

Ak+1

Die Ungleichung lim infg_, oo < liminfg_ o &ay zeigt man im Falle von

ak
liminfs oo a(’;zl > 0 vollig analog (mit 0 < ¢ < liminfg_, o a(’;zl

klar, falls liminfj_,o %2 = 0. SchlieBlich ist die verbleibende Ungleichung

ag

lim infy o ar < limsup,_,., ax klar nach Definition.

), und sie ist




