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Aufgabe 1) (Eigentliche und uneigentliche Integrale)

Seien −∞ < a < b <∞, und sei f : [a, b)→ R beschränkt derart, dass f |[a,c] für alle c ∈ (a, b)
Riemann-integierbar ist. Sei schließlich g : [a, b]→ R mit g|[a,b) = f .
Zeigen Sie:
Die Funktion g ist Riemann-integrierbar, das uneigentliche Riemann-Integral

∫ b
a f(x) dx exis-

tiert und es gilt ∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
g(x) dx.

Aufgabe 2) (Die Gammafunktion)

(a) Zeigen Sie, dass die beiden (uneigentlichen) Integrale
∫∞
1 tx−1e−t dt und

∫ 1
0 t

x−1e−t dt
für alle x > 0 existieren.

Wir definieren nun die Gammafunktion Γ: (0,∞)→ R durch

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt =

∫ 1

0
tx−1e−t dt+

∫ ∞
1

tx−1e−t dt, x > 0.

Zeigen Sie:

(b) Für alle x > 0 gilt Γ(x+ 1) = xΓ(x). Speziell gilt Γ(n+ 1) = n! für alle n ∈ N.

(c) Es gilt

Γ
(1

2

)
=

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt.

Bemerkungen:

• Wegen (b) kann man die Gammafunktion als Fortsetzung der Fakultät auffassen.

• Mit tiefer gehenden Techniken kann man mit Hilfe der Darstellung aus (c) zeigen, dass
Γ(1/2) =

√
π.

Aufgabe 3) (Einige uneigentliche Integrale)

Bestimmen Sie den Wert der folgenden uneigentlichen Integrale durch zurückführen auf be-
kannte Werte der Gammafunktion aus Aufgabe 2:

(i)
∫∞
0 x2e−x dx

(ii)
∫∞
0 e−2x dx und

∫∞
−∞ e−2|x| dx

(iii)
∫∞
0

exp(−2
√
x)√

x
dx

(iv)
∫ 1
0

ln2(x)

x7/8 dx

(v)
∫ 1
0

ln(x)√
x

dx und
∫ 1
0 ln(x2) dx

bitte wenden



Erinnerung: Ist (ak) eine nach oben (bzw. unten) beschränkte Folge reeller Zahlen, so
existiert der größte (bzw. kleinste) Häufungspunkt lim supk→∞ ak (bzw. lim infk→∞ ak) von
(ak)k∈N.

Aufgabe 4)

Sei (ak)k∈N eine Folge mit ak > 0 für alle k ∈ N derart, dass die Folge (
ak+1

ak
)k∈N beschränkt

ist. Zeigen Sie, dass dann auch die Folge ( k
√
ak)k∈N beschränkt ist und

lim inf
k→∞

ak+1

ak
≤ lim inf

k→∞
k
√
ak ≤ lim sup

k→∞
k
√
ak ≤ lim sup

k→∞

ak+1

ak

gilt.

Hinweis: Man zeige zunächst, dass es zu q > lim supk→∞
ak+1

ak
ein k0 ∈ N gibt mit

k+1
√
ak+1 ≤ k+1

√
ak0
qk0
· q

für alle k ≥ k0.


