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auf das im folgenden unter [A1] oft verwiesen wird.

Erwartungen an Studierende

Spezielle Vorkenntnisse werden von lhnen nicht erwartet. Nitzlich ist aber eine ge-
wisse Vertrautheit mit Grundlagen der Mathematik, wie sie in der Vorlesung Lineare
Algebra vermittelt wird.

Fiir eine erfolgreiche Teilnahme an dieser Lehrveranstaltung wie auch fiir ein erfolgrei-
ches Mathematik-Studium allgemein geniigt es nicht, sich die Vorlesung nur anzuhoren
(und eventuell gleichzeitig im Buch einige Stellen farbig zu unterstreichen).

Unbedingt notig ist aktive Mitarbeit!

Dazu bestehen mehrere Gelegenheiten:

Arbeiten Sie vor!

Arbeiten Sie den Stoff einer Vorlesung bereits vorher durch, etwa anhand des Buches.
Versuchen Sie insbesondere, vor der Lektiire eines Beweises einen solchen selbst zu
finden. Weiter werden regelméflig Probleme formuliert, die erst spdter ohne weiteres
gelost werden konnen (oder auch gelost werden). Ernsthafte Versuche (auch nicht er-
folgreiche), diese Probleme selbst zu losen oder Beweise selbst zu finden, sind fiir deren
wirkliches Verstédndnis sehr hilfreich.

Arbeiten Sie nach!
Arbeiten Sie den Stoff einer Vorlesung anhand Threr Aufzeichnungen, des Buches und
dieser Webseite spéater noch einmal durch.



Kommen Sie zu eigenen Erkenntnissen!

Jede Woche werden einige Ubungsaufgaben gestellt. Versuchen Sie, diese zu lésen,
vielleicht auch in Zusammenarbeit mit anderen Studierenden. Geben Sie Thre Lésun-
gen ab, auch wenn diese unvollstdndig sind oder Sie nicht sicher sind, inwieweit Ihre
Losungen richtig sind. Aufgaben und Losungen werden in den Ubungsgruppen bespro-
chen. Kénnen Sie einmal eine Aufgabe nicht 16sen, so versuchen Sie, Thre Schwierigkeit
dabei genau zu lokalisieren, damit Sie gezielt fragen konnen und die Lésung dann bes-
ser verstehen.

Stellen Sie Fragen!

Bei allen oben vorgeschlagenen Aktivitdten konnen sich Fragen ergeben. Es gibt viele
Gelegenheiten, solche zu stellen: vor und nach einer Vorlesung, in deren Pause, in den
Ubungsgruppen sowie in Sprechstunden.

Vorbemerkungen zur Vorlesung

Im Vergleich zum Analysis-Unterricht in der Schule ist eine Vorlesung an einer Uni-
versitat sicher préziser, griindlicher und abstrakter. Ich bemiihe mich aber, sie im
ersten Semester moglichst konkret und nahe am Schulstoff zu gestalten und schwierige
Begriffe moglichst spéat und behutsam einzufiihren. Dadurch soll die Vorlesung auch
zeigen, wie der Analysis-Unterricht in der Schule aussehen konnte (und vor etwa 50
Jahren idealerweise auch ausgesehen hat, natiirlich ohne vollstandige Beweise).

In dieser Vorlesung wird die Analysis systematisch entwickelt; dadurch wird die Rei-
henfolge der wichtigen Begriffe im Vergleich zu deren historischer Entwicklung in etwa
umgekehrt (vgl. die historischen Bemerkungen in der Einleitung von [A1}). Als Grund-
lage der Analysis dienen einige einleuchtende Eigenschaften der reellen Zahlen, die zu
Beginn der Vorlesung als Aziome formuliert werden; alle anderen Aussagen werden
dann daraus hergeleitet.



I. Reelle Zahlen und konvergente Folgen

Ubersicht iiber den Inhalt von Kapitel I:

1. Elementare Eigenschaften von R

2. Summenformeln und vollstéindige Induktion

3. Der binomische Satz

4. Gleichungen und Abbildungen

5. Sinus und Kosinus

6. Intervallschachtelungen und Vollstdndigkeit der reellen Zahlen
7. Konvergenzbegriff bei Folgen.

8. Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen und Fehlerfortpflanzung bei den arith-
metischen Rechenoperationen
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1 Reelle Zahlen

Lernziele:
o Konzept: Axiomatische Begriindung der Analysis

e Kompetenz: Rechnungen mit Absolutbetrigen

Fragen: 1. Gibt es rationale Losungen der Gleichungen 2> =2, 2" =5, 2% +2+1 =0 oder

22 = —47 Gibt es reelle Losungen dieser Gleichungen ? Warum ?

2. Wie sind die Zahlen 273, 2° 2V3 definiert ?
3. Versuchen Sie, die , Liickenlosigkeit“ von R mdoglichst prézise zu formulieren!

Wir besprechen (vgl. [Al], Abschnitt 1)

e Korperaxiome, die Zahlenmengen N, Z, Q

Anordnungsaxiom

Absolutbetrige: Definition, grundlegende Eigenschaften, Beispiel ([A1], 1.3-1.6)

e Beschrinkte Mengen, Maxima und Minima, Beispiele
e Intervalle
e Unlésbarkeit der Gleichung 2?2 = 2 in Q und ,,Unvollstindigkeit“ von Q

Fragen: Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen beschrénkt sind:
LA={1+5+5+ 4+ |neN},

2.B::{1+2i2+3%+"'+# | n € N} und

3 M:={l+xz+a*+---+2" | neN} fir eine gegebene Zahl x € R.
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2 Summenformeln und vollstindige Induktion

Lernziele:
e Konzepte: Vollstindige Induktion, rekursive Definitionen
e Resultate: geometrische, arithmetische und quadratische Summenformel
e Methoden: Teleskop-Summen, spezielle ,, Tricks“

o Kompetenzen: Anwendungen der Summenformeln,
Durchfiithrung von Beweisen mittels Induktion,
eigene Herleitung von Formeln bzw. Resultaten (schwierig, eher ein Fernziel)

Fragen: 1. Berechnen Sie 1+3, 14+3+5 und 1+3+5+47, leiten Sie eine allgemeine Formel
fiir14+3+---+ (2n —3) + (2n — 1) her und versuchen Sie, diese zu beweisen.

2. Ein Darlehen wird in monatlichen Raten zu 0,3% Zinsen zuriickgezahlt. Wann ist das
Darlehen getilgt, wenn die Tilgung 0,1% bzw. 0,2% bzw. 0,3% pro Monat betrigt ?

Die arithmetische Summenformel nach C.F. GauB lautet (vgl. [A1], S.14):

S k= 1+243++n = inn+1). (1)
k=1

Eine weitere Herleitung der arithmetische Summenformel:

a) Die binomische Formel (z + y)? = 2% + 2zy + y? fiir 2,y € R folgt sofort aus den
Korperaxiomen. Als Spezialfall ergibt sich

(k+1)2—k* = 2k+1 fir ke N. (2)

Diese Formel kann mit Quadraten veranschaulicht werden.

b) Addiert man die Differenzen in (2) tiber £ = 1,...,n, so erhilt man
(n 417 =)+ (0 = (= 1)) 4+ (3 =2) + (2= 1) = (n+1)° 1,

da alle Summanden bis auf den ersten und den letzten sich gegenseitig autheben. Eine
solche Summen nennt man eine , Teleskopsumme. “

c¢) Die Summation der Gleichungen (2) liefert also

(n+1)2-1 = Zn:(2k+1) :Qikjtn und somit
k=1 k=1
2k = n+1)?—=1—-n =n*+n = nn+1).
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Die quadratische Summenformel. Mit einer Variante der obigen Methode be-
rechnen wir nun auch die Summe

Sk = 14224324402
k=1

a) Aus der binomischen Formel fiir dritte Potenzen ergibt sich insbesondere die Formel
(k+1)°—k* = 3k*+3k+1 fir keN. (3)

Diese kann mit Wiirfeln veranschaulicht werden.

b) Wie oben addieren wir nun die Gleichungen (3) iiber & = 1,...,n und erhalten
links wieder eine Teleskopsumme:

m+132-1 = 3 ik2+3 ik+n.
k=1 k=1

c) Mit (1) ergibt sich nach kurzer Rechnung die Formel
Sk = sn(n+1)(2n+1) fir neN. (4)
k=1

Diese verwenden wir spéter zur Berechnung des Fldcheninhalts von Parabelstiicken.

d) Entsprechend kann man auch die Summen hoherer Potenzen nacheinander berech-
nen. Eine ,geschlossene Formel“ unter Verwendung von Bernoulli-Zahlen findet man

in [A1], Abschnitt 41%*.

Die geometrische Summenformel lautet (vgl. [Al], (2.1)):

(1—q)§:qk:1—q"+1 fir g€ R und n € N. (5)

Prinzip der vollstindigen Induktion, vgl. [Al], 2.1 und 2.2.

Beispiele: Induktionsbeweise der arithmetischen Summenformel (1), der geometri-
schen Summenformel (5) und der Dreiecks- Ungleichung

| S ap] € X |a| fiir neN. (6)
k=1 k=1

fiir endlich viele Summanden (vgl. [A1],2.3).

Im Gegensatz zur Herleitung von (1) oder (5) erfordert der Induktionsbeweis von (1)
oder (5) keinen ,Trick®, dafiir aber bereits die Kenntnis des Ergebnisses. Dies gilt
entsprechend auch fiir andere Formeln und Abschétzungen in dieser Vorlesung.

Wohlordnungssatz und Induktionsprinzip, [Al], 2.9 - 2.11.
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Ratenzahlungen. a) Ein Darlehen D werde in monatlichen Raten R = rD zuriick-
gezahlt; meist liegt r zwischen 0,3 % und 0,8 %. Die Rate R = Z + T ist die Summe
aus Zinsen Z und Tilgung T', wobei die Zinsen mittels eines festen Zinssatzes z, z. B.
2 =0,3%, aus dem aktuellen Darlehen berechnet werden.

b) Zunéchst zahlt man Z = zD Zinsen und T'= R — Z = (r — z)D = tD Tilgung.
Danach betrigt das Darlehen nur noch Dy = D —tD . Nach einem Monat zahlt man
Zy = zDy = zD — 2tD Zinsen; die Tilgung betréigt also

Th=R—-27Zy =rD—2zD+2tD = tD +2tD = tD(1+ z).
¢) Nun betriagt das Darlehen nur noch

Dy = Di—Ty =D—tD—-tD(1+z2) = D—tD(2+z);
mit den Zinsen Zy = zD, erhélt man fiir die Tilgung

Ty = R—Zy =71D—2D+2tD(2+2) = tD (14 2z + 2%

= tD(1+2)*.
d) Wir nehmen nun induktiv an, daf§ fiir 1 <k <n —1 nach & Monaten die Tilgung
T, = tD(1+ 2)* (7)

betrégt und dafl das Darlehen nach n Monaten
Dy, = Dp1—Th 1 =Dy o—Th o—T, 1= ...
D_T_Tl__ n72_Tn71
noch positiv ist. Nach (7) und der geometrischen Summenformel ist
n—1 n_
T+Ti+-+Tyq = tD X (1+2)" =D e

k=0
und daraus ergibt sich

D, = D—L(1+42)"-1). (8)
Mit den Zinsen Z, = zD,, ist dann die néchste Tilgung
T. = R—Z,=rD—zD+z2((1+2)"—-1)
= tD+tD((1+2)"—1) = tD(1+ 2)",
d.h. Formel (7) gilt auch fiir n. Folglich sind 7, und D,, durch die Formeln (7) und
(8) fiir alle n € N gegeben, fiir die noch D,, ;1 > 0 gilt.

e) Oft sind Zinssdtze nur fiir etwa 10 Jahre garantiert. Mit z = 0,003 und ¢ = 0,001
hat man gemé&f Formel (8) noch D9y = 0,8558 - D, bei t = 0,002 dagegen Disy =
0,7116 - D und bei t = 0,003 nur D99 = 0,5674- D .

f) Ist der Zinssatz z fir die gesamte Laufzeit des Darlehens fest, so 148t sich mittels
(8) berechnen, wann dieses zuriickgezahlt ist. Fiir z = 0,003 und ¢ = 0,001 etwa ist
n = 462 der maximale Exponent in (8), fiir den D,, > 0 gilt; als letzte Rate mufl
dann noch Dyg = 0,0032 - D gezahlt werden. Diesen Wert von n kann man durch
Ausprobieren finden; einfacher ist dies moglich durch Verwendung des Logarithmus
(spater). Fur ¢ = 0,002 hat man iibrigens n = 305 und fiir ¢ = 0,003 nur n = 231.
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3 Der binomische Satz

Lernziele:
e Resultate: Der binomische Satz, eine Abschéatzung fiir Fakultéten

e Didaktische Kompetenzen: Verwendung und Vermittlung des binomischen Satzes
auf verschiedenen Niveaus

Frage: Ein zu 3% Zinsen pro Jahr angelegtes Kapital vermehrt sich in 12 Jahren um den
Faktor a = 1,03' . Versuchen Sie, eine moglichst gute Naherung fiir a im Kopf zu berechnen.

Binomische Formeln. a) Ausgehend von der bekannten binomischen Formel
(r +y)* = 2* + 20y + y* fiir 7,y € R liefert weiteres Ausmultiplizieren

(@+y)’ = @+ 2ay+y°) (z+y) =2°+ 32"y + 3zy° + ¢/,
(x + y)4 = 2t + 423y + 62%y? + day® + v,
(z+y)° = 2°+ 52ty + 1023y + 102%y° + Say* + o°.

b) Wir mochten fiir n € N eine solche Formel fiir (x + y)" finden. Multipliziert man
die Klammern aus, so erhélt man eine Summe von n-fachen Produkten, wobei aus
jeder Klammer der Faktor z oder der Faktor y zu wahlen ist.

¢) Wahlt man aus jeder Klammer den Faktor x, so erhdlt man den Term z™. Wéhlt
man aus einer Klammer den Faktor y, aus allen anderen aber den Faktor x, so erhélt
man einen Term x" 'y . Dieser tritt genau n mal auf, da es ja genau n Klammern
gibt, aus denen man y wéhlen kann. Entsprechend hat man auch die Summanden y"
und nay™ . Die gesuchte Formel wird also so aussehen:

1

(z+y)" = 2" +na" Tyt oy Yt (1)

wobei ,- - - “ eine Summe von Termen 2" *y* mit 2 <k <n — 2 ist.

d) Fiir x = 1 erhalten wir aus (1) sofort die Bernoullische Ungleichung
(14y)" > 14+ny fir y>0 und neN. (2)
Diese gilt sogar fur y > —2 (vgl. [Al], 4.1).

Die genaue Berechnung der ,+ - - -+ “ in (1) fiihrt zum binomischen Satz unten. Dieser
ist in der Mathematik sehr wichtig, fiir viele Schiiler eher schwierig. Wir verwenden
ihn daher zunéchst sparsam und begniigen uns, wo immer moglich, mit den speziellen
Formeln (1) und (2) sowie eventuell (3) unten.
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Binomialkoeffizienten und Fakultiten. a) Fiir 0 < k < n bezeichnet man die
Anzahl der Terme 2" *y* in (1) als Binomialkoeffizienten (Z) . Offenbar ist (Z) die
Anzahl der moglichen Zichungen von & Exemplaren der Zahl y aus der Menge der n
Klammern.

b) Im Fall £k = 2 gibt es fiir die Wahl des ersten y n Moglichkeiten, fiir die des
zweiten y dann noch n — 1 Maoglichkeiten, insgesamt also n(n — 1) Moglichkeiten
fiir die Ziehung von 2 Exemplaren von y. Hierbei wurde aber jedes Ziehungsergebnis
doppelt gezdihlt, da es ja bei der Ziehung auf die Reihenfolge nicht ankommt. Folglich
gilt (g) = in(n—1), und aus Symmetriegriinden ist auch (ng) = (g) =in(n—1).

c¢) Fiir x = 1 ergibt sich nun aus (1) und b) die folgende Verscharfung der Bernoullische
Ungleichung;:

(I+y)" = 1+ny+yn(n—1)y* fir y>0 und neN. (3)

d) Es ist (46? ) die Anzahl der moglichen Ergebnisse bei der Ziehung der Lottozahlen.
Fiir die Ziehung der 1. Zahl gibt es 49 Maoglichkeiten, fiir die der 2. Zahl dann noch
48 ..., fiir die der 6. Zahl noch 49 — 5 = 44 Moglichkeiten. Jedes solche Ziehungser-
gebnis, etwa {1,2,...,6}, kann aber mit verschiedenen Reihenfolgen erreicht werden,
so dafl die Gesamtzahl an Moglichkeiten, 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44, noch durch die Zahl
der moglichen Anordnungen einer 6 -elementigen Menge dividiert werden muf3.

e) Die Uberlegungen aus d) gelten entsprechend auch allgemein. Fiir 1 < k < n — 1
hat man

(1) = motppe,

wobei im Nenner die Anzahl der moglichen Anordnungen oder Permutationen einer
k -elementigen Menge steht, die mit k! (,k -Fakultdt*) bezeichnet wird.

3.1 Satz. (vgl. [A1], 2.4). Fir die Fakultéten natirlicher Zahlen gilt
nl = [1k=1-2-3n. (4)
k=1

Man setzt noch 0! = 1. Die Fakultédten wachsen mit n sehr schnell an; so gilt z. B.
20=2 3l=6, 4! =24, 5! =120, 6! =720, 7! = 5040,
8! = 40320, ..., 12! = 479001600, 16! = 2,09228...- 103,
30! = 2,65253...-10%2, 100! = 9,33262...-10%7.
Die ezakte Berechnung von n! gemafi (4) ist fiir grofie n selbst fiir leistungsfihige
Computer sehr langwierig. Fiir die Produkte der ersten n natiirlichen Zahlen hat man
keine einfache Formel wie (2.1) im Fall der entsprechenden Summen. In Satz 3.4 zeigen
wir die grobe Abschétzung

(2 < ol < (B)" fiir n>6. ()

Eine etwas bessere Abschitzung findet man in [A1], 6.5. Eine sehr genaue Naherungs-
formel ist die Stirlingsche Formel (vgl. [Al], Abschnitte 36 und 41%), die auch fiir
theoretische Uberlegungen der Analysis wichtig ist.
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Fiir die Binomialkoeffizienten gilt also

(Z) :Wzﬁlk)' neNyg, k=0,...,n. (6)

Fir k € Z mit k <0 oder & > n setzt man noch (Z) =0.
Die Anzahl der Ziehungsmoglichkeiten beim Lotto betrégt also

49 _ 49-48-47-46-45-44 _
(6) = A0A8ATAGASA — 49 . 4746 - 3 - 44 = 13 983 816.

3.2 Satz (Binomischer Satz). Firn € N, x,y € R gilt:

n

(z+y)" = p (Z) gk yk (7)

In [A1], 2.7 wird ein Induktionsbeweis angegeben.

Néherungsrechnungen. a) Fiir 0 <y < 2 und kleine ¢ := £ hat man
(@ +y)" =a"(1+ )"~ 2" (1+ng+ "5 %) ~ 2" (14 ng).

b) Ein zu 3% Zinsen pro Jahr angelegtes Kapital vermehrt sich in 12 Jahren um den
Faktor a = 1,03'2 = 1,42576 . Die Niherungsrechnungen ergeben a ~ 1+ 12-0,03 =
1,36 und a~1+12-0,03+6-11-0,03% =1,4194.

Pascalsches Dreieck erlaubt Veranschaulichung und rekursive Berechnung der Bi-
nomialkoeffizienten, vgl. [A1], 2.6:

() = )+ (), neto k=0 e ©

Eine weitere Herleitung von Satz 3.1 Zur Berechnung der Anzahl (Z) der mogli-
chen Ziehungen von k Zahlen aus der Menge {1,...,n} realisieren wir die ,,Ziehung*
so, dafl nach einer Permutation

a ... ar Qgy1 ... Qp
der Menge {1,...,n} die ersten k Zahlen {ai,...,a;} gezogen werden. Eine andere
Permutation

bi ... by byt ... by

der Menge {1,...,n} liefert genau dann das gleiche Resultat, wenn die Mengen
{a1,...,a;} und {by,..., by} iibereinstimmen; dann stimmen offenbar auch die Men-
gen {agy1,...,a,} und {bgyq,...,b,} iiberein. Die beiden Permutationen diirfen sich
also nur durch eine Vertauschung der Zahlen in der Menge {ay, ..., ax} und eine solche
in der Menge {ag1,...,a,} unterscheiden. Nun gibt es n! Permutationen der Menge
{1,...,n}, und fiir die Vertauschungen innerhalb der beiden Blocke gibt es k! (n—k)!
Moglichkeiten. Folglich gilt (Z) = #’71{), in Ubereinstimmung mit (6).

Wir kommen nun zum Beweis von Abschéitzung (5).
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3.3 Satz. Es gilt 2 < (1+ )" <3 fiir allen € N.

BEWEIS. a) Es ist (1+ %)" > 1+n- = =2 nach der Bernoullischen Ungleichung (2).

b) Mit dem binomischen Satz berechnen wir

1+ = Zw% = y ool onohil L
k=0 k=0 '
n 1
< Zk_ = 1+1+1 —f-ﬁ‘Fm'f‘ 3_n

< 1+1+5+55+535+ 51 < 3
aufgrund der geometrischen Summenformel. <&

3.4 Satz. (vgl. [A1], 4.10): Es gilt Formel (5): (3)" <n! < (3)" firN>n>6.

Fiir n = 100 hat man 1,94033 - 1012 < 9, 33262 - 1057 < 7,88861 - 101
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4 Abbildungen und Gleichungen

Lernziele:

e Konzepte: Abbildungen, Folgen, Gleichungen, abzihlbare und tiberabzahlbare
Mengen

e Resultat: Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar.
e Methode: Diagonal-Abzahlung

e Kompetenzen: Herleitung und Beweis einfacher Aussagen iiber Abbildungen

Frage: Welche Fragen sind fiir das Studium einer Gleichung f(x) =y wichtig?

Definition. Es seien M, N Mengen. Unter einer Abbildung f: M — N von M
nach N versteht man eine Vorschrift, die jedem Element z € M genau ein Element
y = f(z) € N zuordnet.

Beispiele, vgl. [Al], 3.2.

Definitionsbereich und Zielbereich. In obiger Definition heifit M Definitions-
bereich D(f), N Zielbereich Z(f) von f. Zwei Abbildungen f,g werden nur dann
als gleich betrachtet, wenn D(f) = D(g), Z(f) = Z(g) und f(z) = g(z) fir alle
x € D(f) gilt.

Graphen dienen zur Veranschaulichung von Abbildungen, vgl. [A1], 3.3.

Funktionen sind Abbildungen mit Zielbereich R . Fiir Funktionen f, g auf M lassen
sich Summe und Produkt einfach punktweise definieren:

(f+9)(x) := [flx)+g(x), zeM; (1)
(f-9)(x) = [f(x)-g(x), zeM. (2)

Die Menge F(M) aller Funktionen auf M bildet einen Vektorraum, sogar eine
Algebra. Unter der ,punktweise < Beziehung

f<g & VeeM : f(r)<g(x) (3)

wird F(M) ein Verband; die Funktionen | f |, max {f, g} und min {f, g} sind ebenfalls
punktweise definiert. Ein Quotient

(D @) =I5, g #0, (4)

ist nur auf der Menge M\{z € M | g(x) = 0} erklért.
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Maxima und Minima von Funktionen und Beispiele, vgl. [Al], 3.8 - 3.9.
Monotonie von Funktionen und Beispiele, vgl. [A1], 3.10 - 3.11.

Folgen. a) Eine Funktion f : N +— R heifit Folge. Die Funktionswerte a,, := f(n)
heiflen Folgenglieder, und wir schreiben f = (a,). Statt N kann auch etwa Ny De-
finitionsbereich einer Folge sein. Obige Beschrinktheits- und Monotonie- Begriffe sind
natiirlich insbesondere fiir Folgen erklart.

Beispiele. a) Die Folge (a,) = (3n+1) = (4,7,10,13,...) ist monoton wachsend.

b) Die Folge (a,) = (+) = (1,3, 3, ,.--) ist monoton fallend und beschréinkt mit der

unteren Schranke 0 und dem Maximum 1.
c¢) Die Folge (a,) = ((—=1)") = (—1,1,—1,1,...) ist nicht monoton, aber beschrankt
mit dem Minimum —1 und dem Maximum 1.

d) Fiir 0 < ¢ < 1 ist die Folge (a,) = (¢")n>0 = (1,4,4% ¢3,...) monoton fallend und
beschrankt mit der unteren Schranke 0 und dem Maximum 1.

e) Fir 0 < ¢ <1 ist die Folge
(sn) = (kZ_:qu>n20 = (L,1+q¢l4+q+¢%...)

monoton wachsend und hat das Minimum 1. Sie ist auch nach oben beschriankt mit

der oberen Schranke l%q )

f) Fiir 0 < ¢ < 1 betrachten wir die Folge (a,) = (ng") = (q,24¢*,3¢% ...). Da die
Folgen (n) und (¢") sich ,gegenliufig” bewegen, ist nicht sofort klar, wie sich die Pro-
duktfolge (ng™) verhalt. Sie ist jedoch beschrdankt, was man mittels der Bernoullischen
Ungleichung (3.2) einsieht.

Gleichungen. a) Eine wesentliche Motivation fiir die Entwicklung der Mathematik
war und ist die Untersuchung von Gleichungen. Diese konnen mittels einer Abbildung
f M — N so formuliert werden:

flz) =y . ()
Hierbei sind also eine Abbildung f : M — N und y € N gegeben, und Ldsungen
x € M werden gesucht.

b) Die erste Frage ist natiirlich die nach der Existenz einer Losung von Gleichung (5).
Existiert fir alle y € N mindestens eine Losung x € M, so heiit die Abbildung
f:Mw— N surjektiv.

c) Die zweite Frage ist die nach der Eindeutigkeit von Losungen der Gleichung (5),
d.h. ob es vorkommen kann, dafl zu einem y € N zwei verschiedene Losungen x #
von (5) existieren. Ist dies nicht der Fall, so heifit die Abbildung f : M — N injektiv.

d) Abbildungen, die gleichzeitig injektiv und surjektiv sind, heilen bijektiv. In diesem
Fall hat die Gleichung (5) fiir alle y € N genau eine Losung x € M .
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Definition. FEine Abbildung f : M +— N heifit
a) injektiv, falls gilt: Vx,2" € M : f(z) = f(2') = z=2a,

b) surjektiv, falls gilt: Yy e N Iz e M : f(x) =y, und
c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition. Fiir eine bijektive Abbildung f : M +— N wird die Umkehrabbildung
f~': N +— M definiert durch f~!(y) := z, wobei x € M die eindeutige Lésung der
Gleichung (5) f(z) =y fur y € N ist.

Feststellungen (vgl. [Al], 3.15). Es seien M C R und f: M +— R streng monoton
wachsend.

a) Dann ist f injektiv und somit f: M — f(M) sogar bijektiv.
b) Die Umkehrfunktion f~!: f(M) — R ist ebenfalls streng monoton wachsend.

Dies gilt sinngeméfl auch fiir streng monoton fallende Funktionen.
Beispiele, vgl. [Al], 3.16.

Komposition von Abbildungen, vgl. [Al], 3.17 - 3.18.
Michtigkeit von Mengen, vgl. [A1], 3.19 - 3.26 und 3.28.

zum Abbildungsbegriff. FEine Abbildung f : M — N ist durch ihren Graphen
D(f) = {(@.y) v € M, y = f@)} = {(z.f(@) |z € M} € M x N

eindeutig festgelegt. Dieser hat die Eigenschaft
VeeMIyeN : (x,y) €eT(f); (6)

umgekehrt ist jede Teilmenge von M x N mit (6) Graph der Abbildung f : z +— y.
Man identifiziert daher eine Abbildung einfach mit ihrem Graphen und erhélt die
folgende formale

Definition. Eine Abbildung f : M +— N ist eine Teilmenge f C M x N, fiir die (6)
gilt.

Wir werden allerdings weiterhin die mehr intuitive Vorstellung der ersten Definition
beibehalten und f von seinem Graphen I'(f) unterscheiden.
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5 Sinus und Kosinus

Lernziele:

e Konzepte: Die Funktionen Sinus und Kosinus (intuitiv)

o Kompetenzen: Rechnungen mit trigonometrischen Funktionen

Wir beginnen nun mit einer intuitiven Einfiihrung trigonometrischer Funktionen.
Winkel werden stets ,,im Bogenmaf§ gemessen“. Dazu benétigt man die ,Ldnge eines
Kreisbogens“. Dieser Begriff ist sicher sehr anschaulich; seine prézise Fassung ist aber
nicht unkompliziert und verwendet u. a. die Vollstindigkeit von R . Sie wird erst spéter
mit Hilfe der Integralrechnung erfolgen, natiirlich ohne Verwendung vorher erzielter
Erkenntnisse {iber trigonometrische Funktionen.

Sinus und Kosinus. a) In der
elementaren Trigonometrie werden Sinus Yr
und Kosinus eines (orientierten) Winkels
¢ folgendermaflen definiert: Man reali- o
siert ¢ als Winkel zwischen der positiven
x-Achse und einer Strecke von O = (0, 0)
zu einem Punkt P = (z,y) auf der Kreis-
linie S == {(&,n) € R? | &2+n* =1} und
setzt dann (vgl. Abb. 5a)

o
8

Abb. ba
singp:=y, cosp:=x. (1)

Die ,,Grole” eines Winkels wird durch die Konvention festgelegt, dafl ein ,,voller Win-
kel“ 360° betrégt, ein rechter Winkel dann 90° usw. Diese Konvention stammt wahr-
scheinlich aus Babylonien und wurde vermutlich deshalb so getroffen, weil die Zahl
360 nicht zu grof ist und viele ganzzahlige Teiler besitzt.

Bogenmaf3 und Kreiszahl 7. a) In der Analysis mochte man als Definitionsbe-
reich der Funktionen Sinus und Kosinus an Stelle dieser nicht exakt definierten ,, Win-
kel“ reelle Zahlen verwenden. Zu diesem Zweck , mifit man die Winkel im Bogenmafs*,
d.h. man ersetzt einen Winkel ¢ durch die dazu ,,offenbar®“ proportionale Ldnge s des
Kreisbogens Sp zwischen den Punkten @ := (1,0) und P = (z,y). Die Lénge eines
Halbkreises S(_1 ) wird als Kreiszahl 7 bezeichnet; die Linge 27 der Kreislinie S
entspricht dann dem ,,vollen Winkel“ von 360° .

b) Beachten Sie bitte, dafl die ,Ldnge eines Kreisbogens“ zwar sehr anschaulich sein
mag, aber noch nicht exakt definiert wurde. Naherungen fiir die irrationale Zahl 7

(vgl. ??) konstruieren wir in 8 und in 17. Bessere Néherungsverfahren (vgl. dazu etwa
[A1], Abschnitt 30*) liefern

m = 3,141592653589793238462643383279502884197 . . . .
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Periodische Fortsetzung. Durch mehrfaches Umlaufen der Kreislinie, auch in ne-
gativer Richtung (d.h. im Uhrzeigersinn), kann man beliebige reelle Winkel bzw. Bo-
genldngen erhalten. Wie setzen daher

sin(s+27k) = sins und cos(s+27k) = coss fir s € [0,27] und k€ Z. (2)

Die Funktionen Sinus und Kosinus (vgl. Abb. 5b) sind dann 27 -periodisch auf R, d. h.
es gilt

sin(s 4+ 27) = sins, cos(s+2m) = coss, s€R. (3)
1 A =T
0.5 - i
—0.5 A\ s
1 L \ el el \
-3 —27 —T 0 ™ 2m 3m

Abb. 5b: Sinus und Kosinus (gepunktet)

Weitere Eigenschaften. a) Nach Konstruktion gilt offenbar

sins +cos’s = 1 fiir s €R, (4)
insbesondere also

| sins|, |coss| <1 fir seR. (5)
b) Es ist Sinus eine ungerade Funktion, Kosinus eine gerade Funktion, d.h. man hat

sin(—s) = —sins, cos(—s) = coss, s€R. (6)
¢) Den Definitionen und Abb. 5a entnimmt man leicht

sin(s —§) = —coss, cos(s—%) = sins, seR, (7)

d.h. die Graphen von Sinus bzw. Kosinus gehen durch Verschiebung um £7 ausein-
ander hervor (vgl. Abb. 5b).

5.1 Satz. Fiir Sinus und Kosinus gelten die Funktionalgleichungen

sin(s+1t) = sinscost + cosssint, s,teR, (8)

cos(s+1t) = cosscost — sinssint, s,teR. 9)

Diese sind fiir Rechnungen mit trigonometrischen Funktionen grundlegend; natiirlich
ist (7) ein Spezialfall von (8) und (9). Wir geben hier zunéchst eine , geometrische
Begriindung*® fiir den Fall 0 < s,# und s +¢ < 7. Ein exakter Beweis ist natiirlich
erst nach einer exakten Definition von Sinus und Kosinus moglich, kann dann aber
mit Hilfe der Differential- und Integralrechnung recht leicht gefiihrt werden.
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6 Wurzeln und Intervallschachtelungen

Lernziele:
e Konzepte: Vollstindigkeit von R, monotone Nullfolgen

e Resultate: Existenz von Quadratwurzeln positiver reeller Zahlen,
Die Menge R der reellen Zahlen ist {iberabzéhlbar.

e Methode: Intervallhalbierungsverfahren

Frage: Finden Sie eine rationale Zahl ¢ > 0 mit |¢* — 2| < 1078

Die FEuxistenz von Quadratwurzeln wird durch den Satz des Pythagoras nahegelegt,
allerdings ist die Gleichung 22 = 2 in Q unlésbar. Allgemeiner gilt:

6.1 Satz. Firm € N und a € N st jede rationale Losung der Gleichung ™ = a
eine ganze Zahl.

BEwWEIS. Man kann x > 0 annehmen und z = g € Q als einen gekiirzten Bruch mit
p,q € N schreiben. Aus 2™ = a folgt dann p™ = aq¢™, und ¢ ist ein Teiler von p™ .
Da aber p und q teilerfremd sind, ist dies nur fiir ¢ = 1 moglich. &

Intervallhalbierungsverfahren. a) Es sei eine reelle Zahl ¢ > 0 gegeben, z.B.
¢ = 2. Man wihlt Zahlen 0 < ag < by mit af < ¢ < b2 und betrachet das kompakte
Intervall Jy := [ag, bp] . Im Fall ¢ > 1 kann man etwa ag = 1, by = ¢ wihlen, im Fall
c<1letwaay=0,by=1.

b) Nun betrachtet man den Mittelpunkt mg := 3 (ag+bo) von Jy. Ist m3 = ¢, so ist ei-
ne Wurzel von ¢ gefunden. Fiir m2 > ¢ bzw. mg < ¢ definiert man J; := [ag, mq] bzw.
Ji = [mo, by] . Fiir J; =: [ay, b1 gilt dann J; C Jo, [ Ji|=2%]Jo| und af <c < 7.

¢) Man wendet die Uberlegungen aus b) auf J; statt Jy an und fihrt rekursiv ent-
sprechend fort. Das Verfahren bricht ab, oder man erhilt eine Intervallschachtelung,
d. h. eine Folge

JID2h2D..DJ DI D (1)

kompakter Intervalle J,, = [a,,b,] mit a2 < ¢ < b2 und | J,| = 27| Jy| fiir alle
n e NO .
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d) Fiir ¢ =2 und Jy = [1, 2] beispielsweise erhélt man folgende Werte:

n ay, by,

1 1 1.5

2 1,25 1,5

3 1,375 1,5

4 1,375 1,4375

5 1,40625 1,4375

6 1,40625 1,421875

e) Das Intervallhalbierungsverfahren liefert auch Naherungslosungen fiir m -te Wurzeln
und kann auch in wesentlich allgemeineren Situationen benutzt werden.

In (1) hat man also eine absteigende Folge kompakter Intervalle, deren Léngen in
jedem Schritt halbiert werden. Da die reellen Zahlen die Zahlengerade ,vollstindig
ausfiillen“, also keine ,,Liicken“ besitzen sollen, sollte es genau eine reelle Zahl x € R
geben, die in allen Intervallen .J,, enthalten ist, und fiir diese sollte dann 2% = ¢ gelten.

Diese Vollstandigkeit oder , Liickenlosigkeit® der Zahlengeraden wird nun durch fol-
gendes Axiom fiir R préazisiert:

Axiom I (Intervallschachtelungsprinzip)

Es sei (J,, = [ay, by]) eine Folge kompakter Intervalle mit (1)
1D JD... DD Jp1 D, .
Dann existiert eine Zahl x € R mit x € J, fiir alle n € N.

Wir untersuchen nun, wann es nur eine einzige solche Zahl gibt. Die Intervalléingen

l, == | J,| bilden eine monoton fallende Folge. Gibt es nun zwei verschiedene Zahlen
im Durchschnitt der Intervalle J,, , etwa x < y, so gilt mit € := y—z > 0 die Aussage
de>0VneN: {,>c¢. (2)

Die Negation von (2) impliziert also, daB es genau eine Zahl im Durchschnitt der
Intervalle J,, gibt. Dies liefert den folgenden wichtigen Begriff:

Definition. FEine monoton fallende Folge (£,) positiver Zahlen heifst Nullfolge, falls
folgendes gilt:

Ve>0dneN : (,<e. (3)

Man schreibt dann nh_)rglo l, =0 odert, —0.

Bedingung (3) bedeutet also, dafl es zu jeder noch so kleinen, aber positiven Zahl
€ > 0 einen Index n € N gibt, fiir den 0 < 7, < ¢ ist. Wegen der Monotonie der
Folge gilt dann sogar 0 < ¢, < ¢ fiir alle Indizes m > n. Aus Axiom I ergibt sich nun
sofort:
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6.2 Satz (Intervallschachtelungsprinzip). FEs sei (J,, := [ay,, b,]) eine Folge kom-
pakter Intervalle mit

JIQJQQQJnQJnJrlQ
und | J, | = 0. Dann existiert genau eine Zahl x € R mit x € J,, fir allen € N.

Nun miissen wir klaren, welche Folgen wirklich Nullfolgen sind; insbesondere sollte
dies fiir die Folgen | J,,| = 27"| Jo| der Fall sein, die sich mittels Intervallhalbierungen
ergeben. Es gilt n < 2™ und somit 27" < % fiir alle n € N; dies ergibt sich sofort
induktiv oder auch aus der Bernoullischen Ungleichung (3.2). Fiir zunéchst | Jy| < 1
reicht es daher, % — 0 zu zeigen. Fiir diese Folge ist (3) dquivalent zu

Ve>03dneN: t<e

oder, mit C' = %, zZu

VC>0dneN : n>C.

Es gilt also % — 0 genau dann, wenn N wunbeschrdnkt ist. Wegen £ < p + 1 fiir

p,q € N hat N sicher keine obere Schranke in QQ, doch 14t sich mit H(illfe der bisheri-
gen Axiome nicht beweisen, daf§ es auch in R keine solche obere Schranke gibt, daf} es
also in R keine ,unendlich groffen Zahlen* (und auch keine ,unendlich kleinen Zah-
len*) gibt. Es wird daher als letztes Axiom fiir R das Aziom des Archimedes postuliert:

Axiom A N st unbeschrdnkt.
Damit ist dann also (£) wirklich eine Nullfolge.

Bemerkung: Prézise Definitionen wie (3) fiir Grenzprozesse wurden erst im 19. Jahrhundert
von K. Weierstral3 eingefiihrt. Zuvor waren intuitive Argumente mit ,unendlich kleinen*
und ,unendlich grofien Zahlen“ iiblich. Im Jahre 1960 konstruierte A. Robinson einen Er-
weiterungskorper *R von R, in dem die Kérperaxiome, das Anordnungsaxiom und Axiom I
gelten, nicht aber Axiom A, der also auch ,unendlich kleine“ und ,unendlich grofe Zahlen*
enthélt. Im Rahmen der darauf basierenden ,Non-Standard Analysis“ sind viele der histo-
rischen intuitiven Argumente tatséchlich giiltig; nach meiner Meinung ist die Non-Standard
Analysis wegen der doch komplizierten Konstruktion von *R fiir eine Anfingervorlesung
(und erst recht fiir den Schulunterricht) allerdings nicht geeignet.

6.3 Feststellung. F sei ({,) eine monoton fallende Folge positiver Zahlen mit
3C>0VneN:0<(,<C-1. (4)
Dann ist (£,) eine Nullfolge.

BEWEIS. Zu € > 0 gibt es nach Axiom A einen Index n € N mit n > g . Dann folgt
sofort ¢, < C - % < ¢ fiir dieses n. &
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Quadratwurzeln. a) Es sei eine reelle Zahl ¢ > 0 gegeben. Das obige Intervallhal-
bierungsverfahren liefert eine Folge kompakter Intervalle J,, = [a,,, b,] mit a? < ¢ < b?
und | J, | = 27" | Jo| fiir alle n € Ng. Wegen 27" | Jo| < | Jo|- = gilt | J, | — 0 nach
Feststellung 1, und nach Satz 6.2 gibt es genau eine Zahl z € R mit a, <z <'b,, fiir
allen € N.

b) Auch die Intervalle I,, := [a?,b2] bilden eine Intervallschachtelung, und offenbar

n’-n

liegen sowohl 22 wie auch ¢ im Durchschnitt aller I,, . Wegen

b2 —a2 = (bn+ay)(by—a,) < 2bi|J,| < 201 ] Jo) 2

n — On

gilt auch | I, | — 0. Folglich kann nur eine Zahl im Durchschnitt aller ,, liegen, und
das impliziert nun z? = ¢. Wir haben somit gezeigt:

6.4 Satz. Zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl x > 0
mit x*> = c. Diese heiffit Quadratwurzel, kurz Wurzel von ¢, Notation: x = \/c.

BEWEIS. Die Existenz der Quadratwurzel haben wir schon bewiesen. Diese ist eindeu-
tig, da aus 0 < z < y sofort 2% < y? folgt. <&

Wurzelfunktion. Die Potenzfunktion p : [0,00) — [0,00), 2 + 22, ist also bijek-
tiv. Thre Umkehrfunktion ist die auf [0,00) definierte Wurzelfunktion we : x +— /.
Nach Feststellung b) in Abschnitt 4 (vgl. [A1], 3.15) ist auch die Wurzelfunktion streng
monoton wachsend.

Die mittels des Intervallhalbierungsverfahrens konstruierten Naherungen streben recht
langsam gegen /c. Im nichsten Abschnitt wird ein wesentlich schneller konvergentes
Verfahren zur Berechnung von Wurzeln vorgestellt.

Quadratische Gleichungen ax?+ bz +c =0 mit a # 0 kénnen mittels Division
durch a in die Form

4+ 2pr+q =0 (5)
gebracht werden. Wegen
4+ 2r+qg =0 & (r+p? = p*—q

ist (5) genau dann in R 16sbar, wenn p®> > ¢ ist. Die beiden Lésungen sind dann
gegeben durch

Ty = —pE\/p*—q; (6)

im Fall p? = ¢ fallen sie zu einer Losung zusammen. Man hat

Ty+2r- = —2p und -2 = q, (7)
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und daraus ergibt sich die Faktorisierung
P+ 2pr+q = (r—a.)(v—x_) firalle 2 €R. (8)

Die Unlésbarkeit etwa der Gleichung 22 +1 =0 in R gibt Anlafl zur Erweiterung der
Zahlengeraden R zur Zahlenebene C der komplexen Zahlen.

Nach Satz 6.1 gilt v2 € R\Q. Aus der Vollstindigkeit von R wird nun die Existenz
von weit mehr irrationalen Zahlen gefolgert:

6.5 Satz. (vgl. [A1], 6.21). Jedes offene Intervall ) # 1 C R ist iiberabzéhlbar.

Insbesondere ist R selbst iiberabzéhlbar. Da I N Q abzdhlbar ist, muf§ auch I\Q
iiberabzahlbar sein. Es gibt also ,mehr* irrationale als rationale Zahlen. Jedes offene
Intervall enthélt irrationale Zahlen, diese ,liegen“ also ,dicht“ in R. Dies gilt auch
fiir die rationalen Zahlen:

6.6 Feststellung. (vgl. [A1], 6.22). Zu x € R gibt es genau eine ganze Zahl m € 7
mit m <z <m+ 1, die GauB-Klammer m =: [z] von z.

6.7 Satz. (vgl. [A1], 6.23). Jedes offene Intervall (a,b) C R enthdlt sowohl rationale
als auch irrationale Zahlen.
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7 Konvergente Folgen

Lernziele:

o Konzepte: Grenzwertbegriff bei Folgen,
Wachstumsgeschwindigkeit von Folgen

e Resultat: Monotone beschrankte Folgen sind konvergent.

e Methoden: Heron-Verfahren,
Erweiterung von Differenzen von Quadratwurzeln

e Kompetenzen: Herleitung und Beweis einfacher Aussagen iiber Folgen,
Bestimmung von Grenzwerten

Konvergenz von Folgen. a) Wir wollen nun den im letzten Abschnitt im Hinblick
auf Intervallschachtelungen definierten Begriff der Nullfolge auch auf nicht monotone
Folgen erweitern. Dazu mufl Bedingung (6.3)

Ve>0dneN : [, <e.
abgedndert werden; sie wird ja z. B. von der Folge

1 1 1 1 1
15 29 ]-7 3 15 4 15 5 ]-7 FRAR

erfiillt, die aber offenbar keine Nullfolge ist. Im Fall einer monoton fallenden Folge
positiver Zahlen impliziert ¢,, < ¢ fiir einen Index ny € N sogar ¢, < ¢ fiir alle
Indizes n > ng. Fir eine beliebige Folge (a,) positiver Zahlen mufl diese Eigenschaft
einfach zusétzlich gefordert werden:

Ve>0dnoeNVn>ng : a, <c¢.

b) Eine Folge (a,) in R, die positive und negative Werte annehmen kann, heifit
Nullfolge, falls (] a,,|) eine Nullfolge ist, falls also gilt:

Ve>03dnoeNVn>ng @ |a,|<ce. (1)

c¢) SchlieBlich heifit eine Folge (a,) in R konvergent gegen einen Grenzwert oder Limes
a € R, falls (a,, — a) eine Nullfolge ist:

Definition. Fine Folge (a,) in R heifst konvergent gegen einen Grenzwert oder
Limes a € R, falls folgendes gilt:

Ve>03dnyeNVn>ny : |a,—a|<e. (2)
Man schreibt a = T}Lrgoan oder a, — a.

Nicht konvergente Folgen heiffen divergent.
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Die Konvergenz a,, — a bedeutet also, dafi fiir jedes gegebene ¢ > 0 ab einem gewissen
Index ny € N alle Folgenglieder in dem Intervall mit Lénge 2¢ um a liegen miissen.
Der Index ng = no(¢) € N héngt natiirlich von € (und von der Folge) ab.

7.1 Beispiele. a) Aufgrund von Axiom A gilt % — 0. Weiter hat man auch ﬁ — 0.
b) Die Folge ((—1)") ist divergent: Fiir jedes a € R gilt ja |a — (—1)"| > 1 fur alle

geraden oder fiir alle ungeraden n .

7.2 Feststellung. (vgl. [A1], 5.3). Eine Folge (a,) in R hat hochstens einen Grenz-
wert.

7.3 Feststellung. a) Fs seien (c,,) eine Folge in R und c € R. Es gebe eine Nullfolge
(a,) und eine Konstante C' >0 mit

dngeNVn>ng : |en—c| < Clay|. (3)
Dann folgt T}Lngocn:c.

b) Es seien (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrinkte Folge. Dann ist auch (a,-b,)
eine Nullfolge.

BEWEIS. a) Zu ¢ > 0 gibt es n; € N mit [a, | < & fiir alle n > ny. Fiir n > ny :=
max {ng,n1} € N gilt dann | ¢, —c¢| < Cla, | <e.

b) Es gibt C' > 0 mit | b, | < C fir alle n € N. Daher ist |a,b, | < C'|a,| fiir alle
n € N, und die Behauptung folgt sofort aus a). <&

7.4 Beispiele. a) Fiur k € N gilt 0 < n—l,c < % fiir allen € N, also & — 0.

n

b) Man hat |3+ (—1)"| < 4 fiir alle n € N; folglich gilt W —0.
¢) Zu einer Intervallschachtelung (J, = [an,b,]) kompakter Intervalle gibt es nach

Axiom I eine reelle Zahle x € R mit x € J, fiir alle n € N. Offenbar ist dann stets
|z —a,| <|Jn| =b,—a, und auch | b, —z | <|J,|; gilt also | J,,| — 0, so hat man

r = lima, = limb,. (4)
n—oo n—o0

Insbesondere folgt die Eindeutigkeitsaussage von Satz 5.2 auch aus Feststellung 7.2.

d) Aufgrund von Satz 5.5 gibt es zu jeder reellen Zahl z € R Folgen (r,) in Q und
(sp) in R\Q mit 7, - 2 und s, — .

7.5 Feststellung. (vgl. [A1], 5.6). Konvergente Folgen a, — a sind beschrinkt.

7.6 Beispiele. a) Die Umkehrung von Feststellung 7.5 gilt natiirlich nicht, wie etwa
das Beispiel (a,) = ((—1)") zeigt. Ein anderes Beispiel ist die Folge (sinn), die
zwischen —1 und 1 in uniibersichtlicher Weise oszilliert. Man kann zeigen, dafl die
Folgenglieder jeder Zahl x € [—1,1] ,beliebig nahe kommen®, d.h. zu jeder Zahl
x€[-1,1] und e >0 gibt esn € N mit |z —sinn| < e (vgl. dazu [Al], Satz 7.5%).
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b) Nach Axiom A ist die Folge (n) unbeschrankt, also divergent. Dies gilt etwa auch
fiir die Folgen ((—1)"-n), (n?) oder (n® —5n cosn).

¢) Auch die Folge (a,, := y/n) ist unbeschrinkt. Trotzdem gilt fiir die Differenzen der
Folgenglieder

1) — 1
(n+1)—n <

Vn+l4yn = 2yn

Bemerkung: In Beispiel 3 c) wurde eine Differenz \/A—+/B als Bruch mit Nenner 1 aufgefaBt
und mit VA+ VB erweitert“. Dieser Trick ist auch in édhnlichen Situationen niitzlich, z. B.
im Beweis von Satz 7.12 unten.

0< a1 —ap = Vn+1—+yn =

— 0.

7.7 Beispiele. a) Fiir ¢ € R betrachten wir die Folge (¢"). Fir ¢ =1 gilt ¢" — 1,
fir ¢ = —1 ist (¢") = ((—1)") divergent. Fiir |g| > 1 schreibt man |¢| =1+ h mit
h > 0. Es folgt |¢"| = |¢|" > 1+ nh nach der Bernoullischen Ungleichung (3.2);
(¢") ist also unbeschrankt und somit divergent.

b) Fiir | ¢| < 1 ist, wiederum nach der Bernoullischen Ungleichung, die Folge (n - ¢")
beschrankt (vgl. Beispiel f) auf S. 11). Aufgrund von Feststellung 7.3b) ist daher
(¢") = (n-q")- (%) eine Nullfolge.

¢) Allgemeiner wird nun induktiv gezeigt, dafl die Folge (n* ¢") fiir alle k& € Ny und
q € (—1,1) beschriankt ist:

Fiir £ = 0 ist dies klar, fiir £ = 1 nach b) richtig. Nun gelte die Behauptung fiir ein
k€ N, und es sei ¢ € (—1,1) gegeben. Wir wihlen » € R mit |¢| <r < 1, z B.

ro= MTH, und setzen p := . Dann gilt auch p € (—1,1), und es ist ¢ = p - r.
Wegen
nkJrl qn — (n Tn) . (nkpn>

ist dann auch (n**1¢") als Produkt zweier beschrinkter Folgen beschriinkt.

d) Fiir k € Ny und ¢ € (—1,1) ist also die Folge (n**1¢") beschriinkt; nach Fest-
stellung 7.3b) ist daher (n*q¢") = (n¥™¢") - (£) eine Nullfolge. Wir haben somit
bewiesen:

VkeNgVge (~1,1) : limn*-¢" = 0. (5)

e) Fur alle a € R gilt lim @ = 0. Zum Beweis wihlt man ¢ € N mit ¢ > |a| und
erhalt fiir alle n > £:

1 2 P2 R o) o < oy 0.

45 |
Aussage (5) bedeutet, daB fiir jede Zahl @ > 1 und jede Potenz k € N | die Folge (a")
schneller gegen oo strebt als die Folge (n*) ; in der Tat gilt ja Z—: — 0. Nach Beispiel
4e) ,strebt die Folge (n!) noch schneller gegen oo. “ Diese bequeme Sprechweise fiir
gewisse divergente Folgen prézisieren wir so:
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Definition. a) Eine Folge (a,) C R strebt gegen +oo, falls a, > 0 ab einem
ng € N ist und i — 0 gilt. Ist dies der Fall, so schreiben wir a, — +0o0.

b) Eine Folge (a,) C R strebt gegen —oo, Notation a, — —oo, falls die Folge (—ay,)
gegen 400 strebt.

Die Symbole +oco sind keine reellen Zahlen. Manchmal ist es jedoch bequem, R
durch sie zur Menge

R:= R U {+o0,—00} (6)
zu erweitern. Dann sollen einige einleuchtende Regeln gelten, etwa

—o0 < x <400, rTEoo==F00, i:O fir x € R,
+oo

r-too=+d00 flirex >0, x-+too=Foo firz<0.

Beachten Sie, daf} einige Ausdriicke, wie etwa 0 - o0, 22, 1% oder oo — oo nicht

)
definiert sind.

Wachstumsgeschwindigkeit von Folgen. Es ist fiir die Analysis sehr wichtig, die
Wachstumsgeschwindigkeit von Folgen a,, — 400 zu erfassen. Eine Folge (b,) strebt
schneller gegen +oo als (a,), falls e — 0 gilt. In der folgenden Liste strebt jede
Folge schneller nach +o00 als die vorhergehende:

a) (n*), keN; b) (@), a>1; ¢ (n)); d) (n"); e) 2.

Die beiden ersten Behauptungen gelten aufgrund obiger Beispiele 7.7. Weiter hat man
offenbar % =1.2...0 <1 sowie 2’%: (%) < 5= — 0 nach (5).

Konvergenz ist mit den algebraischen Operationen vertrdglich (vgl. [Al], 5.8):
7.8 Satz. Es seien (a,), (b,) Folgen mit lim a, =a und lim b, =b.

a) Dann folgt nll_)rglo(an +b,) =a+b und nh_)nc}o(an “by)=a-b.

b) Fiir b # 0 ist auch b, # 0 fir groffe n, und es gilt nlim o — &

—co bn b

7.9 Beispiele. a) Zur Berechnung eines Grenzwertes von Briichen kiirzt man durch
den am schnellsten gegen oo strebenden Term:

2-nyi+3n® _ o gt3 0-043 3
dn+Tm2 247 0+7 7
o —an 48 n(5) -+ 0-040
2n — 3" B > o—-1

7" sinn + 5n! (L)"sinn+5% 0+0

= — = 0.
n" + n3 14+ n3—n 14+0
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b) Im Fall @ = b = 0 kann keine allgemeine Aussage iiber das Verhalten der Quotienten
anf, - gemacht werden. Als Beispiel diene etwa b, = 1,2 — 0. Fir a, = Y3 gilt
anfy, = 1 — 0, fiir a, = ¢/p2 gilt anf, = ¢ — ¢, und fir a, = 1, ist (ap, = n)
divergent.

Unendliche Reihen. a) Wegen ¢" — 0 fiir |¢| < 1 und Satz 7.8 ergibt sich aus
der geometrischen Summenformel (2.5) die wichtige Aussage
1iqn+1

kgoqk:: lim > ¢ = lim 5 = fq, lq| < 1. (7)

n—00 p—q n—r00 —-q

Die ,, Aufsummierung unendlich vieler positiver Zahlen* liefert hier also einen endlichen

Wert, die Summe der geometrischen Reihe Y. q*.
k=0

b) Fiir eine Folge (ax) in R betrachtet man die unendliche Reihe, kurz: Reihe

Yoap = aptaxtaz+---. (8)
k>1
Diese heifit konvergent, falls die Folge der Partialsummen (s, = i ar) konvergiert.
k=1

In diesem Fall heifit

ioj ap:= s:= lim s, (9)

k=1 n—oo

die Summe der Reihe. Nicht konvergente Reihen heiflen divergent. Unendliche Reihen
behandeln wir spéater ausfiihrlich.

7.10 Feststellung. (vgl. [A1], 5.4). Fir die Folgen (a,), (b,), (¢,) in R gelte

dngeNVn>ng: a,<c,<b, . (10)
Aus lim a, = lim b, = c¢ folgt dann auch lim ¢, = c.
n—oo n—oo n—oo

Beachten Sie bitte, dal die Folgen in Feststellung 7.10 nicht monoton sein miissen.

Konvergenz ist auch mit Absolutbetrag und Ordnung auf R wvertraglich:

7.11 Feststellung. (vgl. [A1], 5.10). a) Aus a,, — a folgt stets auch |a, | — |a].

b) Es seien (ay,), (b,) Folgen mit a, <b, ab einemng € N. Ausa, — a undb, — b
folgt dann a <.

Das Beispiel a,, := —% < b, = —I—% zeigt, dafl Aussage b) fiir ,< “ nicht richtig ist.

7.12 Satz. (vgl. [A1], 6.18). Es sei (a,) > 0 eine konvergente Folge und lim a, =a.
Dann folgt auch lim \/a, = Va.
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7.13 Beispiele. a) Wie in Beispiel 7.1b) folgt aus % — 0 auch ﬁ —0.
b) Man hat % = \/%+4—> VO+4=2.

n* 4+ 3n? — nt 3 3 3
¢) Vni+3n2—n?= = — =_,
) Vot +3n? 40?2 143 41 Vi41l 2

Fiir eine Intervallschachtelung (J,, = [ay, b,]) mit b, —a,, — 0 existiert der Grenzwert
lim a, (vgl. Beispiel 7.4 ¢)). Offenbar ist die Folge (a,,) monoton wachsend und nach

oben beschrdnkt (durch jede Zahl b, ). Diese Eigenschaft allein impliziert bereits die
Existenz des Grenzwerts:

7.14 Theorem. Monotone beschrinkte Folgen sind konvergent.
BEWEIS. a) Es sei (a,) monoton wachsend und beschrankt. Mit
S:={seR|VneN: a,<s}

wird die Menge aller oberen Schranken der Folge (a,) bezeichnet.

b) Wir wihlen by € S und a € R mit a < a;; mit d := by — a ist dann by —d = a,
also by —d € S'.

c) Es seien bereits Zahlen by > ... > b,_; in S konstruiert, so dal by — 27kd ¢ S fiir
0 <k<mn-—1 git. Wir setzen dann b, := b, — 27" d, falls diese Zahl in S liegt,
andernfalls b, := b, 1. In jedem Fall gilt dann b, y > b, € S und b, —27"d & S.

d) Die in c) rekursiv definierte Folge (b,,) ist monoton fallend, (J,, := [a,, b,]) also eine
Intervallschachtelung. Zu e > 0 gibt esn € N mit 27"d <. Wegen b, —27"d ¢ S
gibt es einen Index m € N mit b, —27"d < a,, < b, . Nun ist (a,) monoton wachsend
und (b,) monoton fallend; fiir k¥ > max {m,n} gilt daher

bn_27nd<am§ak§bk§bna

also by —ap < 27"d < e¢. Folglich ist (b, — a,) eine Nullfolge.
e) Nach dem Intervallschachtelungsprinzip 6.2 existiert genau eine Zahl a € R, die
im Durchschnitt aller Intervalle J,, liegt, und nach obiger Bemerkung 7.4 ¢) gilt dann
a= lim a, .

n—oo
f) Fiir eine monoton fallende und beschrénkte Folge (a,) ist die Folge (—a,) monoton
wachsend und beschrankt, nach a)-e) also konvergent.

Zur Axiomatik von R. a) Theorem 7.14 wurde also mittels der Axiome I und A
bewiesen. Umgekehrt impliziert Theorem 7.14 auch diese beiden Axiome:

b) Ist in der Tat (J, = [an,b,]) eine Intervallschachtelung, so ist die Folge (a,)
monoton wachsend und durch b; nach oben beschrankt. Nach Theorem 7.14 existiert

c = li_)m a,, und man hat a, < c¢ fiir alle m € N. Wegen a, < b,, fiir alle n ist
n o

nach Feststellung 7.11b) auch ¢ < b, ; es gilt also ¢ € J,,, fiir alle m € N.
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c) Ist die Menge N der natiirlichen Zahlen beschrénkt, so trifft dies auch auf die

monoton wachsende Folge (n) zu. Nach Theorem 7.14 existiert dann ¢ := nlg& n.

Man hat aber auch ¢ = lim (n+1) = lim n+1 = ¢+ 1 nach Satz 7.8, und das ist

ein Widerspruch.

d) Im Axiomensystem von R kann man also die Axiome I und A durch die Aussage
von Theorem 7.14 ersetzen. Ein weiteres dquivalentes Axiom folgt in Satz 26.

Beispiel. Die Folge (e, := (14 £)") ist beschrinkt nach Satz 3.3 und auch monoton
wachsend (vgl. [A1], 4.7 a)). Nach Theorem 7.14 existiert der Limes
e:= lim (1+ 2)". (11)

n—0o0

Wir gehen spéter auf diese Fulersche Zahl e und die Ezponentialfunktion genauer ein.

Das babylonische Wurzelziehen. a) Wir behandeln nun ein schnell konvergentes
Verfahren zur Berechnung von Quadratwurzeln, das Heron-Verfahren oder ,Babyloni-
sche Wurzelziehen®. Dieses kann geometrisch motiviert werden:

b) Zu a > 0 wird ein Quadrat mit Seitenlinge z > 0 und Flicheninhalt 2% = a
gesucht. Man startet mit einem Rechteck Ry, mit Flacheninhalt @ und Seitenléingen
xo > 0 und yy = 0 - Die Seitenldnge des gesuchten Quadrats ist das geometrische
Mittel \/Zoyjo = y/a = = von zy und yo. Da man dieses nicht (ohne weiteres) berech-
nen kann, berechnet man statt dessen das arithmetische Mittel x1 = % (xo + yo) von
xo und yo und damit das Rechteck R; mit den Seitenldngen x; und y; = o - Die

Zahl
2 1,1 13!
o= he = (§(g+y—o)) (12)
heilt harmonisches Mittel von xy und yy .

c) Wir hoffen, dafl R; eine bessere Anndherung an das gesuchte Quadrat ist als Ry .
Dies ist in der Tat der Fall, und die [teration der Methode aus b) fithrt zum Heron-
Verfahren.

Das geometrische Mittel ist hdchstens so groff wie das arithmetische Mittel:
7.15 Feststellung. Fir z,y >0 gilt \/ry < % (x+y).
BEWEIS. Aus 0 < (x —y)? = 22 — 22y + y* ergibt sich durch Addition von 4zy sofort
4oy < 2% + 22y +y? = (v + y)? und somit
2
< (@ty) . © (13)

Im folgenden Satz wird nun das Heron-Verfahren prézise angegeben. Sein Beweis (vgl.
[A1], 6.15) liefert auch einen weiteren, von Satz 5.3 unabhingigen Beweis fiir die
Existenz der Quadratwurzeln positiver Zahlen, da die Ungleichung in Feststellung
7.15 nur in der Form (13) verwendet wird.
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7.16 Satz. Es sei a > 0 gegeben. Fiir einen beliebigen Startwert xo > 0 wird durch
Tpp1 = 3 (xn + ﬁ) (14)

rekursiv eine Folge (x,,) in (0,00) definiert. Die Folge (xy,)nen ist monoton fallend,
und fir den Grenzwert x := nh_)rglo T, gilt 2> =a.

Quadratische Konvergenz. Die in (14) definierte Folge (z,) konvergiert sehr
schnell gegen y/a. Fiir a = 2 etwa ergeben sich folgende Werte mit dem Startwert
To = 2:

T,

1,5

1,41667

1,414215686

1,4142135623746899
1,4142135623730950488016896

6 1,414213562373095048801688724209698078570

U W N = 3

Man erhilt mit jedem Iterationsschritt etwa doppelt soviele giiltige Stellen wie zuvor,
d.h. der Fehlerd,, := x,—+/a fdllt quadratisch. Dies 18t sich auch allgemein beweisen:

dupr = 3 (at ) —Va = g (@ +a—20,/a)
o (tn = Va)' < gz (2, —Va),  also

A1 < 5z dy. (15)

Man spricht von quadratischer Konvergenz. Fiir a > 1 (andernfalls berechnet man
zuerst |/ 1/, ) fallt der Fehler sehr schnell gegen 0, sobald d,, < 1 erreicht ist (dies ist
um so eher der Fall, je nidher der Startwert an v/a lag). Da zq > 0 beliebig wihlbar ist,
spielen eventuelle Rundungsfehler (vgl. den folgenden Abschnitt 8) bei der Rechnung

keine Rolle. Ist a € Q und wahlt man zy € Q, so gilt auch z,, € Q fiir alle n € N,
d. h. man kann rational rechnen.

Harmonische Mittel. a) Die Anwendung von Feststellung 7.15 auf i und é liefert

GGE+) < yay fir z,y>0; (16)
das harmonische Mittel ist also kleiner oder gleich dem geometrischen.

b) Harmonische Mittel treten etwa bei Fonds-Sparpléanen auf: Zu Zeitpunkten ¢; inver-

stiert man eine feste Summe S in ein Wertpapier. Zum Kurs K, kauft man A; = Ki
J

Anteile. Durchschnittlich kauft man somit
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Anteile; der Durchschnittskurs K = % ist also das harmonische Mittel der Einzelkurse
K . Bei starken Kursschwankungen kann dieses erheblich niedriger als das arithmeti-
sche Mittel der K sein.

Frage: Zeigen Sie die Existenz dritter Wurzeln in R und versuchen Sie, das Heron-Verfahren
auf die Berechnung dritter Wurzeln zu erweitern.
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8 Dezimalzahlen und Fehlerfortpflanzung

Lernziele:
e Konzepte: Dezimalzahlen und Runden
e Methoden: spezielle Umrechungen

o Kompetenzen: Einschéatzen von Fehlerfortpflanzungen

Frage: Losen Sie mittels Taschenrechner das lineare Gleichungssystem

1,2969 0, 8648 T _ a
0,2161 0,1441 y )] \b
mit den rechten Seiten ) = 0,8642 und ) = 0,86419999 .
b 0, 1440 b 0, 14400001

Daten konkreter Probleme sind meist nicht exakt, sondern nur ungefdihr gegeben, et-
wa aufgrund von Meffehlern. Selbst mit exakt gegebenen reellen Zahlen lassen sich
Rechnungen i.a. nicht exakt durchfithren, da man mit geeigneten Approximationen
dieser Zahlen durch rationale Zahlen arbeiten muB. Ublicherweise bricht man dazu
einfach die Dezimalbruchentwicklungen der gegebenen Zahlen an einer gewissen Stel-
le ab, wodurch sich natiirlich Rundungsfehler ergeben, selbst bei manchen rationalen
Zahlen wie etwa é . Daten- und Rundungsfehler kénnen sich bei ldngeren Rechnungen
yaufschaukeln“ und in ungiinstigen Féllen das Ergebnis erheblich verfalschen.

In diesem Abschnitt besprechen wir die Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen sowie
die Fehlerfortpflanzung bei den arithmetischen Rechenoperationen; als Beispiel dient
eine Berechnung von Naherungen fiir 7. Eine genauere Untersuchung von Fehlerfort-
pflanzungen ist ein wichtiges Thema der Numerischen Mathematik.

Beispiele. Reelle Zahlen werden, wie in den vorherigen Abschnitten bereits gesche-
hen, meist als Dezimalzahlen dargestellt, etwa
17,304 = 1-10+7-143- 354+ 0- 55 + 4 - 1555 -

Endliche Dezimalzahlen sind offenbar nur solche Zahlen, die als Bruch mit einer Zeh-
nerpotenz im Nenner geschrieben werden koénnen. Dies trifft etwa auf die rationale
Zahl % nicht zu:

L = (,3333333... = 0,3 = > 3-107%. (1)
k=1
Fiir alle n € N gilt also

0,3...33 < % < 0,3...34 (n Ziffern); (2)
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ersetzt man % durch die endliche Dezimalzahl
0,3...3 =3-100'+...+3-10™",
so liegt der Fehler zwischen 0 und 107"

Dezimalbruchentwicklungen. a)Esseiz € (0,00) gegeben. Man bestimmt zunéchst
die kleinstmogliche Zehnerpotenz 10™*!1 oberhalb von x mittels

m:= min{n € Z | x < 10"} (3)

und erhilt dann 10™ < z < 10™t!. Es folgt I < = < 10, und daher ist
To := [¢/1om] eine Zifferin {1,...,9}. Wegen xo < 5=

<xp+1 g1lt
0 < rgi= o —x0-10" < 10™. (4)

b) Fiir z = &2 etwa ist 10 < 2 < 100 und somit m = 1. Weiter ist zq = [*/10] =

%}—1 und rg = x — 29 - 10—@—10

c¢) Nun wenden wir die Uberlegungen aus a) auf die Zahl ry aus (4) an. Mit der Ziffer
xq = [rofigm—1] € {0,1,...,9} folgt dann

0<r=rg—mx 10" =2 —2y-10" -2 -10™1 < 10™° 1.

d) Fiir das Beispiel aus b) erhéilt man zunéchst z; = [ro/i0] = [£] = 4 und fiir den

Rest dann r; =rg — 21 - 100 =22 — 4 = 111 .

e) Nun wenden wir die Uberlegungen aus a) bzw. c¢) auf die Zahl r; an. Rekursiv
definieren wir fiir k € N durch

Ty = [;gjn__lk} . TEi= Tpoq — T - 107K (5)
Ziffern x), € {0,1,...,9} und Reste ry, fir die analog zu (2) gilt:
0 < a— > ap-10""% = 1, < 10", neN,. (6)
k=0
f) Wegen 10™™" — 0 fiir n — oo folgt aus (6)
r o= 3 @y 10mk (7)
k=0
Fiir diese Dezimalbruchentwicklung (6) oder (7) von x schreibt man
r = xo,r1T2x3 ... 10™. (8)

g) Fiir das Beispiel aus b) und d) folgt weiter

m:{lgil}:[%]zo , T2:T1—IL‘2-1O_1:1_11’

= [1 }:[%129 , T3 =T —x3-1072 = L1072,
{ 3} O] =0, rg=ry—x4-1073 = £ -1072,

T5 = [104—4} =) =9 |, r5=ry—15-107* = L. 107,

—
—
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usw., also die Dezimalbruchentwicklung

155 — 1,4090909... - 10. (9)

Andere Beispiele sind etwa i =2,5-10"1 oder % =3,333...-1072.

g) Umgekehrt seien nun m € Z und eine Folge (z)r>0 C {0,1,...,9} von Ziffern mit
xo > 0 gegeben. Die Folge

n
(8, := > ap-10m7F)
k=0
ist monoton wachsend und wegen

1
$, < 3 9-10mF=9.10" > 10" <9.10" —— = 10™"!
0 1 —>10_1

n n
k=0 k=

auch beschrankt. Nach Theorem 7.14 existiert also

r:= lims, = i% T - 10mF € (0,10m+1]. (10)
k=0

n— oo
h) An Stelle von 10 148t sich auch jede andere natiirliche Zahl ¢ € N als Basis der

g -adischen Entwicklung verwenden (vgl. [A1], Abschnitt 7*); interessant ist vor allem
der Fall g = 2.

Periodische Dezimalzahlen. a) Die unendliche Dezimalentwicklung von é oder
auch % ist periodisch; dies gilt allgemein fiir die Entwicklung jeder rationalen Zahl
B In der Tat sind die Ziffern x;, Reste von Divisionen natiirlicher Zahlen durch ¢;
da als Reste aber nur 0,...,¢ — 1 moglich sind, mufl spatestens beim ¢-ten Schritt
eine Wiederholung auftreten.

b) Umgekehrt ist jede periodische Dezimalzahl rational. Als Beispiel diene die Zahl
a = 1,1345. Wir multiplizieren mit 1000 und ziehen a wieder ab:

1000a = 1134,5345345
a = 1,1345345345
999a¢ = 1133,4,

11334 __ 1889
9990 ~ 1665

¢) Zahlen mit nicht periodischer Dezimalbruchentwicklung wie etwa

also a =

1,01001000100001000001 ... oder
b = 1,12123123412345123456. .. ,

deren Existenz nach Theorem 7.14 gesichert ist, sind also irrational.
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Gleitkommazahlen und Rundungen. a) Da bei konkreten Rechnungen stets nur
endlich viele Ziffern manipuliert werden konnen, werden Zahlen

r = xx09, T3 2223 ... - 10™ (11)

auf r Stellen gerundet, d.h. ersetzt durch

¥ = txg, v129 ... xp_y - 10™ (12)

mit 7 | =x,_q oder xy_; =z, + 1.

b) Bei Verwendung einer maximalen Anzahl r € N von Ziffern oder Stellen spricht man
von 7 -stelliger Arithmetik; der Exponent m € Z ist dabei auf ein gewisses Intervall
[, M] C Z beschrinkt.

c¢) Bei Rechnungen in r-stelliger Arithmetik wird nach jedem Schritt gerundet; dabei
gelten Assoziativ- und Distributivgesetz nicht! Als Beispiel diene

140,14+0,1+---40,1 (101 Summanden)

in einstelliger Arithmetik. Beginnt man die Addition links mit der 1, so ist die Summe
1. Beginnt man jedoch rechts, so erhilt man nach 10 Schritten als Zwischensumme 1
und nach der letzten Addition die Summe 2. Durch Vertauschung und Klammerung
kann man als Summe jede Zahl in {1,2,...,10} erhalten.

Absolute und relative Fehler. a) Ist 2* € R eine Ndherung an den exakten Wert
x € R, so bezeichnen wir mit

Alx):= 2" —z€R (13)
den dabei auftretenden absoluten Fehler. Fiir x # 0 heifit
p(x) = ¥ eR (14)

der entsprechende relative Fehler.

b) Geht eine Waage bis auf 10 g genau, so ist der Betrag des absoluten Fehlers beim
Wiegen < 10g. Der relative Fehler beim Wiegen eines Menschen von 100 kg ist also

hochstens 138 ig = 10~*, beim Wiegen eines Briefes von 20 g aber maximal ;8—; =0,5.

c) Wird die Zahl x = 381,53 zu z* = 382 auf 3 Stellen gerundet, so ist der absolute

Fehler A(z) = 0,47 <5- 107! und der relative Fehler p(z) = ;21 < 5.1073.

d) Allgemein gilt fiir z aus (11) bei r-stelliger Arithmetik fiir den absoluten Fehler
|A@)] < 5-10m, (15)
und fiir den relativen Fehler hat man

lp(z)| < 5-107". (16)
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Fehlerfortpflanzung bei der Multiplikation. Sind z*,y* € R Néherungen an
x,y € R, so hat man fiir die Produkte

gyt = (24 A@) (y+Ay) = zy+2Ay) +yAlz) + A(z) Ay) , also
Alzy) = 2"y —zy = 2 A(y) +yAz) + Ax) Ay) ~ v A(y) +y Ax) (17)

fiir die absoluten Fehler. Am Ende von (17) haben wir den ,quadratisch kleinen“
Fehlerterm A(x) A(y) weggelassen. Im Fall zy # 0 folgt daraus sofort

plry) = 22 — p(y) + p(x) + p(x) py) ~ p(y) + p(x); (18)

die relativen Fehler werden also im wesentlichen addiert.

Fehlerfortpflanzung bei der Addition. a) Sind wieder z*,y* € R Né#herungen
an x,y € R, so hat man fiir die Summen

4y =+ Alx)+y+Ay), also
Alzty) = 2" +y = (z+y) = Al2) +AY); (19)

es werden also die absoluten Fehler addiert. Fiir x +1y # 0 ergibt sich fiir die relativen
Fehler

A x x
platy) = 2L = £ p(r) + L p(y). (20)
c) Haben z und y das gleiche Vorzeichen, so gilt offenbar |z |,|y| < |z + y|, und
auch die relativen Fehler werden hochstens addiert. In diesem Fall ist also die Fehler-
fortpflanzung bei der Addition unproblematisch.

c) Haben jedoch z und y unterschiedliche Vorzeichen, so werden die relativen Fehler
drastisch verstdarkt, wenn |x + y| wesentlich kleiner als |z | oder |y| ist. Bei einer
Rechnung mit einer festen Anzahl von Stellen konnen dann einige dieser Stellen aus-
geloscht werden. Dieser Effekt wird bei der folgenden Berechnung von Ndherungen fiir
7 illustriert.

Quotienten und Wurzeln. a) Die Fehlerfortpflanzung bei der Division ist un-
problematisch; in der Tat hat man fir z # 0 stets |p(2)| ~ |p(z)| bis auf einen
,quadratisch kleinen“ Fehlerterm.

b) Auch bei der Berechnung von Quadratwurzeln positiver Zahlen ist die Fehlerfort-
pflanzung unproblematisch. Dies ergibt sich aus der Iterationsformel (7.14) des Heron-
Verfahrens, da dort nur positive Terme addiert werden.
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Quadratische Gleichungen. Fiir p? > ¢ sind die Losungen der quadratische Glei-
chung 22 + 2pz + ¢ = 0 gemiB (6.6) gegeben durch

Ty = —pE\/p*—q.

Ist p* — ¢ sehr klein, so tritt eine Stellenausléschung auf, die sich nicht vermeiden 1ift.
Ist andererseits | ¢| sehr klein und etwa p > 0, so hat man auch Stellenausléschung
bei der Berechnung von z , nicht jedoch bei der von z_ . In diesem Fall berechnet

man daher zuerst z_ und anschlieBend die andere Losung mittels x;. = - (vgl. (6.7)).

Kreisumfang und Kreisfliche. a) Die Kreiszahl m wurde bereits in Abschnitt 5
diskutiert. Sie wurde als halbe Ldnge des Umfangs eines Kreises K mit Radius 1
ydefiniert. Wir besprechen nun Approzimationen von m ,zeigen®, dass m auch mit
dem Flicheninhalt dieses Kreises iibereinstimmt:

b) Die Punkte {(£1,0), (£3, :I:@)} bilden die Ecken eines regelméfigen Sechsecks
Py mit Py C K (vgl. Abb. 7a). Dessen Kanten haben die Linge sp = 1, da etwa das
Dreieck 0AB gleichseitig ist. Offenbar ist my := 3 - 59 = 3 eine erste untere Schranke
fiir den halben Kreisumfang 7. Nun ersetzen wir F, durch ein regelméfliges Zwolfeck
P, , indem wir eine Kante AB durch die beiden Strecken AC' und C'B der Lénge
s; ersetzen; 7 := 6-s; ist dann die ndchste untere Schranke fiir 7. Anschliefend
konstruieren wir entsprechend ein regelmifliges 24-Eck P, der Kantenlinge s; mit
der Approximation my := 12 - s, fiir 7 und fahren so fort. Wir erhalten 2" . 3-Ecke
P, mit Kantenldngen s, . Die Zahlen

(T = 2"-3-s,) (21)

der halben Umfinge von P, sind untere Schranken fiir 7, und die Folge (m,) wéchst
monoton.

¢) Wir betrachten die Hohen h, = OM der Dreiecke gemafl Abb. 7a. Die Anwendung
des Satzes des Pythagoras auf das Dreieck OM B liefert die Aussage

2+ (2)? =1 & h, = /1—(2)?, (22)
die auf das Dreieck MCB die Aussage

2 = (L= hy)+ (). (23)
Es folgt

sor = (1—hy)>+(1—1h2), also

soy = 2—2h,. (24)

Mit so = 1 lassen sich die Zahlen s, h,, und m, gemif den Formeln (22), (24) und
(21) rekursiv berechnen.

d) Esist p, := m,-h, = 2"-3-s,-h, der Flacheninhalt von P, , und daher gilt p,, < 4.
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Wegen h,, > hy > 0 ist daher die Folge (m,) beschrinkt, und der Limes 7 := lim 7,

existiert nach Theorem 7.14. Insbesondere folgt s, — 0 und dann h, — 1 nrﬁiototels
(22). Somit gilt auch lim p, = 7.

e) Durch Streckung der Dreiecke in P, um den Faktor i konstruieren wir nun ein
neues Polygon @), . Die Kanten von (),, beriihren dann den Kreis tangential in ihren
Mittelpunkten (vgl. Abb. 7a), und man hat K C @, . Fiir die Flicheninhalte gilt
Gn = % pn, und somit ebenfalls nll_>rr01O ¢n = 7. Somit ist w auch als Fldcheninhalt des

FEinheitskreises anzusehen.

Numerische Rechnungen. a) Wir berechnen nun die Zahlen s? | h,, und 7,, geméif
den Formeln (22), (24) und (21) in 3 -stelliger Arithmetik, d. h. alle Zahlen werden bis
auf 3 Stellen gerundet.

n s2 hy, T

0 1 0, 866 3

1 0,27 0, 966 3,12
2 0,07 0,991 3,18
3 0,02 0,997 3,38
4 0,01 0,999 4,80
5 0 1,00 0

Bei der Berechnung von s2,, = 2 — 2h, wird bei n = 0 eine Stelle geldscht, bei
n =1 eine weitere und schliellich bei n =4 auch die dritte, so dal jegliche Informa-
tion verloren geht. Dementsprechend sind die Zahlen 7, aus der letzten Spalte keine
verniinftigen Approximationen fiir 7.

b) Die Ausloschung von Stellen bei Rechnung geméf Formel (24) tritt natiirlich auch
bei Verwendung von mehr Stellen auf. Das Problem 148t sich aber durch eine einfache
Umrechnung von (24) mittels (22) umgehen:

4 — 4 h2 s2
2 =2-2h, = no= n__ 25
s 242h,  2+2h, (25)

Da im Nenner nun ein Pluszeichen steht, werden keine Stellen ausgeloscht. Die folgen-
de Tabelle zeigt die Berechnung der s?2 und 7, geméf der letzten Formel in (25) in
3 -stelliger Arithmetik:
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n s2 hy, Th

0 1 0, 866 3

1 0,268 0,966 3,11
2 0, 0682 0,991 3,13
3 0,0171 0,998 3,14
4 0,00428 1,00 3,14
5 0,00107 1,00 3,14

Ab n = 4 wird einfach 2., = % gerechnet, so daB die Néaherungen

Tpyr =213 5,41 =2" -3+ s, = m, konstant bleiben.
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9 Momentangeschwindigkeiten und Tangenten

Lernziele:

e Konzept: Der Ableitungsbegriff

Ausgangspunkte der Differentialrechnung sind das physikalische Problem der Bestim-
mung von Momentangeschwindigkeiten und das geometrische Problem der Bestim-
mung von Tangenten an (zunéchst) ebene Kurven.

Physikalische Diskussion. a) Ein Massenpunkt bewege sich auf einer Geraden.
Ist f(t) € R sein Ort zur Zeit t € R, so ist die mittlere Geschwindigkeit oder
Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeitintervall [a,t] der Quotient aus dem in diesem
Zeitintervall zuriickgelegten Weg und der Léange dieses Zeitintervalls, der Differenzen-
quotient

1) = fla)

t—a

Af(a;t) = (1)

Als Momentangeschwindigkeit zur Zeit a mochte man gerne diesen Ausdruck fiir t = a
betrachten. Da dies nicht unmittelbar moglich ist, sucht man einen Grenzwert f’(a)
von Af(a;t) fiir t — a; dieser heifit dann Ableitung der Funktion f im Punkt a.

Geometrische Diskussion. Der Differenzenquotient aus (1) gibt auch die Steigung
der Geraden G durch die Punkte (a, f(a)) und (¢, f(t)) an, einer Sekanten an den
Graphen der Funktion f. Man hat

G = {(r,5) R [ s~ f(a) = Af(a;t) (T —a)}.

Bei Annéherung von ¢ an a ,sollten die Steigungen Af(a;t) gegen die Steigung f'(a)
einer gewissen Grenzgeraden streben; diese interpretieren wir dann als Tangente

Tas@)(T() = {(r,5) eR* | s — f(a) = f'(a)(r —a)} (2)
in (a, f(a)) an den Graphen von f.

Beispiele. a) Wir betrachten die Potenzfunktion py : x +— 2.

Punkt ¢« € R und z € R ist

Fiir einen festen

Apy(a;z) = £=2 — z4q.

Tr—a

Bei Annéherung von x an a ,erhédlt man*
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und die Tangente in (a,a?) an den Graphen von p, ist gegeben durch

Tiwu)(T(p2)) = {(a,y) € B |y —a® = 2a(x — a)}.

b) Nun betrachten wir die Wurzelfunktion wy : x — /x und einen festen Punkt
b>0. Firz >0 ist

Aws(b;z) = \/i:;/l_’ = ﬁi\/[;.

Im Fall b > 0 ,erhélt man*
wy(b) = 575 (4)

und die Tangente in (b, \/l_)) an den Graphen von wsy ist gegeben durch

— (@) €R? | y— Vb= 2 (e —b)}.

¢) Die Funktionen pj : [0,00) + [0,00) und wy : [0,00) — [0,00) sind Umkehrfunk-
tionen voneinander; ihre Graphen gehen durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden
{(z,y) | y = x} auseinander hervor. Dies trifft auch auf die Tangenten zu: Fiir a > 0
und b = ps(a) = a® gilt

T(b,\/E) (I'(w2)

_ 1 _
wy) = 55 = % = w@ (5)
fiir die Tangentensteigungen sowie

(#,y) € Twa)(T(p2)) & y—a’=2a(r—a) & z—Vb= 37 (y—b)
< (y,2) € Ty v (T(w2)) -

Der Zusammenhang (5) zwischen den Tangentensteigungen einer Funktion und ihrer
Umkehrfunktion gilt ganz allgemein (vgl. Beispiel 11d) und Satz 14.4).

d) Im Fall b = 0 ist die Sekantensteigung Awy(0;x) = % = ﬁ bei Anndherung von
x >0 an 0 unbeschrinkt, sie ,strebt gegen oo “. Somit existiert die Tangentensteigung
in 0 nicht. Die Tangente an den Graphen von wy im Nullpunkt ist jedoch die y-Achse,
entsprechend der x-Achse als Tangente an den Graphen von py im Nullpunkt.

Zum Ableitungsbegriff. a) Bisher haben wir Ableitungen bzw. Momentangeschwin-
digkeiten oder Tangentensteigungen ,intuitiv ermittelt, wie dies auch in Schulbiichern
iiblich ist. Wir haben Differenzenquotienten Af(a;x) so umgeformt, dafl wir die
Annéherung von z an a durch Einsetzen von x = a in den umgeformten Ausdruck
vornehmen konnten. Dies bedarf einer genaueren Begriindung; bei der Wurzelfunktion
haben wir z. B. einfach benutzt, dass fiir z — b (b > 0) auch \/E}H/E = o eilt.

b) Umformung des Differenzenquotienten funktioniert nur bei ,;schténen“ Beispielen,
jedoch keineswegs immer. Wollen wir etwa die Ableitung der Sinusfunktion in 0 er-
mitteln, so miissen wir

ASlH(07{L‘) _ sinzg—sin0 __ sinz (6)

z—0 x
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untersuchen. Dieser Ausdruck 148t sich jedoch nicht (ohne weiteres) in einen Aus-
druck umformen, in dem man x = 0 einsetzen kann. Statt dessen miissen wir mittels

geeigneter Abschditzungen die Anndherung von x an 0 als wirklichen Grenziibergang
realisieren (vgl. dazu 11).

¢) Zuvor miissen wir den Grenzwertbegriff bei Funktionen prizise fassen, was ein The-
ma des nichsten Abschnitts ist.
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10 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Lernziele:

o Konzepte: Grenzwertbegriff bei Funktionen, Stetigkeit

e Kompetenzen: Untersuchung der Existenz von Grenzwerten,
Bestimmung von Grenzwerten

Wir definieren nun den Grenzwertbegriff bei Funktionen, insbesondere fiir Differen-
zenquotienten, mit Hilfe des in Kapitel I bereits eingefiithrten Konvergenzbegriffs fiir
Folgen:

Definition. Fs seien I C R ein Intervall, a € I und f: I\{a} — R eine Funktion.
Eine Zahl { € R heifst Grenzwert oder Limes von f in a, falls fir jede Folge
(xn) in I\{a} aus x, — a stets f(x,) — € folgt. Man schreibt ¢ = lim f(x) oder

flz) = ¢ firx—a. o

Bemerkungen. a) Nach Feststellung 7.2 sind Grenzwerte von Folgen eindeutig be-
stimmt; daher kann eine Funktion f in einem Punkt a € [ nur hdéchstens einen
Grenzwert haben.

b) In obiger Definition braucht die Funktion f in a nicht definiert zu sein. Ist dies

doch der Fall, so spielt der Funktionswert f(a) fiir die Grenzwertbetrachtung keine

Rolle. So hat man etwa fiir die Funktion f : x — 0 offenbar lirr% f(z) =0, und dies
z—

bleibt auch richtig, wenn man den Wert f(1) von f in 1 irgendwie abéndert.

c¢) Die Existenz eines Grenzwertes ¢ = lim f (x) kann von der Wahl des Intervalls 1

abhéngen. Ist etwa a der linke Endpunkt von I, so sind in obiger Definition nur Fol-
gen (z,) mit x, > a zu betrachten; man nennt dann ¢ auch den rechtsseitigen Limes
von f in a und schreibt auch

¢ = f(a¥):= lim f(x). (1)
z—at
Entsprechend sind linksseitige Grenzwerte definiert:
¢ = f(b7):= lim f(z). (2)
z—b

Fiir innere Punkte a von I existiert lim f (x) genau dann, wenn f(a”) und f(a™)
existieren und gleich sind.

d) Als Beispiel betrachten wir die Heaviside- Funktion. Diese wird auf R definiert durch
H(z) = 0, =<0

1 , >0
ohne Zeitverzogerung. Der Grenzwert hl)r(l) H(x) existiert offenbar nicht, es gilt aber
H(O%*)=1 und H(07) =0.

. Sie modelliert etwa das Einschalten elektrischen Stroms
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10.1 Satz. (vgl. [A1], 8.5). Gegeben seien ein offenes Intervall I CR | a € I und eine
Funktion f : I\{a} — R. Fir{ € R gilt genau dann lim f(z) = ¢, falls folgendes
erfillt ist:

Ve>030>0Vazel : 0<|z—al<d = |f(x)—{]<e. (3)

10.2 Satz. (vgl. [A1], 8.6). Gegeben seien ein Intervall I C R, a € I und Funktionen
f,9:I\{a} = R mit lim f(z) = ¢ und lim g(z) = m.

a) Dann folgt lim(f +g)(z) = (+m und lim(fg)(x) = lm.

b) Fir m # 0 gilt auch :lvlgig(x) = £

m

»Unendliche* Grenzwerte. a) Wir diskutieren die auf R\{0} definierte Inversion

jrxe % . Der Grenzwert lin% j(x) existiert nicht; in der Tat gilt j(z,) — “+oo fiir jede
x>

Folge (z,,) C (0,00) mit z, — 0 sowie j(x,) — —oo fiir jede Folge (z,) C (—00,0)

mit z,, — 0. Bei Anndherung von x an 0 von rechts bzw. links strebt also j(z) gegen

400 bzw. —oo; dafiir schreiben wir

j(x) = +oo fiir * — 0", j(x) > —oco0 fir 2 =0 . (4)

b) Strebt z gegen +00 oder —oo, so strebt j(z) gegen 0, d.h. man hat T}grgloj(xn) =0
fiir jede Folge x,, — +00 und auch fiir jede Folge x,, — —oo . Dalfiir schreiben wir

jlx) = 0 fir z — 400, j(z) =0 fir 2 - —oc0 (5)
oder auch
i 1(0) = o) = 0. g

c¢) Analog zu a) und b) erkliren wir fiir a,/ € R:= R U {400, —0co} und geeignete
Funktionen f die Aussagen

+

flz) > ¢ fir  —a, v —a" oder z —a” (7)

(vgl. [A1], 8.8). Satz 10.2 gilt dann sinngem&f unter Beachtung der auf S. 23 formu-
lierten Regeln fiir das ,,Rechnen mit oo “.

Beispiele. a) Fiir die auf (0, 00) definierten Funktionen K : z +— az+2 mit a,b > 0
gilt K(x) — +oo fiir z — 07 und K(z) — +o0o fiir £ — +00. Die letztere Aussage
kann noch prézisiert werden: Man hat K(x) — ax = g — 0 fir v — +o00; die Gerade
y = ax ist eine Asymptote fiir den Graphen von K .

322 —2sinz  3y/x — 2sinz/, g
o /T+5r+1  1+5/ 5+ Yz

b) Fiir £ — 400 hat man — +o0.
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Definition. FEs sei I C R ein Intervall. Fine Funktion f : I — R heifit stetig in
einem Punkt a € I, falls

lim f(z) = [(a) (8)

T—a

gilt, falls also f(a) der Limes von f in a beziglich I ist. Sie heifst stetig auf I, falls
dies in jedem Punkt von I der Fall ist. Mit C(I) oder C°(I) wird die Menge aller
stetigen Funktionen auf I bezeichnet.

Beispiele. Die Potenzfunktionen p,, : x — 2" sind nach Satz 7.8 auf R stetig; dies
gilt auch fiir die Betragsfunktion A : z +— | x| aufgrund von Feststellung 7.11 a). Nach
Satz 7.12 ist auch die Wurzelfunktion wy : [0,00) — R stetig.

Bemerkungen. a) Eine Funktion f : [ — R heifit rechts- bzw. linksseitig stetig in
einem inneren Punkt a € I, falls f(at) = f(a) bzw. f(a™) = f(a) gilt.

b) Die Stetigkeit einer Funktion kann von der Wahl des Definitionsbereichs abhdingen.
So sind etwa fiir obige Heaviside-Funktion H : [0,00) — R und H : (—00,0) — R
stetig, nicht aber H : (—00,0] — R oder H : (—=1,1) — R. Die letzte Funktion ist in
0 rechtsseitig stetig.

10.3 Satz. (vgl. [A1], 8.11). Es seien I C R ein Intervall und a € I. Eine Funktion
f I — R ist genau dann in a stetig, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfillt ist:

(a) Fiir jede Folge (x,) C I gilt: x, —a = f(x,) — f(a).
(b) Es gilt die folgende Aussage:

Ve>030>0Vzel : |x—al<d = |flx)—fla)]<e. 9)

10.4 Satz. Fs seien f,g: [ — R ina € I stetig. Dann sind auch f+ g, fg und, fir
gla) #£0, f/y ina stetig.

Dies folgt sofort aus Satz 10.2 bzw. Satz 7.8. Fiir die Komposition stetiger Funktionen
gilt:

10.5 Satz. (vgl. [A1], 8.13). Es seien I,J C R Intervalle, f: 1+ J ina €I und
h:Jw—R in f(a) € J stetig. Dann ist auch ho f: I +— R in a stetig.

Beispiele. Fiir eine stetige Funktion f : I +— [0,00) sind auch die Funktionen
|fl=Aof und g:=+/f=wyo [ stetig, z.B. g: z+— Va2 +1 auf R.
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Stetigkeit von Sinus und Kosinus. Aufgrund der Definition auf S. 13 gilt

|sins| < |s| fiiralle seR (10)

2

und somit limsins = 0. Es folgt cos?s = 1 —sin?s — 1 fiir s — 0 und somit auch

S—
lir% coss = 1. Aus den Funktionalgleichungen (5.8) und (5.9)
s—

sin(s+h) = sinscosh + cosssinh,

cos(s+h) = cosscosh — sinssinh

ergibt sich somit sofort sin(s+h) — sins und cos(s+h) — coss fiir h — 0 aufgrund
von Satz 10.2, also die Stetigkeit von Sinus und Kosinus in s € R.

Wir stellen zwei Typen von Unstetigkeiten vor:

Sprungstellen. a) Die Heaviside-Funktion H : R — R aus Beispiel d) auf S. 41 hat
eine Sprungstelle bei 0 wegen H(07) # H(0T).

b) Die Gauf-Klammer-Funktion G : x — [z] (vgl. S. 19) ist auf R\Z stetig und hat
Sprungstellen in allen Punkten aus Z, wo sie offenbar rechisseitig stetig ist.

Oszillationen. a) Durch die Inversion j : z — % werden die unendlich vielen Os-
zillationen des Kosinus (oder des Sinus) auf kleine Intervalle um 0 transformiert. Die
auf R\{0} stetige Funktion

u: x> cost (11)

sschwankt® auf jedem Intervall (0,9) und (—9,0) (0 > 0) ,unendlich oft zwischen
—1 und 1¢ (vgl. [A1], Abb. 24f). Wegen u(+) = (—1)* fiir k € N existieren die
einseitigen Grenzwerte u(0%) und u(07) nicht. Mit jeder Festsetzung von u(0), z.B.

mit «(0) := 0, ist u daher unstetig in 0.

b) Durch Dimpfung der Oszillation entstehen stetige Funktionen, z. B. (vgl. [Al],
Abb. 24g fiir n = 2)

Up :x = " u(z), n>0; (12)
in der Tat gilt dann |u,(x) | < |z|* — 0 firz — 0.

Frage: Es seien J C R ein kompaktes Intervall und f : J — R stetig. Zeigen Sie, daf3 f auf
J ein Maximum und ein Minimum besitzt.
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11 Differenzierbare Funktionen

Lernziele:
e Kompetenzen: Rechnungen mit Ableitungen

o Resultat: Kettenregel

Definiton. FEs sei [ C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differen-
zierbar im Punkt a € I, falls der Grenzwert

f'(a) = lim Af(a;z) = lim {00 "

T—a T—a

existiert. f'(a) heifit dann die Ableitung von f an der Stelle a € I.

Beispiele. a) Fiir eine affine Funktion f : x +— cx + d hat man

Af(a,’ .CE) — (cx-l—d)—(ca—i—d) — cr—ca = c

r—a r—a

und somit f’(a) = ¢ fiir alle a € R. In der Tat ist der Graph von f eine Gerade, die
natiirlich in jedem Punkt ihre eigene Tangente ist.

b) Fiir die Potenzfunktion py : z — z? gilt also p)(a) = 2a fir a € R,

c¢) Fiir die Wurzelfunktion ws : z +— /x gilt wh(b) = 2%/5 fir b > 0 nach (10.4); in 0
dagegen ist wy nicht differenzierbar.

Bemerkungen. a) Obige Definition erfait auch rechtsseitige Ableitungen f', (a) und
linksseitige Ableitungen f’ (a) (vgl. Bemerkung c) auf S. 41).

b) Der Differenzenquotient in (1) wird mit Az := z—a oft in der Form Af(a;z) = %
geschrieben; fiir seinen Limes f'(a) = Alim0 % ist daher auch die folgende Bezeichnung
T—

iiblich:
fla) = £(a) = (£f)(a). (2)

11.1 Feststellung. Eine in a € I differenzierbare Funktion ist dort auch stetig.

Beispiel. Die Umkehrung von Feststellung 11.1 gilt i.a. nicht. So ist etwa die Be-
tragsfunktion A : x +— |z | auf R stetig, in 0 jedoch nicht differenzierbar. In der Tat
gilt A’ (0) = —1 und A’ (0) = +1.
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Ableitung der Potenzfunktionen. Fiir die Bestimung der Ableitung der Potenz-
funktionen p, : * — 2™, n € N, geben wir zwei Methoden an; eine weitere folgt in

Beispiel b) auf S. 47.

a) In der geometrischen Summenformel (2.5)
(1_Q)(1+q+~~+q”_1) = 1—¢" fir neN

setzen wir fiir @ € R und x # 0 einfach ¢ = 2 ein und erhalten nach Multiplikation
mit 2" die Formel

(x—a)(z" '+az"?+---+a" ') = 2" —a" fir neN. (3)
Offenbar ist diese auch fiir = 0 richtig. Damit ergibt sich nun mittels Satz 10.2 a)
Apn(a;z) = &= = g" P4 ar" 24 4a"! = na"!

fiir  — a. Somit gilt p/,(a) = na™ ! fiir alle a € R und n € N; nach obigem Beispiel
a) ist dies auch fiir n = 0 richtig. Mit der Bezeichnung aus (2) gilt also

4 (gn) = na" ! fiiralle 2 € R und n € N. (4)

f'(a) = lim w ) (5)
Nun liefert der binomische Satz 3.2

(a+h)"—a" = na" 'h+ (;‘) a" 2h: 4. +nah” '+ h",
und mittels Satz 10.2 folgt daraus fiir h — 0:

palethpa® gty () @2 g B S

Beachten Sie bitte, daf§ fiir dieses Argument die genaue Kenntnis der Binomialkoeffi-
zienten nicht erforderlich ist; es gentigt die vorldufige Variante (3.1) des binomischen
Satzes.

Ableitung von Sinus und Kosinus. a) Wir zeigen zunéchst die Aussage
Offenbar gilt die Abschiatzung
sins < s fiir 0<s<73. (7)

Andererseits gilt auch

s < 2 fiir 0<s<Z. (8)

— COss
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In der Tat ist % die Lange der Strecke QA in Abb. 11a, und % (S;;; 2 ist der Flachen-

inhalt des Dreiecks OQA . Entsprechend ist %s der Fléacheninhalt des Kreissektors
OQP (vgl. 17 und ?7), und damit ist (8) offensichtlich. Aus (7) und (8) folgt

coss < ¥ <1 fir 0<s<Z. 9)

Aus lir%coss =1 (vgl. S. 44) ergibt sich nun #* — 1 fiir s — 07, und wegen
S5—

sin(—s) = —sins folgt dies auch fiir s — 0~ . Damit ist (6) gezeigt.

b) Fiir 0 < [s| < § gilt weiter

coss—1 __ 1 X cos’s—1 __ —sins . sins
s T coss+1 s T coss+l1 s
nach (6) also
lim 5=l — . (10)
s—0 $
c) Aus den Funktionalgleichungen (5.8) und (5.9) sowie (6) und (10) ergibt sich
sin(z+h)—sinz __ sinz cosh+cosz sinh—sinz
h h
= %sinx—l—%cosx%cosx,
cos(x+h)—cosxz __ cosz cosh—sinz sinh—coszx
h - h
= %cosx—s‘zh sinz — —sinz fir x € R, also
sinz = cosx, cos’r = —sinzx, zeER. (11)

11.2 Satz. Sind f,g : [ — R in a € I differenzierbar, so gilt dies auch fir die
Funktionen f+ g, f-g und, im Fall g(a) # 0, fir i . Es gelten die Regeln

(f+9)(a) = fila)+g'(a), (12)
(f-9)(a) = [f(a)-gla)+ fla)-g'(a) (Produktregel), (13)
(5)’(@) = f/(a)'g(z)(;)];(a)'g/(“) (Quotientenregel) . (14)

BEWEIS s. [Al], 19.6.

Beispiele. a) Wir geben einen Induktionsbeweis fiir Formel (4): Fiir n = 0 und
n=1Iist £(z") =na""! offenbar richtig. Gilt dies fiir n, so folgt mit (13)

Aty = L(z.a") = 12" +z-na"' = (n+1)a".
b) Fiir  # 0 und n € N ergibt sich die Ableitung von z — x™" = :%n zZu
dg) = —m = —pg!

aufgrund der Quotientenregel. Formel (4) gilt also fiir alle ganzen Zahlen n € Z .
c) Fir x > 0 und n € N ergibt sich aufgrund von (10.4) und der Produktregel die
Ableitung der Funktion x +— 2" = 2" /T zu

d(@m+3) = na" a2 = (n+d)an. (15)

T

S
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Tangens. a) Der Tangens wird auBerhalb der Nullstellen des Kosinus als Quotient
von Sinus und Kosinus erklért, also

tanz = 22 e R\{kr+2 |k € Z}.

cosx ’

Wegen tan(—z) = S22 — —sine — _ tap 4 und tan(z 4+ 7)) = SolEtm) _ —sine
. cos(—z) = cosw . : : cos(z+m) —cosx
tanz ist der Tangens auf seinem Definitionsbereich eine ungerade und 7 - periodische

Funktion.
b) Nach der Quotientenregel hat man fir v € R\{kn + 5 | k € Z}:

tan’z = cosa:~cosx—512na;~(—51na;) _ 12 (16)
cos? x cos? x
2 G2
= S IESME — ] 4 tan’w. (17)

11.3 Satz (Kettenregel). Es seien I,J C R Intervalle und f : I — J sowie
h : J +— R Funktionen. Ist f differenzierbar in einem Punkt a € I und h differen-
zierbar im Punkt b := f(a) € J, so ist auch ho f : I — R differenzierbar in a, und
es qilt

(ho f)(a) = N(f(a))- f'(a). (18)

BEWwWEIS. Wir unterscheiden zwei Falle:

a) Es gibt § > 0 mit f(z) # f(a) fur allez € I mit 0 < |z —a| < §. Fiir eine
Folge I\{a} > z,, — a gilt dann f(z,) — f(a) aufgrund der Stetigkeit von f sowie
f(x,) # f(a) fiir grofe n. Fiir diese n gilt dann

Alho f)(a;z,) = h(f(zn))=h(f(a)) _ h(f(zn))=h(f(a)) flzn)—f(a) (19)

na Fen)—f(@) taa
und es folgt A(ho f)(a;z,) — K(f(a))- f'(a).

b) Gilt die Voraussetzung von a) nicht, so gibt es zu n € N Punkte z, € I mit
0<|z,—a| <2+ und f(z,) = f(a). Dies impliziert offenbar

f'(a) = lim fen)=fla) —

n—00 Zn—a

Wir zeigen, dafl dann auch (h o f)'(a) = 0 gelten muB, (18) also erfiillt ist: Wegen
Ah(b;y) — W (b) gilt

35>0Vye] : 0<|y—b[<d = [HUGE | < [W(b)|+1. (20)

Nun sei (z,) eine Folge in I'\{a} mit z, — a. Fiir Indizes n € N mit f(x,) # f(a)
gilt dann (19), wegen (20) also
| Ao f)(asan)| < (|W(b)]+1) - | Hud=la)] (21)

Tp—a

fiir grofle n. Fiir alle anderen Indizes ist aber sogar A(ho f)(a;z,) = 0, (21) also
erst recht erfiillt. Aus Af(a;z,) — 0 folgt somit A(ho f)(a;z,) — 0, und dies zeigt
(ho fY(a) = 0. o
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Beispiele. a) Fiirg: 2+ (z2+1)", n € Z, hat man g = ho f mit f: 2+ 22+ 1
und Ay — y". Aus (18) und (4) folgt also

dx) = n(@*+1)" 1. 22.

b) Die Wurzelfunktion ws : [0,00) — R ist nach Satz 7.12 stetig und nach Beispiel c)
auf S. 45 auf (0, 00) differenzierbar. Fiir eine differenzierbare Funktion f : I +— [0, c0)
ist somit g := /f auf I stetig und auBerhalb der Nullstellen von f differenzierbar,
und dort gilt

J@) = ;A= L) (G f@) £0). (22)

c) Speziell fiir f : z + r? — 22 ist die Funktion g : x — /r2 — 22 auf [—r,r| stetig
und auf (—7r,7) sogar differenzierbar mit

T

g (z) = Y x| <r.

d) Sind in der Situation von Satz 11.3 die Funktionen h und f Umkehrfunktionen
voneinander, gilt also (ho f)(x) =z fiir alle z € I, so impliziert (18) sofort

W (f(a))- f'(a) =1 (23)

(vgl. S. 38), insbesondere also f'(a) # 0 und A'(f(a)) #0.

Definitionen. a) Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar auf dem Intervall
I, wenn f in jedem Punkt von I differenzierbar ist.

b) Ist f : I — R differenzierbar auf I und die durch f’ : x — f’(z) definierte
Ableitungsfunktion von f stetig, so heiBt f stetig differenzierbar auf I. Mit C*(I)
wird die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen auf I bezeichnet.

c) Ist f: I — R differenzierbar auf I und f’: I +— R ebenfalls differenzierbar auf I,
so heiBt f zweimal differenzierbar auf I. Die Ableitung f” := (f') : I — R von f’
heiflt zweite Ableitung von f .

Zweite Ableitungen. a) Wie auf S. 38 bezeichne s(¢) den Ort eines Massenpunktes
auf einer Geraden zur Zeit t € R. Ist die Funktion s zweimal differenzierbar, so
ist ihre Ableitung v = s die Geschwindigkeit, ihre zweite Ableitung b = v = § die
Beschleunigung des Massenpunktes. In der Physik werden Ableitungen nach der Zeit
meist durch einen Punkt ,, " = % “ bezeichnet. Auch fiir andere zeitabhéngige Grofien
ist deren Ableitung als Anderungsgeschwindigkeit zu interpretieren.

b) Die geometrische Bedeutung zweiter Ableitungen wird in Abschnitt ?? diskutiert.
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Beispiele. a) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist i. a. nicht stetig. Ein
solches Beispiel ist gegeben durch die oszillierende Funktion (vgl. S. 44)

2 1
{:p cosy , x#0

uy i x> vPu(r) = 0 . 2=0

Es ist u stetig auf R, und fiir  # 0 berechnen wir

uh(z) = 2wcost+a? (—sini)-(—%) = 2zwcost+sini. (24)
Weiter gilt

Aug(z;0) = 2@lw@ _ zcost =0 fir z—0,

xT

und somit existiert u5(0) = 0. Wegen (24) existieren aber die einseitigen Grenzwerte
ub(07) und uh(07) nicht; folglich ist uy auf R differenzierbar, v} in 0 aber unstetig.

22, x>0
—? ’

f'(z) =2]x| fir z # 0. Weiter hat man

b) Die Funktion f :z — x|z | = { ist differenzierbar auf R\{0} mit

Af(0;z) = x|x\50 = |z| =0 fur 2 -0,

r—

also f/(0) = 0. Somit gilt f'(z) = 2|xz| fir alle x € R, und daher
f € CYR). Da aber f’ in 0 nicht differenzierbar ist, ist f nicht zweimal differen-
zierbar.

11.4 Definition. a) Fir 2 <m € N definieren wir rekursiv
()= {fecD) | fec™ ()}
und setzen f0 = (f)™=V fir f € C™(I).

b) Funktionen, die in jedem C™(I) liegen, heiffen unendlich oft differenzierbar auf dem
Intervall I, Notation: f € C*(I).

Fiir f € C™(I) heift f(™ € C(I) die m-te Ableitung von f. Wir schreiben auch
fO = f f& =7 fO = " allgemein f™(z) = Z:—"{(x) = ((%)mf)(:c), und fiir
m =0 auch f© := f.

Beispiele. a) Fiir die Potenzfunktion p,, : x — 2™ (n € N) hat man

po(z) = na"t, pi(z) = n(n—1)2""2, pjl(z) = n(n—1)(n—2)2""",

n

pﬁln)(x) = n! und p(k)(x) = 0 fir k>n. (25)

n

Insbesondere gilt p, € C*(R).
b) Fiir die Inversion j : x — 1/, gilt iber R\{0} :

1

@) =—-%, () =2, ..., j™(z)=(-1)" 2, ..., (26)
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wie man leicht induktiv bestatigt. Also ist j € C*(0,00) und j € C*°(—00,0).

c) Aus (11) ergibt sich sofort sin € C*°(R) und cos € C*°(R). Da die Differentiations-
regeln 11.2 und 11.3 sinngeméf auch fir C™- Funktionen gelten (vgl. den folgenden
Satz 11.5), ist auch der Tangens eine C* - Funktion auf seinem Definitionsbereich.

Aus den Sétzen 11.2 und 11.3 ergibt sich:

11.5 Satz. Es seien I,J C R Intervalle und 0 < m < oco.

a) Aus f € C"™(I) und g € C™(I) folgt auch f+ g€ C™(I).

b) Aus f € C™(I) und g € C"™(I) folgt auch f-g e C™(I).

¢) Es seien f € C™(I) mit f(I) € J und h € C™(J). Dann folgt auch ho f € C™(I).
d) Ist f € C™(I) und f(x) #0 firxz e I, so folgt auch % eC™(I).

BEWEIS s. [Al], 19.12.

Die Mengen C™(I) sind also Vektorrdume, sogar Algebren. Der Raum C(I) = C°(I)
ist auch ein Vektorverband, da aus f € C(I) auch | f| € C(I) folgt. Letzteres gilt nicht
fir C™(1) und m > 1.

Fragen: 1. Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R in jedem Punkt x € I
differenzierbar mit f'(x) > 0. Zeigen Sie, daf3 f streng monoton wachsend ist.

2. Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R in jedem Punkt x € I differenzierbar
mit f'(xz) = 0. Zeigen Sie, daB f konstant ist.

3. Versuchen Sie, Funktionen f € C1(0,00) zu finden mit

) =522, fl(x) = cos’wsinz, f'(x) = =, /() = 3, f/(x) = 22,
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12 Extremwerte und Monotonie

Lernziele:

e Resultate: Existenz von Maxima und Minima stetiger Funktionen auf kompakten
Intervallen, Monotoniesatz

o Kompetenzen: Bestimmung lokaler Extrema

Die Differentialrechnung kann zur Bestimmung von FExtremwerten differenzierbarer
Funktionen verwendet werden. Wir starten mit zwei Beispielen:

12.1 Beispiel. a) Ein nach oben offener Kanal mit rechteckigem Querschnitt und
gegebener Querschnittsfliche A (z.B. A = 3 m?) soll unter minimalen Kosten gebaut
werden. Wir bezeichnen die Breite des Querschnitts mit x, seine Hohe mit y; die

Kosten des Kanals nehmen wir als proportional zu K(z,y) = x + 2y an. Wegen
xy = A koénnen wir y = f einsetzen und miissen die Kostenfunktion
K(z)=z+2%  2>0, (1)

auf dem Intervall I := (0, 00) minimieren.

b) Fiir A = 3 berechnet man K (1) =7, K(2) =4, K(3) =5 und K(4) =5,5. Dies
und eine Abbildung suggerieren, daf§ K irgendwo zwischen x = 2 und x = 3 minimal
sein sollte.

12.2 Beispiel. a) Eine Insel ) liege vor einer geradlinigen Kiiste; ihre Entfernung zum
néchstgelegenen Kiistenpunkt P betrage ¢ > 0, z.B. ¢ = 3 km . Ein Mensch mochte
von der Insel aus so schnell wie moglich einen Punkt Z an der Kiiste erreichen, dessen
Entfernung von P mit d > 0 bezeichnet wird, z. B. d = 4 km . Dazu rudert er zunéchst
mit einer Geschwindigkeit v; > 0, z.B. vy = 4 km/h, iber das Meer zu einem
Kiistenpunkt L zwischen P und Z und lduft anschlieBend mit einer Geschwindigkeit
vy >0, z.B. v9 =6 km/h, von L nach Z. Die Frage ist, bei welcher Wahl von L
die Reisezeit minimal wird.

b) Im Fall v; > vy wird die Reisezeit natiirlich fiir L = Z minimal; wir nehmen daher
ab jetzt v < vy an.

¢) Wir bezeichnen den Abstand von P zu L mit « > 0. Die Distanz von ¢ zu L
betriagt nach dem Satz des Pythagoras /¢? + 2%, die Reisezeit von ) nach L also
Ti(x) = U—ll Vq% + 2?. Weiter ist die Reisezeit von L nach Z offenbar T, = é (d—1z),

die gesamte Reisezeit also

T(z) = V@ T2+ L (d—2). 2)

d) Mit den obigen Zahlenwerten hat man etwa 7°(0) = 1,4167h, T'(1) = 1,2906 ),
T(2) = 1,2347h,T(3) = 1,2273h und T(4) = 1,25h. Dies suggeriert, dafl der
optimale Landepunkt irgendwo zwischen x = 2 und z = 3 liegen sollte.
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Lokale Extrema. Wir zeigen nun, dass in Minimalstellen oder Mazimalstellen dif-
ferenzierbarer Funktionen im Innern eines Intervalls die Ableitung verschwinden muf.

Dazu geniigt es natiirlich, daf§ a eine Extremalstelle von f beziiglich eines kleinen
offenen Intervalls um a ist; in dieser Situation heifit a lokale Extremalstelle von
f. Eine Funktion f : I — R besitzt also ein lokales Mazimum [Minimum/in a € I,
falls es 0 > 0 gibt, so daf§ gilt:

Veel: |[z—a|l<d = [flz)<fla) [f(z)= f(a)]. (3)
Dieses heifit isoliert, falls f(z) # f(a) firallez € I mit 0 < |z —a| < gilt.

12.3 Satz. (vgl. [A1], 20.2). Eine Funktion f : I +— R habe in einem inneren Punkt
a € I des Intervalls I ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum. Ist f in a
differenzierbar, so folgt

f'(a)=0. (4)

Warnungen. a) Die Aussage von Satz 12.3 gilt nur fir innere Punkte und wird fiir
Randpunkte i.a. falsch! So hat z.B. die Funktion p; : © +— x auf [0, 1] ihr Minimum
im Punkt 0 und ihr Maximum im Punkt 1, aber es gilt p}(0) = p{(1) =1.

b) Die Umkehrung von Satz 12.3 ist i.a. falsch, wie das einfache Beispiel p3 : # — 2*
in 0 bereits zeigt: Trotz p4(0) = 0 ist p3 streng monoton wachsend, besitzt also keine
lokalen Extrema. (4) ist also nur eine notwendige, keine hinreichende Bedingung fiir
das Vorliegen eines lokalen Extremums.

c) Punkte a € I mit f'(a) =0 heiBlen kritische Punkte einer Funktion f: I — R.

12.4 Beispiele. a) Gegeben sei die Kostenfunktion K : z — = + % aus (1). Wegen
K'(z) =1— 2 gilt fiir # > 0 offenbar

K(z) =0 & 2> =24 & 2 = V24, (5)

In dem kritischen Punkt x = a = v2A gilt y = é = \/g , also x = 2y; die beiden
Summanden der Kosten K(a) = = + 2y sind dann gleich. Im Fall A = 3 hat man
a=+v6=2,4494 ... .

b) Fiir die Zeitfunktion T': 2 +— - /g2 + 22 + o= (d — x) aus (2) gilt

@) = o & (6)

fir x > 0 hat man daher

T'(z) =0 & v3a? =vi(@P+2%) & v = A= =a. (7)
v

Fiir die Zahlen aus Beispiel 12.2a) hat man a = % =2,6832...€[0,4].
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Die Funktionen K und 7' aus den Beispielen 12.1 und 12.2 haben also jeweils nur
einen kritischen Punkt in ihrem Definitionsintervall. Wir méchten nun gern schlielen,
daB es sich in beiden Féllen um eine Minimalstelle handelt. Dazu verwenden wir das
folgende wichtige Resultat:

12.5 Theorem. Es seien J C R ein kompaktes Intervall und f : J — R stetig. Dann
1st f beschriankt und besitzt ein Maximum und ein Minimum.

Bemerkungen. a) Theorem 12.5 ist fiir andere Intervalltypen nicht richtig: Die
Inversion j : z +— = ist auf (0,1) oder (0,00) nicht nach oben beschréinkt. Auf
(0,00) oder [1,00) ist j durch 0 nach unten beschrankt, besitzt allerdings dort kein
Minimum.

b) In Theorem 12.5 ist die Voraussetzung der Stetigkeit wesentlich. So ist etwa die
auf [—1,1] durch f(z) := =5 fiir |z] < 1 und f(&1) := 0 definierte Funktion
unbeschrinkt; die durch g(x) := « fir |z| <1 und f(£1) := 0 ist zwar beschrinkt,

hat aber weder ein Maximum noch ein Minimum auf [—1,1].

c¢) Es ist nicht ganz leicht, Theorem 12.5 zu beweisen; versuchen Sie es bitte einmal
selbst! Wir geben einen Beweis mittels Intervallschachtelungen am Ende des Abschnitts
und fiithren mit Hilfe neuer Konzepte weitere Beweise in Abschnitt 15.

12.6 Beispiel. Die Zeitfunktion T : x — 9+ 22 + ¢ (4 — x) aus Beispiel 12.2a)
besitzt also ein Maximum und ein Minimum auf [0,4]. Nach Satz 12.3 werden diese

am Rand oder in einem kritischen Punkt angenommen. Nun ist aber a = % der

einzige kritische Punkt von 7', und es ist T'(a) = 2 + % = 1,22568.... Somit ist
T(a) <T(4) <T(0), und daher ist a die Minimalstelle und 0 die Maximalstelle von
f auf [0,4].

12.7 Beispiel. In Beispiel 12.1 148t sich Theorem 12.5 nicht unmittelbar anwenden, da
ja die Funktion K auf dem offenen Intervall (0, 00) definiert ist (wo sie kein Maximum
besitzt). Nun hat aber K den einzigen kritischen Punkt a = v/2A4 auf (0,00), und es
gilt K(z) — 4oo fir x — 07 und auch fiir x — 4+00. Analog zu Satz 10.3 gibt es
daher Zahlen

0<d<D mit K(z)>K(a)+1 fir < und 2> D. (8)

Nach Theorem 12.5 hat K ein Minimum auf dem kompakten Intervall [0, D], und
nach Satz 12.3 wird dieses am Rand oder in dem kritischen Punkt a angenommen.
Wegen K(a) < K(0) und K(a) < K(D) mufl dann a die Minimalstelle von K auf
[0, D] und somit auch K(a) = 2v/2A das Minimum von K auf (0,00) sein.

Die Minimal- oder Maximaleigenschaft kritischer Punkte kann oft auch ohne (explizite)
Verwendung von Theorem 12.5 gezeigt werden. Dazu bemerkt man zunéchst folgendes:
Ist eine Funktion f links von a monoton fallend und rechts von @ monoton wachsend,
so wird sie offenbar in @ minimal (die Umkehrung dieser Aussage gilt allerdings nicht,
vgl. etwa Beispiel 16¢)). Monotonie-FEigenschaften von f konnen aber mit Hilfe der
Ableitung charakterisiert werden:
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12.8 Feststellung. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar und
monoton wachsend. Dann gilt f'(x) > 0 fir allex € I .

BEWEIS. Es sei a € I fest. Dann ist Af(a;z) = %ﬁ(a) > 0 fir alle z € I'\{a}, also
auch f'(a) > 0.

Das Beispiel p3 :  — 2% zeigt, daB aus der strengen Monotonie von f mnicht die
starkere Aussage ,, f'(z) > 0 fiir alle x € I “ folgt. Umgekehrt gilt jedoch das wichtige

12.9 Theorem (Monotoniesatz). Es seien I C R ein Intervall und f : [ — R
differenzierbar.

a) Gilt f'(x) >0 fir allex € I, soist f streng monoton wachsend.
b) Gilt f'(x) >0 fir allex € I, so ist f monoton wachsend.

Bemerkungen. a) Im Fall f’(x) <0 bzw. f'(z) <0 fir alle x € [ ist f natiirlich
streng monoton fallend bzw. monoton fallend, was sich sofort durch Anwendung von
Theorem 12.9 auf —f ergibt.

b) Der Monotoniesatz ist sicher anschaulich einleuchtend, vor allem bei physikalischer
Interpretation der Ableitung: Bei positiver Geschwindigkeit in eine gewisse Richtung
bewegt man sich in dieser Richtung vorwdrts.

c¢) Trotzdem ist ein Beweis des Monotoniesatzes nicht ganz leicht. Versuchen Sie bitte,
selbst einen zu finden ! Ein Beweis mittels Intervallschachtelungen folgt unten; spéter in
Abschnitt 16 wird der Monotoniesatz eine einfache Konsequenz aus dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung sein, der wiederum auf Satz 12.3 und Theorem 12.5 beruht.

12.10 Folgerung. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar mit
f'(x) =0 firallex € I. Dann ist f konstant.

BEWwWEIS. Nach Theorem 12.9 ist f monoton wachsend und monoton fallend, also
konstant.

Aus dem Monotoniesatz ergibt sich nun leicht eine hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen eines Ezxtremums:

12.11 Satz. Es seien [ C R ewn Intervall, a € I und f: I — R differenzierbar.

a) Gilt f'(x) <0 firalex el mitx <a und f'(x) >0 fir allex € I mitz > a,
so ist a eine Minimalstelle fir f auf I .

b) Gilt zusdtzlich f'(z) # 0 fir x € I\{a}, so ist a die einzige Minimalstelle von f
auf I .

BeEweris. a) Nach Theorem 12.9b) ist f monoton fallend fiir # < @ und monoton
wachsend fiir z > a.

b) Fir a < x € I wéhlt man a < y < x. Nach Theorem 12.9a) wéchst nun f auf
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[y, z] streng monoton, und mit a) folgt f(a) < f(y) < f(x). Genauso zeigt man auch
f(z) > f(a) firfir I 5z <a.

Satz 12.11 gilt natiirlich entsprechend fiir Maxima.

12.12 Beispiel. Fiir die Zeitfunktion T : 2 — - /¢> + 2% + - (d — x) aus (2) gilt
wegen (6) analog zu der Rechnung in (7) stets 7"(z) < 0 fir 0 <z < a = -2~ und

2_ .2
Uy vy

T'(z) >0 fiir x > a. Fiir 0 < a <d ist daher a die einzige Minimalstelle von 7" auf
[0,d]; im Fall a > d liegt die einzige Minimalstelle von T" in d.

Die Voraussetzungen von Satz 12.11 lassen sich oft mit Hilfe von zweiten Ableitungen
verifizieren:

12.13 Satz. Es seien I C R ein offenes Intervall, f : [ — R zweimal differenzierbar
und a € I mit f'(a) =0.

a) Gilt f"(x) >0 fir allex € I, soist a eine Minimalstelle von f auf I .
b) Gilt f"(a) >0, so hat f in a ein isoliertes lokales Minimum.

c) Gilt f"(a) > 0 und f"(x) > 0 fir alle x € I, so ist a die einzige Minimalstelle
von f aufI.

BeEWwEIS. a) Nach Theorem 12.9b) ist f* monoton wachsend auf I; wegen f'(a) =0
sind also die Voraussetzungen von Satz 12.11a) erfiillt.

b) Nun sei f”(a) > 0. Wegen Af'(a;x) = W — f"(a) >0 und f'(a) =0 gibt
es 6 > 0 mit % > 0 fir alle x € Iy ;== I Nja—d,a+ 6] (vgl. Satz 10.1). Daraus
folgt sofort f'(z) >0 fira <z <a+46 und f'(z) <0 fira—90 <z < a, und die

Anwendung von Satz 12.11 iiber dem Intervall I liefert die Behauptung.

c) Nach b) ist a die einzige Minimalstelle von f auf I5. Wegen f” > 0 auf I ist f’
dort monoton wachsend. Daraus folgt f(z) > f(a+9) > f(a) firz € I mit z > a+9
sowie f(z) > f(a—9) > f(a) firz € I mitz <a—9.

Fiir f € C*(I) ist der Beweis von b) einfacher.

Bemerkungen. a) Auch Satz 12.13 gilt entsprechend fiir Maxima, wie man etwa
durch Ubergang zu —f sieht.

b) Im Fall f’(a) = f"(a) = 0 kann f” sein Vorzeichen in a wechseln, so daf§ keine
allgemeine Aussage iiber lokale Extrema getroffen werden kann. Die Potenzfunktionen
Pn : ¢+ x" etwa haben fiir gerade n ihr einziges Minimum in 0, fiir ungerade n aber
kein lokales Extremum in 0. Satz 12.13b) wird in 29.4 mit Hilfe der Taylor-Formel
fiir den Fall verallgemeinert, da8 f*)(a) # 0 fiir ein k& > 2 gilt; fiir Polynome zeigen
wir dieses Resultat bereits in Satz 13.9. Es gibt allerdings auch nahe a nicht konstante
C* -Funktionen mit f®(a) =0 fiir alle K € N (vgl. Beispiel 29.11).

¢) Zweimal differenzierbare Funktionen f : [ +— R mit f”(x) > 0 fiir alle x € I heiflen
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konvez, solche mit f"(z) <0 fiir alle x € I konkav. Konvexe und konkave Funktionen
werden in Abschnitt ?? genauer besprochen.

12.14 Beispiele. a) Die Kostenfunktion K : z + z 4+ 28 aus (1) ist wegen
K'(z) =1-23 und K"(z) = 24 > 0 fiir alle 2 € (0,00) konvex. Nach Satz 12.13

T

nimmt K genau im kritischen Punkt a = v/2A sein Minimum K(a) = 2v/2a an.
b) Auch die Zeitfunktion 7' aus (2) ist wegen

2

T"(x) = —%+=—=>0 fir x>0 9
( ) v \/m3 - ( )
konvex, und nach Satz 12.13 ist der kritische Punkt ¢« = —£2= die einzige Minimal-

2_ 2
AV

stelle von T' auf [0, 00). Fiir ¢ < d nimmt 7" sein Minimum auf dem Intervall [0, d]
also in a an, im Fall a > d jedoch in d.

Als erste Anwendung von Folgerung 12.10 leiten wir Galilei’s Fallgesetz aus Newtons
Grundgesetz der Mechanik her:

Freier Fall. a) Wir betrachten die Héhe y = H(t) eines Massenpunktes im Schwe-
refeld der Erde. Die auf diesen wirkende konstante Schwerkraft —mg stimmt nach
Newtons Grundgesetz der Mechanik mit m H iiberein; fiir die Beschleunigung gilt
also

H(t) = —g. (10)

Es ist (10) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die gesuchte Funktion H .
b) Eine Losung der Differentialgleichung erster Ordnung

i(t) = —g (11)

ist offenbar v(t) := —gt. Ist w eine weitere Losung von (11), so gilt 4 (v —w) =0,
und nach Folgerung 12.10 ist v — w konstant. Folglich ist

v(t) = vo—gt, wv€eR, (12)

die allgemeine Losung von (11), und durch Einsetzen von ¢t = 0 sieht man, dafl vy die
Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 sein muf.

¢) Somit bleibt

H(t) = o(t) = vo— gt (13)
zu 16sen, und wie in b) erhélt man als allgemeine Losung

H(t) = yo+uvot—39t, yo, v €R. (14)

Durch Einsetzen von ¢ = 0 sieht man sofort, dal y, die Anfangshche zur Zeit ¢t = 0
sein muf.
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Ein Beweis von Theorem 12.5. Es seien also J = [a,b], f : J — R stetig und
¢ =3 (a+b) der Mittelpunkt von J. Gilt die Aussage

VaelodIyeltl : flz) <[f(y) (15)
nicht, so hat man statt dessen

Jz€la,c)VyeEleb : flx)> fly). (16)
Folglich gilt fiir J; = [a, ] oder J; = [¢,b] die Aussage

VeeJIyei: f(z) < fly). (17)

Nun argumentiert man auf J; genauso und fahrt so fort; dadurch erhélt man eine
Intervallschachtelung

JOLD...D2J, D Jp1D...
mit | J, | =2""|J| — 0, fiir die die folgende Aussage gilt:
VeeJVneNIy, el : fz) < flyn). (18)

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es ¢ € R mit £ € J, fiir alle n € N.
Nach (18) gibt es zu jedem = € J Zahlen y,, € J, mit f(z) < f(y,). Nun hat man
aber |£ —y,| < |J.] — 0 und somit f(y,) — f(§) aufgrund der Stetigkeit von f.
Folglich ist ist f(z) < f(£), und somit hat f ein Maximum in £ € J. O

Nun folgt ein Beweis des Monotoniesatzes. Wir stellen ein Lemma voran, das wie im
Beweis von Satz 12.13b) gezeigt wird:

12.15 Lemma. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R ina € I differenzierbar
mit f'(a) > 0. Dann gibt es 6 > 0 mit

flz) < fla) < fly) fir z,yel mit a—d<zr<a<y<a+d. (19)

BeEwEIS. Wegen Af(a;z) = %ﬁ(a) — f'(a) > 0 gibt es § > 0 mit MZ(Q) > 0 fiir

xT

allex € I'N(a—6,a+ ). Daraus folgt sofort (19). &

Ein Beweis des Monotoniesatzes 12.9. a) Es seien also I C R ein Intervall
und f : I — R differenzierbar mit f'(x) > 0 fiir alle x € I. Ist f nicht streng
monoton wachsend, so gibt es a < b € I mit f(a) > f(b). Wir setzen J = [a,b] C [
und ¢ = 3(a + b). Offenbar gilt f(a) > f(c) oder f(c) > f(b); im ersten Fall
sei J1 := [a,c], im zweiten Fall sei J; := [c,b]. So fortfahrend erhalten wir eine
Intervallschachtelung

J:[a,b]2(]1:[(11,()1]2...2Jn:[an,bn]2...

mit | J, | =2""|J| — 0, so daB stets f(a,) > f(b,) gilt. Nach dem Intervallschach-
telungsprinzip gibt es £ € Oﬁ Jp. Zu & € I wéhlt man nun 6 > 0 gemaf (19). Fur
n=1
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| Jn| < 0 gilt dann € — 6 < a, < & < b, < £+ 0, und somit liefert f(a,) > f(b,)
einen Widerspruch zu (19).

b) Wegen f(z) + + > 0 fir # € I und n € N ist nach a) die Funktion
fo iz~ f(z) + L streng monoton wachsend. Fiir @ < b und n € N gilt also
fla)+2 < f(b) + 7, und mit n — oo folgt f(a) < f(b).
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13 Polynome und Nullstellen

Lernziele:
e Resultat: Zwischenwertsatz
e Methoden: ,Raten“ von Nullstellen, Euklidischer Algorithmus, Horner-Schema

o Kompetenzen: Bestimmung von Nullstellen von Polynomen

Frage: Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung x3 — 152 — 4 = 0.

Polynome. a) Eine auf R definierte Funktion der Form

P:xw— Y apr® = apa™ + apmo12™ M 4+ a1z + ag (1)
k=0
heiit Polynom; ag, a1, ..., a, € R sind die Koeffizienten von P .

b) Die Menge aller Polynome wird mit R[z] bezeichnet.
c¢) Gilt a,, # 0 in (1), so heifit deg P := m der Grad von P.

Beispiele und Bemerkungen. a) Die Polynome vom Grad 0 sind die konstanten
Funktionen # 0. Es ist bequem, deg 0 := —oo zu setzen. Fiir m € Ny setzt man noch
Ry [z] :=={P € R[z] | deg P < m}.

b) Fiir P(z) = 3z*—2? und Q(x) = 22+2 hat man deg P = 4, deg Q = 2. Weiter gilt
(P+Q)(z) = 32*+2, (P-Q)(z) = 325 +52* —22? sowie deg(P+Q) =4, deg(P-Q) =
6. Mit S(x) ;= —3z* + 5z dagegen ist (P + S)(z) = —2® + 5z und deg(P+ S) = 2.
Allgemein gilt:

c¢) Fir P,Q € Rlx] ist stets auch P+ @, P-Q € R[z], und man hat

deg(P+ Q) < max{degP, degQ}, (2)
deg(P-Q) = degP +degQ. (3)

d) Aufgrund von (11.4) und Satz 11.2 sind Polynome C* -Funktionen auf R; fiir das
Polynom P € R[z] aus (1) gilt

Pl(x) = f) Eapx* ' = mapuz™ '+ -+ a4+ g (4)
k=1

und insbesondere deg P’ = deg P — 1. Weiter ist P™(x) = m!a,, konstant und
P®)(z) =0 fiir k >m.
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Nullstellen von Polynomen. a) Eine wichtige Rolle in der Mathematik spielen
Nullstellen von Polynomen; nach Satz 12.3 sind beispielsweise lokale Extremalstellen
eines Polynoms P stets Nullstellen der Ableitung P’.

b) Ein Polynom P(z) = ax + b vom Grad 1 hat natiirlich genau eine Nullstelle
xg = —Y,; die Nullstellen quadratischer Polynome wurden auf den Seiten 18 und 34
diskutiert.

¢) Polynome ungeraden Grades besitzen stets reelle Nullstellen:

Das Intervallhalbierungsverfahren (vgl. S. 15) liefert das folgende wichtige Resultat
tiber stetige Funktionen (vgl. [A1], 10.8):

13.1 Theorem (Zwischenwertsatz). Es seiena < b € R, f: [a,b] — R stetig und
fla) <ec< f(b). Dann gibt es & € (a,b) mit f(§) =c.

Der Zwischenwertsatz gilt auch im Fall f(a) > ¢ > f(b), wie man durch Ubergang
zu —f einsieht. Es werden also alle Zahlen zwischen zwei gegebenen Funktionswerten
von der stetigen Funktion f angenommen.

13.2 Satz. (vgl. [A1], 10.7). Es sei P(x) = Tzn: arz® ein Polynom vom Grad m . Ist
k=0

m ungerade, so gibt es vy € R mit P(zo) =0.

Beispiel. a) Fiir das Polynom P(z) := 2® + 2? — {5 wird eine Nullstelle nihe-

rungsweise bestimmt (vgl. [A1], 10.9).

b) Die Nullstellen von P kénnen auch exakt bestimmt werden. Durch Multiplikation
mit dem Hauptnenner 10 der Koeffizienten erhédlt man das Polynom
Q(x) = 22® + 522 — 1 mit ganzzahligen Koeffizienten. Fiir das Erraten eventuel-
ler rationaler Nullstellen von () verwendet man die folgende Verallgemeinerung von
Satz 6.1:

13.3 Satz (,,Raten von Nullstellen*). FEs sei

k

m
P:xw— Y apr® = apa™ + ap1 2™+ -+ ar + ag
k=0

ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ag, a1, ... , a, € Z. Fir jede rationale
Nullstelle xg € Q von P qilt dann zy = g, wobei p € Z ein Teiler von ay und
q € N ein Teiler von a,, ist.

BEwWEIS. Man kann zy = g € Q als einen gekiirzten Bruch mit p € Z und ¢ € N
schreiben. Aus P(xp) = 0 folgt durch Multiplikation mit ¢ sofort

U P+ e P g apg™ T agg™ = 0.

Somit ist p ein Teiler von ayq¢™ und ¢ ein Teiler von a,, p™; da aber p und q
teilerfremd sind, folgt daraus die Behauptung.
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13.4 Folgerung. Es sei
P:z—=am+an 2™+ - +ax+ag

ein. Polynom mit dem hochsten Koeffizienten 1 wund ganzzahligen Koeffizienten
ag, 1, ..., Gm_1 € Z. Jede rationale Nullstelle xg € Q von P ist dann ganzzah-
lig und ein Teiler des konstanten Terms ay .

Beispiel. a) Mogliche rationale Nullstellen des Polynoms Q(z) = 2% + 52% — 1 aus

obigem Beispiel sind also £1 und jzl Durch Einsetzen sieht man, dafl zo = % in
der Tat eine Nullstelle von @) ist.
b) Wir zeigen nun, dafl @) den Linearfaktor (z — ) enthilt, also in der Form
Q(z) = (r —x0) R(x) mit R € Rylx] (5)
geschrieben werden kann. Mit R(z) = az? + bz + ¢ ist in der Tat
(z+3)R(x) = az® +(§+b)a” + (§+c)z+5,
und somit gilt (5) mit a =2, ¢c=—-2 und b=4
c¢) Die Nullstellen des quadratischen Polynoms R(x) = 222 + 4x — 2 sind
Ty = —1+V2;
insbesondere ist also & = —1+41/2 die in obigem Beispiel a) niherungsweise gefundene

Nullstelle des Polynoms P .

Wie in (5) kann ein Polynom P stets ohne Rest durch (z —zy) dividiert werden, wenn
xo eine Nullstelle von P ist. Allgemeiner ist bei Polynomen die Division mit Rest

moglich, dhnlich Wie bei ganzen Zahlen. Im folgenden Satz entspricht in dem Beispiel
25 M =3 —|— das Polynom P der Zahl 25, @) der Zahl 7, T der Zahl 3 und R
der Zahl 4.

13.5 Satz (Euklidischer Algorithmus) (vgl. [A1], 10.3). Zu reellen Polynomen
P, Q € R[z] gibt es eindeutig bestimmte Polynome T, R € Rlx] mit

P=T-Q+R und degR < degQ. (6)

Beispiele und Bemerkungen. a) Der Beweis von Satz 13.5 ist konstruktiv: Zuerst
erhélt man durch Division der héchsten Terme von P und ) das Polynom 7)(x) :=
Sx™7" . Natiirlich kann man nun nicht P — T = 0 erwarten, aber fiir den Rest
R1 P —T\Q gilt deg Ry < m. Ist noch deg Ry > n, so wendet man das gleiche
Verfahren auf R; an: Durch Division der hochsten Terme von R; und () entsteht
ein Polynom T, , so daB fiir den Rest Ry = Ry — 1@ gilt deg Ry < deg R, also
deg Ry <m — 1. Man hat dann

P =TQ+R = (T'+1)Q+R,.
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Dieser Algorithmus (Rechenverfahren) kann nun so lange fortgesetzt werden, bis der
Grad des Restes kleiner als n = deg () wird.

b) Die Durchfithrung des Euklidischen Algorithmus wird anhand des Beispiels
P(z) =42+ 32% — 2 — 1 und Q(z) = 22> + 2 in [A1], 10.4 erldutert.

¢) Fiir Teilmengen M C R bezeichne M[z] die Menge der Polynome mit Koeffizien-
ten in M. Ist M unter den algebraischen Operationen abgeschlossen, z.B. M = Q,
so liefert der Euklidische Algorithmus fiir P, Q € M[z] Polynome T, R mit (6), die

ebenfalls in M[z] liegen.

Jetzt konnen wir die Abspaltung von Linearfaktor wie in (5) allgemein zeigen:

13.6 Satz. (vgl. [A1], 10.5). Es sei 0 # P € R[x] mit P(xy) = 0 fir ein o € R.
Dann gibt es Q € R[x] mit deg@ = deg P — 1 und

P(x) = (x — o) - Qx). (7)

13.7 Folgerung. (vgl. [A1], 10.5). Ein Polynom P € R,,[x] vom Grad m € N hat
hochstens m Nullstellen.

13.8 Folgerung. Stimmen die Werte von zwei Polynomen P € Ry[x] und
Q € R, [x] in mindestens ¢ := max {n,m} + 1 wverschiedenen Punkten x1,...,z, € R
tberein, so muf$ also aufgrund von Folgerung 13.7 P—@Q das Nullpolynom sein. Somit
gilt m=n, und P und Q haben die gleichen Koeffizienten.

Ordnung von Nullstellen.. a) Es sei zg € R eine Nullstelle des Polynoms
P € R,,[z]. Nach Satz 13.6 gilt dann

P(x) = (x —x0)" - Q(z) mit Qo) #0 (8)

fir ein Polynom @ € R,,_,[z]. Die durch (8) eindeutig bestimmte Zahl r € Ny heiit
Ordnung

v(Pyxg) = r (9)

der Nullstelle zy von P. Diese heifit einfach, wenn v(P;xz,) = 1 ist. Die Aussage
v(P;x9) = 0 bedeutet natiirlich, dafi P(zo) # 0 gilt.

b) Aus (8) ergibt sich mittels der Produktregel

P'(z) = r(z —20)" " Q) + (v — 20)" Q'(z) =t (x —20)" " Qi(2) (10)
mit Q1 € R,,_,[x], und wegen

Qi(z0) = rQ(xo) (11)
ailt

W(P'iag) = v(Piag) — 1. (12)
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Folglich ist v(P;x¢) = r dquivalent zu der Aussage

P(xzg) = P'(zg) = ... = P" V(x5) =0 und P"(z) #0. (13)
c) Es sei nun a € R ein kritischer Punkt von P, d.h. es gelte P'(a) = 0. Mit
r:=v(P';a)+ 1 gilt dann wegen (12)

P() = Pla) + (z —a) - Q) mit Q(a)£0; (14)

folglich hat P genau dann ein lokales Extremum in a, wenn r = v(P’;a) + 1 gerade
ist. In diesem Fall liegt fiir Q(a) > 0 ein lokales Minimum vor, fir Q(a) < 0 ein
lokales Mazimum. Nun ist aber P (a) = r! Q(a), was man induktiv aus (11) erhélt.
Damit haben wir also die folgende Verallgemeinerung von Satz 12.13b) fiir Polynome
bewiesen:

13.9 Satz. Fir ein Polynom P € Rz] und eine Zahl a € R sei P'(a) = ... =
PU=U(a) =0, aber P")(a) #0. Dann gilt:

a) Ist v gerade und P™(a) >0, so hat P ein lokales Minimum in a .
b) Ist v gerade und P (a) <0, so hat P ein lokales Maximum in a .

c¢) Ist r ungerade, so hat P kein lokales Extremum in a.

In Satz 29.4 wird diese Aussage auch allgemein fiir C* -Funktionen gezeigt.

Entwicklung nach Potenzen von (z —a). Satz 13.9 folgt auch aus der folgenden
Formel (15): Fiir z,a € R und k € Ny gilt nach dem binomischen Satz

¥ = (a+(z—a)k = > (?) a*=i (z —a).
j=0
Fiir ein Polynom P € R,,[z] ergibt sich daraus

P(x) = kg:oakxk = é:odk(x—a)k

mit gewissen Koeffizienten dj € R. Durch Differentiation erhilt man PY)(a) = j!d;
fiir j =0,...,m und somit

Pla) = & 58z —a)". (15)

Horner-Schema. siche [Al], 10.10*.
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14 Umkehrfunktionen

Lernziele:

e Kompetenzen: Bildung und Differentiation von Umkehrfunktionen

Aus dem Zwischenwertsatz ergibt sich leicht die Existenz m-ter Wurzeln positiver
Zahlen:

14.1 Satz. (vgl. [A1], 9.8). Es seien m € N und ¢ > 0. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zahl x > 0 mit x™ = c.

Wurzeln. Die zu ¢ > 0 eindeutig bestimmte Zahl x > 0 mit 2™ = ¢ heiflit m -te
Wurzel von ¢, Notation: z = {/c.

Die Wurzelfunktion w,, : [0,00) — [0,00), wy(z) := {/x, ist die Umkehrfunkti-
on der Potenzfunktion p,, : [0,00) — [0,00). Nach der Feststellung auf S. 12 ist
sie streng monoton wachsend. Thre Stetigkeit und Differenzierbarkeit ergibt sich aus
allgemeineren Ergebnissen iiber Umkehrfunktionen:

14.2 Satz. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R streng monoton und stetig.
Dann ist auch f(I)=:J ein Intervall, und f~': J— R ist ebenfalls stetig.

BEWEIS s. [Al], 9.10.
Es sei darauf hingewiesen, dafl eine stetige und injektive Funktion f : I — R streng

monoton sein muf}, vgl. etwa [Al], Satz 9.13*.

Die Stetigkeit von Umkehrfunktionen 148t sich auch ohne Verwendung von Monoto-
nie mit Kompaktheits-Argumenten zeigen. Ein allgemeines Ergebnis dazu ist etwa
Theorem 6.14 in [A2].

14.3 Folgerung. Die Wurzelfunktionen w,y, : [0, 00) +— [0,00) sind stetig.

14.4 Satz. Es seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig und streng monoton;
dann ist auch J = f(I) ein Intervall.

a) Ist f in a € I differenzierbar und f'(a) # 0, so ist auch f~': J+— T in f(a) € J
differenzierbar, und es gilt

(f(f(@) = 75 (1)

b) Ist m € NU {oco} und f € C™(I) mit f'(x) # 0 fir alle x € I, so gilt auch
f~tecm(J).

BEWEIS s. [A1], 19.8. und 19.12.

14.5 Folgerung. Fir die Wurzelfunktionen gilt w,, € C*(0,0) .
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BewEIs. Die Potenzfunktion p,, : « — 2™ liegt in C*(0,00), und es ist p),(z) =
max™ ' >0 fir z > 0. Somit gilt in der Tat w,, € C*(0,00), und fiir y := 2™ > 0

ist w! (y) = p;nl(a;) = ——, also
wy,(y) = W> y>0. (2)

Die Voraussetzung f’(a) # 0 ist fiir Satz 14.4 wesentlich, was bereits in Beispiel d)
auf S. 49 bemerkt wurde: Ist f~! in f(a) differenzierbar, so impliziert die Kettenregel
(f~Y(f(a))- f'(a) =1, also f'(a) # 0. Insbesondere ist also wegen p/ (0) = 0 die
Wurzelfunktion w,, in p,(0) =0 nicht differenzierbar.

Rationale Potenzen. a) Wir fithren nun rationale Potenzen positiver Zahlen ein:
Fira >0 undrz%é@ mit p € Z und g € N sei

a = ai:= (Ya)l = Var. (3)
b) Fir r € Q liegen die Funktionen p, : x +— 2" aufgrund von Folgerung 14.5 und
Satz 11.5 in C*(0,00) . Nach (2) und der Kettenregel gilt

- 1 _ p_
p;(l’) =D (%)p L W - g (ﬁ)p 7 = ggjq 1 , also
p(r) = ra™ ! fir 2>0 und r € Q. (4)

¢) Fiir r > 0 hat man mit 0" := 0 auch p, € C[0,00).
d) Es gilt die Funktionalgleichung

a™ = a"-a® fir a>0 und r,s€Q. (5)
In der Tat seien r = § und s = % mit p,u € Z und ¢,v € N. Dann ist r + s
und somit

_ pvtqu
qu

U U
r4s pvtq

a = q ® = (%)pwqu — (%)pv '(%)qu — a -ad°.
Wir gehen kurz auf einige mit Hilfe n-ter Wurzeln definierte Folgen ein:

Beispiele. a) Fiir a > 1 gilt nlggo /a = 1. Ist in der Tat ¢ > 0 gegeben, so hat
man nach (3.2)

I1<a<l4ne<(l+e)", alsoauch 1< J/a<1l+e fir n>

o |9

Wegen Satz 7.8 impliziert dies auch /a = ({/1/,) ' =1 fir 0 <a < 1.
b) Es gilt sogar

lim /n=1. (6)

n—oo

Offenbar hat man stets /n > 1; zu & > 0 ist daher ein ng € N zu finden, so daf
/n<1+¢e odern < (1+¢)" fir n > ng gilt. Dies ist aber moglich, da nach Beispiel
7.7¢) lim —"— =0 gilt.

n—oo (1+&)™
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Reelle Potenzen. a) Ahnlich wie im letzten Beispiel kann man zeigen, daf fiir
rationale Folgen r, — r € Q und a > 0 stets a™ — a” gilt.

b) Fira >1 und r,s € Q mit r < s gilt auch a” < a®. Fiir eine monoton wachsende
Folge (r,) in Q ist daher auch die Folge (a™) monoton wachsend. Gilt r, — x, so
wahlt man z < r € Q und hat a™ < a" fiir alle n € N. Nach Theorem 7.14 existiert

lim a™ € R,

n—oQ

und man definiert die reelle Potenz a® als diesen Grenzwert. Dies ist moglich, da auch
fiir jede andere rationale Folge Q > s, — «

lim ¢®* = lim o™
n—0o0 n—oo

gilt. Fiir 0 < a < 1 setzt man weiter a® := (+)™". Die Aussagen (4) und (5) bleiben
dann auch fiir reelle Zahlen r,s € R giiltig.

c¢) Wir verzichten hier auf Beweise der Aussagen in a) und b), da sich diese in Abschnitt
20 ohne jede Miihe ergeben werden.

SchlieBSlich gehen wir noch auf Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen ein:

Arcus-Sinus. a) Wegen sin’z = cosz > 0 auf (=5, %) ist der Sinus
sin : [_%7 %] = [_17 1] (7>
streng monoton wachsend und somit injektiv. Zu y € R mit

sin(-3) = =1 < y<1 =sinj

gibt es aufgrund des Zwischenwertsatzes ein x € [~75, 7] mit y = sinx; folglich ist die

Abbildung aus (7) auch bijektiv. Die Umkehrabbildung
arcsin : [~1,1] = [-7, 7] (8)

heift Arcus-Sinus. Sie ist ebenfalls streng monoton wachsend und nach Satz 14.2 auch
stetig. Aufgrund von Satz 144 hat man arcsin € C>®(—1,1), und fir

r € (—1,1) und y := arcsinz € (-5, 7) gilt

—_

coo 1 _ 1 _ 1
arcsin' v = cosy Visin? y Wi 9)

b) Fiir k € Z gilt sin(km + 2) = (—1)¥sinz; daher liefert der Sinus auch bijektive
Abbildungen

sin: [kr — 5, km + 3] — [-1,1].
Die entsprechenden Umkehrabbildungen

arcsing, : [—1,1] — [kr — 5, km + F] (10)
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heien Nebenzweige des Arcus-Sinus. Diese lassen sich durch den Hauptzweig
arcsin = arcsing ausdriicken:

arcsing(y) = km+ (=1)*arcsiny, ye[-1,1], k€ Z. (11)

c) Man hat cosz = sin(x + §) fiir alle # € R. Fir y € [-1,1], k € Z und
x € [k, (k + 1)7] hat somit die Gleichung cosz = y die eindeutig bestimmte Losung

x = arcsingyi(y) — 5 =: arccosi(y).

Fir k£ = 0 erhélt man den Hauptzweig des Arcus-Kosinus, die Umkehrfunktion von
cos : [0, 7] — [—1,1]. Wegen (11) gilt

arccosy = 5 —arcsiny, y€[—1,1]. (12)

Arcus-Tangens. a) Wegen tan'z = 1+ tan*z > 0 auf (=%, %) ist der Tangens
tan: (=3,5) — R (13)

streng monoton wachsend und somit injektiv. Weiter gilt cosz >0 auf (—7,7),

cosz — 0 und sinz — *1 fiir z — £7, woraus sich sofort

tanr — —oo fir r — (=5)" , tanz — 4oo fir = — (+5)”

ergibt. Fiir y € R gibt es somit —F < a <b < § mit tana <y < tanb, aufgrund des

Zwischenwertsatzes also z € (—7, %) mit tanx = y. Folglich ist die Abbildung aus

(13) bijektiv. Die Umkehrabbildung
arctan : R +— (=73, %) (14)

heiit Arcus-Tangens. Sie ist ebenfalls streng monoton wachsend und nach Satz 14.2
auch stetig. Aufgrund von Satz 14.4 hat man arctan € C*°(R), und fiir z € R und

y ;= arctanz € (-5, 7) gilt

raoo 1 1 1
arctan' s = == = ToEy < T (15)

b) Analog zu (11) sind Nebenzweige des Arcus-Tangens durch die Formel
arctang(y) = arctany+km, yeR, keZ, (16)

gegeben; diese sind die Umkehrabbildungen von tan : (k7 — 5, k7 + ) — R.
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15 Maxima und Suprema

Lernziele:
e Konzepte: Supremum und Infimum

e Resultat: Nach oben beschrankte Mengen besitzen ein Supremum.

Nicht alle beschrankten Mengen in R besitzen ein Maximum oder Minimum, z. B. das
offene Intervall I = (0,1). Zwar ist jede Zahl s > 1 obere Schranke von I, doch gilt
stets s ¢ I. Offenbar ist 1 die kleinstmdgliche obere Schranke von I. Dieser wichtige
Begriff wird jetzt allgemein untersucht:

Definition. Es sei ) # M C R nach oben beschrinkt. Hat die Menge
Suy:={aeR|VzeM : z<a} (1)

der oberen Schranken von M ein Minimum s = min S);, so heifit dieses kleinste obere
Schranke oder Supremum von M , Notation: s =sup M .

Beispiele und Bemerkungen. a) Da Minima eindeutig bestimmt sind, gilt dies
auch fiir Suprema.

b) Falls M ein Maximum besitzt, so gilt max M = sup M .
c) Fir I = (0,1) gilt also S; = [1,00) und sup I = min Sy =1.

15.1 Feststellung. (vgl. [A1], 9.3). Es sei ) # M C R nach oben beschrinkt. Dann
st genau dann s = sup M , wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

(a) x <s fir allex € M,
(b) Es gibt eine Folge (x,) C M mit x, — s.

15.2 Theorem. (vgl. [A1], 9.4). Fiir jede nach oben beschrinkte Menge () = M C R
existiert die kleinste obere Schranke sup M .

15.3 Feststellung. (vgl. [A1], 9.5). Fir® # M CR sei —M :={—xz | x € M}. Ist
M nach unten beschrinkt, so ist

inf M := —sup(—M) (2)

die grofite untere Schranke von M, das Infimum von M .



70 II. Differentialrechnung

Ein Beweis von Theorem 12.5. Es seien also [a,b] C R ein kompaktes Intervall
und f : [a,b] — R stetig.

a) Es sei M :={x € [a,b] | f ist auf [a,x] beschrinkt}. Wegen a € M ist M # 0,
und b ist eine obere Schranke von M . Nach Theorem 15.2 existiert somit s := sup M .
Da f in s stetig ist, gibt es 6 > 0 mit | f(z)| < | f(s)|+ 1 fir alle z € [a,b] mit
|z —s] <d. Wegen x— 3§ € M ist f somit auf [a, s+ 0] Na,b] beschrankt. Dies zeigt
s =b & M, und somit somit ist f auf [a,b] beschrdnkt.

b) Nach a) existiert also das Supremum s := sup fla,b] € R von f auf [a,b]. Gilt

f(z) < s fiir alle x € [a,b], soist g: x> %() eine stetige Funktion auf [a,b], die

f(z
nach a) ebenfalls beschrinkt sein mufl. Zu jedem ¢ > 0 gibt es aber z € [a,b] mit
s— f(z) <e, also g(z) > 1, und das ist ein Widerspruch. Folglich gibt es zo € [a, ]
mit f(zg) = s, und f hat ein Maximum in z .

¢) Die Existenz des Minimums folgt wie in a)-b) oder durch Ubergang zu —f .

Auch der Zwischenwertsatz 1a8t sich mit einem Argument wie in Beweisteil a) zeigen,

vgl. [A1], 9.7.

Zur Axiomatik von R. a) Die Existenz des Supremums einer nach oben beschrank-
ten Menge beruht also auf Theorem 7.14 bzw. auf den Axiomen A und I (vgl. S. 25).
Umgekehrt impliziert Theorem 15.2 wieder Theorem 7.14, kann also auch zur Formu-
lierung der Vollstindigkeit von R verwendet werden:

b) Fiir eine monoton wachsende und beschrénkte Folge (a,) in R existiert also s :=

sup{a, | n € N}. Zue > 0 gibt es np € N mit s — ¢ < a,, < s, und wegen der
Monotonie folgt auch s — ¢ < a,, < a, < s fir n > ny. Folglich gilt s = ILm Qp .
n o0

15.4 Satz. Es seien I = (a,b) C R ein offenes Intervall und f : I — R monoton
wachsend. Der linksseitige Grenzwert f(b~) = liril f(z) existiert genau dann, wenn
z—b~

f nach oben beschrinkt ist, und diesem Fall gilt

lim f(z) = sup f(I). (3)

b~
BEWEIS. ,= “: Es sei # € I. Fiir grofe n € N gilt dann # < b — 1 und daher
f@) < f(b—2L) < f(b7). Somit ist f(b~) obere Schranke von f(I).
,<="“: Es seien s := sup f(/) und (x,) eine Folge in I mit z,, - b. Zue > 0 gibt
es ¢ € (a,b) mit s —e < f(c) < s, und wegen der Monotonie von f folgt auch
s—e < f(z) < s firc <a <b. Weiter gibt es ng € N mit ¢ <z, < b fiirn > ng, al-
so auch s—e < f(z,) < s fiir diese n. Dies zeigt f(x,) — s und somit xlgz?— f(z) =s.

3

Entsprechende Aussagen gelten natiirlich auch fiir b = oo, fiir rechsseitige Grenzwerte
und fiir monoton fallende Funktionen.



16 Mittelwertsitze und Anwendungen 71
16 Mittelwertsitze und Anwendungen

Lernziele:
o Konzepte: Konvexitiat und Konkavitét
o Resultate: Mittelwertsidtze der Differentialrechnung
e Methoden: Regeln von de 1'Hospital

e Kompetenz: Verinnerlichung des Mittelwertsatzes 16.2

In diesem Abschnitt 16sen wir zunédchst eine geometrische Aufgabe: Fiir eine differen-

zierbare Funktion f : [a,b] — R soll eine Tangente an den Graphen I' (f) konstruiert

werden, deren Steigung mit der Sekantensteigung %ﬁa) iibereinstimmt. Die Losung

beruht wesentlich auf Theorem 12.5.
Zunéachst behandeln wir den Fall f(a) = f(b):

16.1 Satz (Rolle). FEs sei f € Cla,b] auf (a,b) differenzierbar, und es gelte f(a) =
f(b). Dann gibt es & € (a,b) mit f'(§) =0.

BEWEIS s. [Al], 20.4.
Daraus ergibt sich leicht der wichtige Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

16.2 Theorem (Mittelwertsatz). Es sei f € Cla,b] auf (a,b) differenzierbar.
Dann gibt es £ € (a,b) mit

fie) = ot 0
BEWEIS s. [Al], 20.5.

Aus dem Mittelwertsatz ergeben sich sehr leicht Beweise des Monotoniesatzes 12.9
und der Folgerung 12.10, vgl. [A1], 20.11, 20.12, 20.7.

Umformulierung. Der Mittelwertsatz wird oft in folgender Formulierung verwen-
det: Ist f : I — R differenzierbar, so gilt fir a, a+h eI :

fla+h) = f(a) + f'(a+6h)-h firen6e(0,1). (2)
Dazu wendet man einfach (1) auf [a,a + h] bzw. [a + h,a] an.

Die néchste Aussage wird im folgenden 6fter verwendet, um die Differenzierbarkeit von
Funktionen in speziellen Punkten ihres Definitionsbereichs zu zeigen. Fiir ihren Beweis
ist es wesentlich, dal beim Mittelwertsatz die Differenzierbarkeit in den Randpunkten
nicht gefordert werden muf3:
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16.3 Folgerung. (vgl. [A1], 20.8). Es sei f € Cla,b] auf (a,b] differenzierbar, und es
existiere f'(a™) = 1im+ f'(x). Dannist f in a rechtsseitig differenzierbar, und es gilt
Tr—a

fila) = f'(a™).
Eine analoge Aussage gilt fiir linksseitige und beidseitige Differenzierbarkeit.

Die folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes erweist sich fiir die Berechnung
von Grenzwerten als sehr niitzlich:

16.4 Theorem (zweiter Mittelwertsatz). Es seien f,g € Cla,b] auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gibt es § € (a,b) mit

g'(&) (f(b) = f(a)) = [f() (9(b) — g(a)) . (3)
BEWEIS s. [A1], 20.14.
Fiir g(z) = = erhilt man wieder den Mittelwertsatz 16.2.
Theorem 16.4 erlaubt den Beweis der folgenden Regel von de [’Hospital:

16.5 Satz. (vgl. [A1], 20.15). Es seien f,g : (a,b] — R differenzierbar; weiter sei
g(x) #0 und ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b], und es gelte

lim f(x) = lim g(z) = 0. (4)
z—at z—at
Wenn £ := lim f:(z) existiert, so existiert auch lim ﬁ, und es ist
soat 9(@) o—oat 9(@)
m L@y i L@
Jmogey = 0= moun (5)

Ein analoger Satz gilt auch fiir links- und beidseitige Grenzwerte, ebenso fiir solche in

400 und auch fiir den Fall g :Eg — +00.

Beispiele. a) Wir berechnen den Grenzwert der rationalen Funktion

R(z) = ;‘Eg — %

in 2. Wegen f(2) = ¢(2) = 0 ist (4) erfiillt, die Regel von de I'Hospital anwendbar.
Man hat f/(z) = 32> —4x +5 — 9 und ¢'(z) = 2z — 4 fiir * — 2, und somit gilt
lim R(z) = 4.

T—2
b) Fiir r € N wird die Funktion  — (1+z)" aufgrund des binomischen Satzes nahe 0
gut durch das quadratische Polynom z — 1+ rz + 7“(7’—2—1) x? approximiert. Wir zeigen
nun, dafl dies auch fiir r € Q der Fall ist. Dazu berechnen wir den Grenzwert der
Funktion

A(z) = [z) . (42)"—(4rz)

9(x) x?
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in 0. (4) ist wieder erfiillt, und man hat f'(z) =r(1+z)"' —r — 0 sowie ¢'(x) =
2z — 0 fiir x — 0. Daher wenden wir die Regel von de I'Hospital noch einmal auf
den Quotienten

— @) _ r(4a)ler
B(x) T g/(m) - 2x
an. Es gilt f"(z)=r(r—1)(14+2)"2—=r(r—1) und ¢"(x) =2 — 2 fiir r — 0 und
daher lir% Az) = lir% B(z) = T(r—z_l) . Folglich gilt fiir |z | <1 die Formel
T—r T—r

(1+2z) = 1+Tx+@x2'a(x) mit lima(z) = 1. (6)

z—0
c¢) Die wichtige Aussage (11.6)

lim S22 — 1

z—0 ¥
folgt wegen sin’ x = cosz — 1 fiir z — 0 sofort aus der Regel von de I'Hospital 16.5;
allerdings haben wir (11.6) bei der Differentiation des Sinus bereits benutzt. Fiir den
Quotienten

C(x) = He) .~ —Smx%_“”

—

st (4) fir  — 0 wieder erfiillt, und man hat auch f'(z) = cosz —1 — 0 sowie

g () = 32* = 0 fiir r — 0. SchlieBllich gilt f”(z) = —sinz und ¢’(z) = 6x, also
g::g)) — —¢ fiir x — 0. Die Regel von de I'Hospital liefert also C(z) — —¢ fiir z — 0
und somit die folgende Approximation des Sinus in der Néhe von 0:

sinz = x—%-a(m), li_)r%a(x) = 1. (7)

Es gilt auch die folgende Variante der Regel von de ’'Hospital, deren Beweis kompli-
zierter ist als der von Satz 16.5:

16.6 Satz. Es seien f,g: (a,b] — R differenzierbar mit ¢'(z) # 0 auf (a,b], und es
gelte

f(z) = +oo, g(x) = 400  fir x—at. (8)
Wenn 0 .= lim+ 5 :Eg existiert, so existiert auch lim+ ﬁ, und es st
r—a r—a
m L@ — oy — im L@
Jm gy = 6= mousy (9)

BEWEIS. Zu € > 0 gibt es zunéchst a < ¢; < b mit | g:gg —l|<efira<é<c.

Wegen (8) gibt es a < ¢a < ¢q mit f(z) > 0 und g(x) > max {0, g(c1)} fira <z < ¢y.
Es gilt

X ) — 1 1_9(21)
Q)= Lo - Trm el o £ = dlo) BG) (10)
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fiir diese x. Aufgrund des zweiten Mittelwertsatzes hat man

_ f@=fe) _ F©
Al®) = @) = 70

fiir ein geeignetes = < & < ¢4

und somit | A(x) — £| < e. Wegen (8) gilt weiter B(x) — 1 fiir x — a™, und daher
gibt es a < ¢3 < ¢ mit

| A(z) B(z) = A(z) | = [A(z) | [ B(z) = 1] < ((+¢)|B(z) = 1] < ¢
fir a < x < cg. Fiir diese z ist dann |Q(z) — | = | A(z) B(z) — £ ] < 2e.

Ein analoger Satz gilt auch fiir links- und beidseitige Grenzwerte, ebenso fiir solche in

400 sowie fiir den Fall g :g)) — +00.

Konvexe Funktionen. Wie auf S. 50 angedeutet, konnen Ableitungen physikalisch
als Geschwindigkeiten interpretiert werden, zweite Ableitungen als Beschleunigungen.
Die Vorzeichen der zweiten Ableitung spielen eine wichtige Rolle bei der Bestimmung
(lokaler) Extremalstellen, vgl. dazu Satz 12.13. Nun wird die geometrische Bedeutung
der zweiten Ableitungen genauer diskutiert. Dies fiihrt zu den Begriffen Konwvezitdt,
Konkavitit und Wendepunkt einer Funktion; letzterer spielt eine (iibertrieben) grofie
Rolle in Schulbiichern. Mit Hilfe von Konvexitdts-Argumenten lassen sich wichtige
Ungleichungen der Analysis herleiten, vgl. dazu etwa [A1], Abschnitt 21.

Graphen und Sekanten. Konvexitidt bedeutet anschaulich, dafl der Graph von
f immer unterhalb der Verbindungsstrecke zweier seiner Punkte liegt; entsprechend
bedeutet Konkavitit, dafl er stets oberhalb dieser Strecke liegt. Fiir Punkte a < b € R
hat ein Punkt z € [a,b] die Form

r=a+tb—a) = (1—t)a+td (11)

fiir ein ¢t € [0,1] . Konvexitat und Konkavitit lassen sich daher so formulieren:

Definition. a) Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit konvez,
falls fiir alle a,b € I und ¢ € [0, 1] gilt:

f(=ta+1tb) < (1—-1)f(a) + tf(b). (12)
b) Eine Funktion f : I +— R heifit konkav, falls — f konvex ist.

Natiirlich ist f : / — R genau dann konkav, wenn (12) mit ,>“ fiir f gilt.
Konvexitat ist dazu dquivalent, dafl die Differenzenquotienten von f monoton wach-
sen:
16.7 Satz. (vgl. [A1], 21.2). Fine Funktion f : I — R st genau dann konvex, wenn
fir allea <x <bel gilt:

f@)=f@) ~ fO=f(=) (13)

r—a — b—x :
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16.8 Folgerung. Eine differenzierbare Funktion f : I — R ist genau dann konver,
wenn fir allea < x <be 1 gqilt:

f@)=fla) ~ f’(x) < f(b)*f(x). (14)

T—a b—zx
BewEIs. Offenbar impliziert (14) sofort (13). Umgekehrt folgt aus (13)

f(@)=f(a) fO)—f(=)

— - i
fl(x) — aligl, z—a < b—z und
/ i L) =f(2) f@)—f(a)
f (l’) o bligh b—z > z—a

Graphen und Tangenten. Bedingung (14) bedeutet anschaulich, daf§ die Tangen-
tensteigung einer konvexen Funktion in einem Punkt z grofler ist als ,,Sekantenstei-
gungen nach links“, aber kleiner als ,,Sekantensteigungen nach rechts.“ Dies bedeutet,
daf} die Tangente an den Graphen von f stets unterhalb dieses Graphen verlauft. Ent-
sprechend liegen Tangenten an die Graphen konkaver Funktionen stets oberhalb dieser
Graphen.

16.9 Satz. (vgl. [A1], 21.3). Eine differenzierbare Funktion f € F(I) ist genau dann
konvex, wenn f' monoton wachsend ist.

16.10 Folgerung. Eine zweimal differenzierbare Funktion f € F(I) ist genau dann
konvex, wenn " >0 gilt.

Dies ergibt sich unmittelbar aus Satz 16.9 und Feststellung 12.8. Es sei noch einmal auf
den in den Satzen 12.11 und 12.13 formulierten Zusammenhang mit der Bestimmung
von Minimalstellen hingewiesen.

Definition. FEine Funktion f : I — R hat einen Wendepunkt in einem inneren
Punkt a € I, falls f fiir ein geeignetes 6 > 0 auf (a — 9, a] konkav und auf [a,a + J)
konvex ist oder dieses auf —f zutrifft.

In einem Wendepunkt von f wird also der Graph von der Tangente ,,durchstoflen®.

16.11 Feststellung. Die Funktion f € F(I) habe einen Wendepunkt in a € I. Ist
f auf I differenzierbar, so hat [’ ein lokales Extremum in a; ist f auf I zweimal
differenzierbar, so folgt f"(a) =0.

Bemerkung. Hat fiir eine differenzierbare Funktion f € F(I) die Ableitung f’
ein lokales Extremum in einem inneren Punkt ¢ € I, so mul f nicht unbedingt
einen Wendepunkt im Sinn obiger Definition haben, vgl. dazu das folgende Beispiel
e). Allerdings werden in der Literatur als Wendepunkte manchmal auch alle inneren
Punkte a € I betrachtet, in denen f” ein lokales Extremum hat.
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Beispiele. a) Fiir die Potenzfunktionen p, : x — 2" (r € Q) gilt

1 r—2

pelx) =ra"", pi(x)=r(r—1a

auf (0,00), d.h. p, ist fiir r > 1 oder r < 0 konvex, fiir 0 <r <1 konkav.

b) Es ist p3 wegen p4(z) = 6z auf (—oo, 0] konkav und auf [0, 00) konvex. Somit hat
ps3 einen Wendepunkt in 0.

¢) Fiir py € C*(R) gilt pj(z) = 1222 >0, d.h. p; ist auf R konvex. Trotz p}(0) =0
hat p; in 0 keinen Wendepunkt.

d) Wegen sin” 2z = —sinx ist der Sinus auf den Intervallen (km, (k+1)7) fiir ungerade

k € Z konvex und fiir gerade k € Z konkav. Die Wendepunkte liegen genau in den
Nullstellen des Sinus.

e) Die auf R differenzierbare Funktion (vgl. S. 50)

2 (24cost) , x#0

g:xr—>2x2—|—u2(x):{ 0 . 220

hat genau in 0 eine Minimalstelle. Die Ableitung

RN 20 (2+cosT) +sin: , z#0
0, z=0

hat aber fiir alle § > 0 auf den Intervallen (—0,0] und [0,d) kein einheitliches Vor-
zeichen, so dal g dort nicht monoton ist. Eine Stammfunktion f von g, d.h. eine
Funktion f: R — R mit f' = g, ist somit auf diesen Intervallen weder konvex noch
konkav und hat daher keinen Wendepunktin O im Sinn obiger Definition. Die FExistenz
einer solchen Stammfunktion zeigen wir im néchsten Kapitel.
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17 Flacheninhalte

Lernziele:

o Konzept: Flacheninhalt

Rechtecke. Fiir Intervalle 7, J C R der Lange | I |,|J| > 0 wird der Flicheninhalt
des Rechtecks R =1 x J in der Ebene R? durch die Zahl

AR):= |I|-|J|€R (1)

definiert. Strecken werden als ausgeartete Rechtecke betrachtet und haben dann den
Flacheninhalt 0.

Flacheninhalte. Man mdochte nun fiir eine moglichst grofie Klasse 9 von Teil-
mengen der Ebene einen Fldcheninhalt A : 9T — [0,00) definieren; dabei sollten die
folgenden einleuchtenden Eigenschaften gelten:

(A1) Fiir Rechtecke R=1x J gilt R€ M und A(R) =|I]|-|J].

(A2) Fiur M,N e gilt auch MUN, M NN €9, und man hat
A(MUN)=A(M)+A(N)—-AMNN).

(A3) Fiir M € M und eine Translation 7 : x + = + b der Ebene
gilt auch 7(M) € M und A(T(M)) = A(M).

(A4) Fir M € 9 und eine Drehung oder Spiegelung p der Ebene
gilt auch p(M) € M und A(p(M)) = A(M).

Dreiecke. Liegen rechtwinklige Dreiecke T' (mit den Seitenldngen a,b > 0) in 91,
so ergibt sich aus (A1)—(A4) sofort
A(T) := Lab. (2)

Fiir beliebige Dreiecke D mit einer Seite s = s; 4+ so und zugehoriger Hohe h erhilt
man daraus A(D) = $sih+3s2h, also

AD) = Lsh. (3)

Polygone. a) Als nichstes werden nun Polygone P C R? | d.h. endliche Vereini-

T
gungen von Dreiecken betrachtet. Man kann P = U D, als disjunkte Vereinigung von
j=1
Dreiecken schreiben (Strecken sind entartete Dreiecke!) und setzt dann

A(P) := élA(Dj) . (4)
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Dieser Ausdruck ist von der Wahl der Zerlegung von P in disjunkte Dreiecke un-
abhingig und somit wohldefiniert, und der Flicheninhalt A : P — [0,00) auf der
Klasse B aller Polygone erfiillt die Eigenschaften (A1)—(A4).

b) Die in a) formulierten Aussagen sind sicher anschaulich einleuchtend. Ein Beweis
ergibt sich leicht aus der mehrdimensionalen Integralrechnung (vgl. etwa [A3], Ab-
schnitt 8), wiire an dieser Stelle aber sehr miithsam. Natiirlich werden die Aussagen
aus a) im folgenden nicht verwendet.

Ausschépfung und Eingrenzung. a) Eine naheliegende Methode, einen Fldchen-
wnhalt fiir allgemeinere Mengen M in der Ebene zu definieren, besteht darin, M durch
Polygone einerseits auszuschopfen und andererseits einzugrenzen.

b) Dieses Verfahren wurde bereits von Archimedes (287-212 v. Chr.) erfolgreich an-
gewendet. Fiir den Einheitskreises haben wir die Ausschipfung bereits in Abschnitt 8
diskutiert; eine entsprechende Fingrenzung ldsst sich dhnlich durchfithren (vgl. auch
[A1], Abschnitt 16). Archimedes soll die Abschitzung 3,14145 < 7 < 3,14166 mit
Hilfe des 192 -Ecks erhalten haben.

c) Fiir die Kreisfliche 7 ergeben sich also durch Ausschépfung und Eingrenzung durch
Polygone explizite Naherungsformeln; diese beruhen natiirlich wesentlich auf der spe-
ziellen geometrischen Gestalt des Kreises K . Es liegt daher die Vermutung nahe,
daf dieses Verfahren fiir kompliziertere Teilmengen der Ebene wesentlich schwieriger
durchzufiihren ist.

Integrale. a) Trotzdem kann das Problem der ,,Bestimmung von Fldcheninhalten®
von der Analysis ,;im Prinzip®“ gelost werden. Im néchsten Abschnitt konstruieren wir
das Integral stetiger Funktionen iiber kompakten Intervallen mittels geeigneter Appro-
ximationen durch Rechtecksummen, wodurch sich Flacheninhalte spezieller Mengen
ergeben. Die effektive Berechnung solcher Integrale gelingt oft mit Hilfe des Hauptsat-
zes der Differential- und Integralrechnung im iiberndchsten Abschnitt; fiir numerische
Methoden sei auf [A1l], Abschnitt 43* verwiesen.

b) Die Integrationstheorie kann auf Funktionen von mehreren Variablen ausgedehnt
werden (vgl. etwa [A3]); mit Hilfe des zweidimensionalen Lebesgue-Integrals wird dann
ein Flacheninhalt A : 9t — [0, 00) fiir eine sehr grofie Klasse 9t von Teilmengen der
Ebene konstruiert, der (Al)—(A4) erfiillt und sogar abzihlbar additiv ist, d.h. es gilt

A(U M) = 3 AOM) (5)

fiir eine disjunkte Folge (M;) in 9. Entsprechend liefert das dreidimensionale Lebesgue-
Integral eine Theorie der Volumina im Raum.
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18 Integrale

Lernziele:

e Konzept: Riemannscher Integralbegriff

e Resultate: Stetige Funktionen, insbesondere C!-Funktionen, sowie stiickweise
monotone Funktionen sind integrierbar iiber kompakte Intervalle;
Mittelwertsétze der Integralrechnung

2

Frage: Versuchen Sie, den Mittelwert der Funktion py : x — x* iiber ein Intervall [0,b] zu

»bestimmen“.

»Fliacheninhalte mit Vorzeichen®. a) Ein Ausgangspunkt der Integralrechnung
ist also das Problem der ,Bestimmung von Flicheninhalten krummlinig begrenzter
Mengen® in der Ebene. Zunéchst betrachten wir nur solche Mengen M(f) C R?, die
von zwei Parallelen zur y-Achse, der x-Achse und dem Graphen einer stetigen Funktion
f :]a,b] = R begrenzt werden. Wir definieren einen , Flicheninhalt mit Vorzeichen“
von M(f), wobei die Teile von M (f) oberhalb der x-Achse als positiv, die unterhalb
der x-Achse als negativ betrachtet werden; diese Grofle heifit Integral f(f f von f.

b) Zu diesem Zweck wird M(f) durch geeignete Polygone ausgeschopft und einge-
grenzt und [’ f als Grenzwert der entsprechenden Flicheninhalte definiert. Im Ge-
gensatz zu Abschnitt 17 verwenden wir an Stelle allgemeiner Polygone (fiir die der
Fldcheninhalt ja nicht exakt definiert wurde) nur disjunkte Vereinigungen achsenpar-
alleler Rechtecke, fiir die der Flacheninhalt offensichtlich ist. Dadurch konvergieren die
Approximationen zwar langsamer als etwa bei der Berechnung der Kreisflache, sind
aber einfacher zu handhaben.

Ober- und Untersummen. a) Eine Zerleqgung Z eines kompakten Intervalls J =
la,b] ist eine endliche Teilmenge von J mit a,b € Z. Man schreibt
Z ={a=zx<m <...<z.=b}, reN. (1)

Mit 3 = 3(J) wird das System aller Zerlegungen von J bezeichnet. Weiter verwenden
wir die Abkiirzung

Axy = xp, — 21, k=1,...,r, (2)
und bezeichnen die Feinheit der Zerlegung mit

A(Z) = riléfi Az = Iilélx (T — xp—1) - (3)
b) Fiir eine Zerlegung Z € 3(J) von J = [a,b] und f € C(J,R) setzen wir

My = max {f(z) | v € [xp_1, 2]}, (4)
my = min {f(z) | © € [zr_1, 2]} ; (5)
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diese Maxima und Minima existieren aufgrund von Theorem 12.5. Damit definieren
wir die Ober- und Untersumme von f bzgl. Z durch

S(f.2) = © My, s(f.2) = & my Ay (6)

c¢) Der gesuchte Flicheninhalt liegt ,offenbar® zwischen s(f,Z) und S(f,Z). Ver-
feinert man nun die Zerlegung Z, d.h. ersetzt man sie durch eine Zerlegung Z’ mit
Z C 7', so werden die Untersummen grifier und die Obersummen kleiner:

18.1 Feststellung. Fir Zerlequngen Z, 7" € 3(J) von J mit Z C Z" gilt

s(f,2) < s(f,2) < S(£,2") < S(1,2). (7)
BEWEIS. a) Zunéchst sei 2/ = Z U {2} mit z;_1 <2’ <z;. Fir

wy = min{f(z) | v € [z;-1,2"]}, wo:= min{f(x) |z € [2/ 2]}
gilt dann m; < w;, m; < wy und somit

m; Ax; = mi(2' — a1 + x5 — ') <w (2 —xj-1) + wez; —2') .
Da alle anderen Terme in den beiden Untersummen die gleichen sind, folgt sofort
s(f. Z2) < s(f,2").
b) Durch Iteration des Arguments in a) folgt auch s(f, Z) < s(f,Z’) fiir beliebige
Z C Z', und die Aussage S(f,Z) > S(f,Z') ergibt sich genauso.

18.2 Folgerung. Man hat s(f,Zy) < S(f,Zy) fir beliebige Zerlequngen
Z1,Zy € 3(J) von J.

BEWEIS. Mit Z := Z; U Z, folgt nach Feststellung 18.1 sofort
s(f. z1) < s(f,2) < S(f,2) < S(f,2).
Riemannsche Zwischensummen. Es seien wieder f € C(J) und Z € 3(J) eine

Zerlegung von J = [a,b] wie in (1). Fir ein Tupel £ := (&,...,&) von Punkten
& € [rx_1, 2] heifit dann

B(f.2.6) = ¥ 1(&) A ®)

eine Riemannsche Zwischensumme von f iiber J. Unter- und Obersummen sind spe-
zielle Riemannsche Zwischensummen, und stets gilt

s(f,Z) < X(f,2,§) < S(f,2). (9)
18.3 Theorem. a) Fir eine stetige Funktion f € C(J,R) g¢ibt es genau eine Zahl
I € R mit

s(f,Z2) < I < S(f,Z) firalle Ze€3(J). (10)

b) Fiir jede Folge (Z™) C 3(J) wvon Zerlegungen von J mit A(Z™) — 0 und jede
Wahl von Zwischenpunkten gilt

2(f, 20, 6M) = 1. (11)
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Definition. Die Zahl I aus Theorem 18.3 heifit (Riemannsches) Integral der Funk-
tion f € C(J,R) iiber das Intervall J = [a, b]:

L f@)yde = [} f:= [, f(e)de:= [, f:= I. (12)

Aufgrund der Uberlegungen zu Beginn des Abschnitts ist also | ; f(z)dz als ,Flichen-
inhalt mit Vorzeichen“ der dort vorgestellten Menge M (f) zu betrachten.

Der allgemeine Beweis fiir stetige Funktionen folgt in Theorem 24.5. Hier geben wir
zunéchst einen

Beweis von Theorem 18.3 fiir f € C'(J,R). a) Es sei

L:= max|f'(z)| >0 (13)

zeJ -

(vgl. Theorem 12.5). Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 16.2 hat
man die Aussage

Veyed o [fl@) - fl)] < Llz—yl. (14)

b) Fiir eine Zerlegung Z € 3(J) hat man aufgrund von (14)

S(f.2)=s(f.2) = £ (My—my) Azy < kX;L(Axk)Q < L|J|AZ). (15)

c) Wegen (15) ist
L= sup{s(f, 2) | Z € 3(J)} = nf{S(f,2) | Z € 3(J))} (16)

die einzige reelle Zahl, die Bedingung (10) erfiillt.
d) In der Situation von Aussage b) gilt nach (15) offenbar

|2(f, 2", €M) — 1] < S(f.2") = s(f.2™) < LIT|AZ™) 0.

Bemerkung. In Beweisteil ¢) kann man die Verwendung von Supremum und Infi-
mum umgehen: Fiir eine Folge (Y ™) in 3(J) mit Y™ 2 Y™+ und A(Y™) — 0
ist ([s(f,Y™),S(f,Y™)]) eine Intervallschachtelung, und fiir
— 1 My — T (n)
[:= lim s(f,Y™) = lim S(f, V™) (17)

gilt offenbar Eigenschaft (10).
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Beispiele. a) Es wird fé) x dx berechnet. Da dieses Integral als Fldcheninhalt eines
Dreiecks anzusehen ist, ist als Wert %bz zu erwarten. Dies ergibt sich in der Tat mittels
der dquidistanten Zerlegungen

Zm .= {0,2,2 b} sowie f,in) = ZL‘gﬁn) =k

'nmd n?

3|

(18)

und der arithmetischen Summenformel (2.1).

b) Fiir die Berechnung des Flicheninhalts unter der Parabel {(z,y) | y = z*} verwen-
det man die quadratische Summenformel und erhalt fé’ 2? dr = %b3 .

c) Allgemeiner lduft fir « > 0 die Berechnung des Integrals fé’ x*dzr auf die des

n
Grenzwerts lim # > k% hinaus. In Beispiel 19 zeigen wir
n—oo
k=1

Joa®de = S bt fir o> 0. (19)
18.4 Satz. Fira <c<b und f € Cla,b] gilt
[ f@)de = [ f(z)do + |7 f(z) d. (20)

BEWEIS. Es seien (Z(,")) C 3la,c] und (ZJ(F")) C 3¢, b] Folgen von Zerlegungen von
[a,d und [c,b] mit A(Z™) = 0 und A(ZEL”)) — 0. Dann ist offenbar
(Z™ =z U Z™) eine Folge von Zerlegungen von [a, 5] mit A(Z™) — 0. Fiir jede
Wahl von Zwischenpunkten 5(_n) und g(ﬁ) fiir Z™ und ZEL”) ist dann €™ = (5(_n), fgrn))
eine solche fiir Z™ | und es gilt

(1, 2,6M) = 51, 2,67) + 5/, 207, ).
Wegen Theorem 18.3b) folgt daraus mit n — oo die Behauptung (20).
Das Integral I : C(J) — R ist linear und monoton:
18.5 Satz. a) Fir f,g € C(J) und o, € R gilt
[y (@f + Bg)@)de = a [, f(z)dx+ B [y g(x)da. (21)
b) Fir f,g € C(J) mit f <g gilt auch [; f(x)dx < [;g(x)dz.

BEWEIS. Es sei (Z() C 3(J) eine Folge von Zerlegungen von J mit A(Z™) — 0
und (£M™) eine entsprechende Folge von Zwischenpunkten. Dann gilt offenbar

Y(af + By, Z(”),f(”)) = aX(f, Z(n)’g(n)) + 83%(g, Z(n),g(n)) sowie
B(f, 2™, M) < %(g, 2™ ™) im Fall f<g,

und mit n — oo folgen die Behauptungen a) und b).

18.6 Satz. Fir J = [a,b] und f € C(J) gilt die Abschitzung
| [y f@)dz| < [;[f(z)|dz < (b—a) max|f(z)]. (22)
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BeEwEIS. Nach Satz 18.5b) hat man einfach
| [y f@)de] = [;£f(x)de < [;] f(2)|de
< Jywax] S@)|dr = (0—a) max| /()]
18.7 Satz. Fir f € Cla,b] gilt: [*|f(x)|dz=0 & f=0.

BEWEIS. < “ ist klar. Ist umgekehrt f # 0, so gibt es zop € [a,b] mit
| f(zo)| =: 2¢ > 0. Nach Satz 10.3 gibt es dann § > 0 mit | f(z)| > ¢ fiir alle
x € [a,b] mit |x —x¢| < J. Fiir Js := [xo — 6,29 + ] N [a, b] gilt dann

Il f@)de > [, ede > e-6>0
aufgrund von Satz 18.5b), und wegen Satz 18.4 folgt daraus auch
S f(@) [ de > [ | fx)|de > e-0>0.

Mittelwerte. a) Es seien f € C(J,R) und Z € 3(J) eine dquidistante Zerlegung,
d.h. es gelte Az, = |TL‘ fir k=1,...,r. Dann ist

FE(G28 =t B S6)An = 1 1) )

das arithmetische Mittel der Zahlen f(&y),..., f(&.).

b) Entsprechend ist ﬁ X(f, Z,&) fir beliebige Z € 3(J) ein gewichtetes Mittel der
Zahlen f(&),..., f(&), wobel f(&) mit dem Faktor % gewichtet wird.

c) \gfegen (11) kann somit ‘—(1” [; f(x)dx als Mittelwert von f iiber J interpretiert
werden.

d) Insbesondere ist Sa?dr = % der Mittelwert der Funktion py : 2 + 2? iiber dem
Intervall [0,0].

Es folgen nun die Mittelwertsdtze der Integralrechnung. Fiir f € C(J) sei

M = max f(z) := max f(J), m:= Imnelgl f(z) == min f(J). (24)
Wegen m < f < M folgt aus Satz 18.5b) sofort die Abschétzung

m < ﬁfJf(x)dx < M (25)
fiir den Mittelwert von f auf J. Dariiberhinaus gilt:
18.8 Theorem. a) (Mittelwertsatz): Fir f € C(J) gibt es £ € J mit

L f@)de = f(€). (26)

b) (verallgemeinerter Mittelwertsatz): Fir f € C(J) und p € C(J) mit p > 0
gibt es £ € J mit

Jif@)p(x)de = f(&) [;p(x)de. (27)
BEWEIS s. [Al], 18.5.
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Bemerkungen. a) Der Mittelwertsatz besagt also, dafl der Mittelwert von f € C(J)
iiber J stets ein Funktionswert von f auf J ist. Nach dem verallgemeinerten Mittel-
wertsatz gilt dies auch fiir gewichtete Mittelwerte von f € C(J).

b) Der verallgemeinerte Mittelwertsatz gilt auch im Fall p < 0, nicht aber fiir Funk-
tionen p mit Vorzeichenwechsel:

Fir p(z) = = — 5 gilt Jip(x)de = folxd:p—% = 0, aber fiir f(z) = z hat
man nach 18 [} f(z)p(z)dr = [y 2*dr — %folxdx = % = % # 0. Also ist

Jo f(@)p(2)da =5 # 0= f(€) Jyp(r)d firalle £ € [0,1].

1
4

Das Riemann-Integral kann auch fiir gewisse beschrinkte Funktionen definiert
werden, die nicht stetig sein miissen:

a) Fir eine Zerlegung Z € 3(J) und eine beschrinkte Funktion f: J +— R setzen wir

My = sup {f(z) | © € [zr-1, 24]} (28)
my = inf {f(z) | x € [xp_1, 2]} . (29)

Wie auf S. 80 definieren wir damit die Ober- und Untersumme von f bzgl. Z durch
S(f,Z) = kgl My Axy, . s(f, Z) = k§1mk Axy, . (30)
b) Eine beschrdinkte Funktion f : J — R heifit Riemann-integrierbar, falls

sup{s(f,2) | Z € 3(J)} = mf{S(f,2) | Z e 3(])} (31)

gilt; in diesem Fall wird diese Zahl das Riemann-Integral I = ff f(z)dx von f genannt.
Esist I € R die eindeutig bestimmte Zahl mit der Eigenschaft

s(f,Z) < I < S(f,Z) furalle Z e 3(J). (32)

c) Folgerung 18.2 sowie die Sétze 18.4 — 18.6 gelten sinngeméif auch fiir Riemann-
Integrale beschrankter Funktionen; dies gilt jedoch nicht fiir Satz 18.7 und die Mittel-
wertsétze Theorem 18.8.

Es gibt beschrankte Funktionen, die nicht Riemann-integrierbar sind:

0, z£Q
1, z€Q
stets my, = 0 und My, =1 fiir jede Zerlegung Z von [0,1] (vgl. Satz 6.7). Somit ist
stets s(f,Z) =0 und S(f,Z) =1, D also nicht integrierbar.

Beispiel. Fiir die Dirichlet-Funktion D : [0,1] - R, D(z) = { , gilt

Andererseits sind nach Theorem 18.3 stetige Funktionen Riemann-integrierbar, was
wir bisher nur fiir C! -Funktionen gezeigt haben. Weiter gilt:

18.9 Satz. Monotone Funktionen f : [a,b] — R sind Riemann-integrierbar.
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—a

BEWEIS Es sei f monoton wachsend und € > 0. Fiir n € N setzen wir h := T und
:={a,a+ h,a+2h,...,a+nh =b}. Dann ist Az, = h, My = f(a+ kh) und
mk = f(a+ (k—1)h). Es folgt

S(f,Zn)—S(f,Zn) = Z(Mk_mk)Axk

k=1
(flatkh) = fla+(k—1)h))
b) f(a)) < e fiir groBe neN.

I
= I M:

= a(s

Wie in Satz 18.4 sieht man, dass auch stickweise monotone Funktionen Riemann-
integrierbar sind; diese miissen natiirlich nicht stetig sein.

Die Kreisfliche. Die Funktion f : x — /1 — 22 ist auf [—1,1] stetig und stiick-
weise monoton, nicht aber C'. Zum Abschlufl dieses Abschnitts zeigen wir noch

JhVI=22de = I (33)

a) In Abschnitt 8 haben wir den Einheitskreises durch 2" - 3-Ecke P, ausgeschopft
(vgl. Abb. 8a). Die Ecken von P, in der oberen Halbebene sind gegeben durch die
Punkte

Pr = (cos(k - 55=),sin(k - 5%2)), k=0,1,...,3-2".

3 3:2m

Wir verbinden diese Ecken durch Strecken und erhalten dadurch stickweise affine
Funktionen a,, : [—1,1] — R; fiir diese gilt dann

filan(:p)dx = 5 Dn-

b) Entsprechend verbinden wir die Ecken QF := i P¥ der Polygone @,, in der oberen
Halbebene und erhalten stiickweise affine Funktionen b, : [—1, 1] — R mit

[Y b (x) de = = -
c) Es gilt offenbar a,, < f <b, auf [-1,1]; aus Satz 18.5b) ergibt sich daher
Lopy < [LV1—2%de < i.q, fiir neN,

und mit n — oo ergibt sich (33) wegen nh_)nc}o Dn = nh_)IIOlO Gn =T .
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19 Der Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung

Lernziele:
e Konzept: Stammfunktion
e Resultat: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
e Methoden: partielle Integration, Substitutionsregel

o Kompetenzen: Berechnung von Integralen

Bisher wurden Differentialrechnung und Integralrechnung getrennt behandelt; beide
Kalkiile entfalten allerdings erst ihre volle Starke, wenn sie zusammen angewendet wer-
den. Der fundamentale Zusammenhang, der zwischen Differentiation und Integration
besteht, ist als sogenannter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
bekannt. Sein Beweis ergibt sich leicht aus den Mittelwertsditzen beider Kalkiile.

Beispiel und Konvention. a) Fiir die Funktion
F:zw [ft2dt, >0, (1)

gilt nach Beispiel b) auf S. 83 die explizite Formel F(z) = + 23, und es folgt

1
3
Fl(z)=2% x>0. (2)

Fiir z < 0 sieht man leicht [} t?dt = [y "¢ dt = L (—2)® = —12°, dajapy:t— 12
eine gerade Funktion ist. Unter Verwendung der Konvention

e f@)ydt = — [P f(t)dt fir a<b und f € Cla,b] (3)

kann (1) sogar fiir alle z € R definiert werden, und (2) gilt dann auf ganz R.
b) In a) wurden also fiir eine stetige Funktion f € C(I) die Integrale

F(z):= [T fit)ydt, zel,

mit variabler oberer Grenze x untersucht, und dabei ergab sich die Aussage F'(x) =
f(z) fir alle x € I. Der Hauptsatz 19.1 besagt, daf§ diese auch allgemein richtig ist.
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Stammfunktionen. a) Es sei I C R ein Intervall. Eine differenzierbare Funktion
F : I — R heifit Stammfunktion von f: I+~ R, falls F' = f gilt.

b) Sind F, & : [ — R Stammfunktionen von f: [+~ R, soist F' — & konstant.
Wegen (F—®) = F'— &' = f— f =0 ist dies eine Konsequenz von Folgerung 12.10,
die in Abschnitt 16 aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gefolgert wurde.

19.1 Theorem (Hauptsatz). a) Es seien I CR ein Intervall und a € I. Fiir eine
stetige Funktion f € C(I) wird durch

F(z):= [T f(t)ydt, zel, (4)

eine Stammfunktion F' zu f definiert.
b) Ist f € Cla,b] und ® eine Stammfunktion von f auf |a,b], so gilt

Jo f(ydt = @(b) — ¥(a). ()
BEWEIS s. [Al], 22.3.

Bedeutung des Hauptsatzes. a) Der Hauptsatz ist von grofler theoretischer Be-
deutung, da er die Ezistenz von Stammfunktionen zu allen stetigen Funktionen garan-
tiert. Fiir spezielle Funktionen kann es schwierig oder sogar unméglich sein, Stamm-
funktionen mit Hilfe bereits bekannter Funktionen explizit auszudriicken.

b) Als Beispiel fiir dieses Phénomen diene die rationale Funktion j : z +— 1/, iiber
(0,00). Mit Hilfe der bisher in dieser Vorlesung behandelten Funktionen 148t sich
keine Stammfunktion von j explizit angeben. Wir werden aber im néchsten Abschnitt

logz := [ dt, x>0, (6)

als Definition des Logarithmus verwenden. Analog dazu werden wir in Abschnitt 26
in Ubereinstimmung mit (14.9) die Umkehrfunktion des Sinus auf (—1,1) durch

dt
V12

arcsinz = [ -l<z<l1, (7)

definieren und damit die exakte Einfiihrung der trigonometrischen Funktionen und
ihrer Umkehrfunktionen nachholen.

c¢) Andererseits ist fiir viele Funktionen aufgrund der Ergebnisse in Kapitel II die expli-
zite Angabe von Stammfunktionen mdoglich. In diesen Fillen erlaubt (5) die bequeme
Berechnung von Integralen; hierauf beruht die grofle praktische Bedeutung des Haupt-
satzes. Wir konnen bereits eine erste Tabelle von Funktionen und Stammfunktionen
aufstellen:
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19.2 Tabelle.

Funktion f Stammfunktion F Definitionsbereich
" (n € Ny) f:ll R
x* (a# —1) ffj:ll x>0
cos T sin x R
sin x —COST R
T +1x2 arctan x R
ll_mQ arcsin x |z <1

Beispiele. a) Fiir die rechte Seite von (5) verwendet man oft die Abkiirzung
O(x)], = B(b) — ®(a). (8)

a

b) Aus % sinxz = cosx und % " = (o + 1) 2* bzw. Tabelle 19.2 ergibt sich sofort

fPeoszdr = sinz|’ 9)
b
Jpa®dr = et a#-1, a b>0, (10)

letzteres in Ubereinstimmung mit (18.19). Im Fall a > 0 gilt (10) auch fiir a, b > 0,
im Fall & € N sogar fiir alle a, b € R.

»Unbestimmte Integrale‘“. Fiir eine Stammfunktion F' von f verwendet man oft
die Notation
S f(@)de = F(z)*. (11)

Das ,unbestimmte Integral® [ f(x) dx bezeichnet hier nicht eine Funktion, sondern die
Menge aller Stammfunktionen zu [, wegen Folgerung 12.10 also die Funktionenmenge
{F+C'| C € R}. Formeln wie (11) sind stets so zu lesen, da8 die Funktion F' Element
der Menge [ f(z)dx ist.

Natiirlich lassen sich Stammfunktionen meist nicht so unmittelbar angeben wie in (9)
oder (10). Zur Berechnung von [ f(z) dx versucht man dann, den Integranden geeignet
umzuformen. Zwei wichtige Methoden dafiir ergeben sich aus der Produktregel und der
Kettenregel der Differentialrechnung:

19.3 Satz (Partielle Integration). Es seien f € C(I), F eine Stammfunktion von
f und g € CY(I). Dann gilt

[ H@) o) de = F()g(e) — [F()g(x)do. (12)
BEWEIS s. [Al], 22.7.
Im Fall I = [a,b] ergibt sich aus (12) und (5) sofort

fo f@)g(@)de = F(z)g(x)l, — J; F(a)g'(x)dx. (13)
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Beispiele. a) Zur Berechnung des Integrals [z cosxdx wihlen wir f(z) = cosz
und ¢g(z) = x; mit F(z) =sinz folgt dann

Jxcosxdr = xsine— [1-sinxdr = xsinz 4+ coszx.

b) Zur Berechnung von [sin®wzdx wihlen wir f(z) = g(x) = sinx; mit F(r) =
—cosx folgt dann

[sinxdr = —sinz cosx + [cos?zdx
= —sinz cosx + [(1 —sin*z)dr, also
[sin®zdr = i(z—sinzcosz).

19.4 Satz (Substitutionsregel). Gegeben seien Funktionen f € Clc,d] und
g € C'a,b] mit g([a,b]) C [c,d]. Dann gilt (mit Notation (3))

[ Ig(x) ') de = [0 f(t)dt. (14)

BEWEIS s. [Al], 22.9.

Bemerkungen. a) In Satz 19.4 mufi ¢ weder monoton noch bijektiv sein. Ist jedoch
g : la,b] — [c,d] bijektiv mit ¢'(x) # 0 auf [a,b], so gilt aufgrund des Zwischenwert-
satzes ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 auf [a,b], d.h. g ist streng monoton (vgl. Theorem 12.9),
und man hat g(a) = ¢, g(b) = d oder g(a) =d, g(b) =c. Fir h := g~ ' :[c,d] — |a,]
gilt dann auch

JEF(ydt = 58 Flo(2) o' (x) da = i) £(h7(2)) s - (15)

wobei wieder Notation (3) verwendet wurde.

b) Beachten Sie bitte, dafl bei der Substitutionsregel die Integrationsgrenzen mittrans-
formiert werden miissen. Fiir unbestimmte Integrale lautet (14) so:

I Fg(x) g'(x)dx = ([ f(t)dt)og. (16)

Beispiele. a) Um das Integral [’(cz + d)™ dz zu berechnen (n € N, ¢ # 0), setzen
wir g(z) := cx + d; dann ist ¢’(z) = ¢, und wir erhalten

cb+d

[oex+dyrdr = 1 Mg(e) g (@) de = L0 d = 1O

cJg c nt+l

catd

b) Zur Berechnung des Integrals [z sin (22 — 1) dz setzen wir g(z) := 2> — 1; dann
ist ¢'(x) = 2z, und mit f(¢) :=sint ergibt sich

Jrsin(z?—1)de = 3 [f(9(2))g'(x)dz = 5 ([sintdt)og

= —Lcosog = —Lcos(2?—1).

2 2
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Notationen. a) Es ist eine abkiirzende Formulierung von (14), im linken Integral
st = g(x) ¢ zu substituieren und die Regel ,,¢'(z)dx = dt* zu verwenden. Mit der
Notation j—i = ¢'(x) erhélt man dafiir die suggestive Schreibweise ,,j—i dr=dt“. Ist g
bijektiv, so kann man im linken Integral von (15) auch ,,x = h(t) “ substituieren und
hat ,,dx = fl—f dt “ zu beachten. Natiirlich miissen die Grenzen stets mittransformiert
werden.

b) Das obige Beispiel b) wird mit diesen Notationen folgendemafen gerechnet: In dem
Integral [°x sin (22 — 1) da substituiert man t = 22 — 1; dann ist dt = 2zdx, also

[Pz sin(2?—1)dr = L ;’22:11 sintdt. Man kann auch x = /1 +¢ setzen und erhalt

dann dz = ﬁdt: ﬁdt.
¢) Formeln wie ,,dt = 4 dz “ werden hier nur als bequeme Schreibweise fiir (14), (15)
oder (16) gelegentlich verwendet. Die prézise Bedeutung der Symbole ,,dx “ oder ,,dt “

findet man etwa in [A2], Abschnitt 30 oder [A3], Kapitel V.
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20 Exponentialfunktion und Logarithmus

Lernziele:
e Konzepte: Exponentialfunktion und Logarithmus
e Resultat: Wachstumshierarchien fiir Funktionen und Folgen

o Kompetenzen: Berechnung weiterer Integrale

In diesem Abschnitt fithren wir den Logarithmus und die Exponentialfunktion mit
einer Methode ein, die nach Felix Klein auch fiir den Schulunterricht zu empfehlen
ist. Wir beginnen mit einigen motivierenden Bemerkungen und werden erst ab Formel
(12) exakt argumentieren.

Wachstumsprozesse und Exponentialfunktion. Wir diskutieren den Prozefl der
stetigen Verzinsung und dhnliche Wachstumsprozesse.

a) Bei einem Zinssatz von o > 0 (z.B. @ = 0,04 ) pro Jahr vermehrt sich ein Kapital
K ohne Zinseszinsen innerhalb von ¢ Jahren auf K (1 + «t). Hat man in dieser Zeit
dagegen zwei Zinstermine, so vermehrt sich K auf K (1+%%) (1+4t), bei dreien auf
K (14 4. Allgemein vermehrt sich das Kapital bei n € N Zinsterminen auf den
Betrag

K,(t) = K(1+2)" . (1)
Analoges gilt etwa bei biologischen Wachstumsprozessen (mit meist viel groflerem )

oder beim radioaktiven Zerfall (mit negativem « ).

b) Mit n — oo erhélt man den Idealfall der ,stetigen Verzinsung
K(t) = K exp(at) (2)
mit der Fxponentialfunktion

exp (v):= lim (1+ )", weR. (3)

n—o0

Die FEuxistenz dieses Grenzwertes ist nicht offensichtlich. Einen elementaren Beweis
findet man in [A1], Satz 11.1; hier ergibt sie sich leicht in Satz 20.3 aus den bisherigen
Resultaten der Differential- und Integralrechnung.

c¢) Nach (2) wichst das Kapital K in t; Jahren auf den Betrag K exp (at;), dieser in
weiteren to Jahren auf K exp (at;) exp (aty). Dies stimmt natiirlich mit dem Betrag
K exp (a(t; + t2)) iiberein, auf den K in (t; + t2) Jahren wichst. Folglich sollte fiir
die Exponentialfunktion die folgende Funktionalgleichung gelten:

exp (x1 + x2) = exp(xy)-exp(z2), 1,29 €R. (4)



20 Exponentialfunktion und Logarithmus 93

Die Eulersche Zahl e a) wird wie in (7.11) definiert als
e:= exp(l) = lim (1+ ) (5)
Fiir die Folge (e, := (1+ 2)") hat man z.B.

ey =2,250, e5 = 2,370, e, = 2,441, eg = 2,522, e = 2,566,
€12 = 2, 613, €100 — 2, 70481 , €1000 = 2, 71692, €10000 — 2, 71815.

b) In Satz 3.3 haben wir e < E := § % < 3 gezeigt. Fiir festes m € N und n > m

gilt
_ 1\"* _ n\ 1 _ & 1 k4l 1
en = (1+3) = gO(k)m P P a -
m
> 1 Eaasaka

und mit n — oo folgt e > Tzn: % =: E,,. Da dies fiir alle m € N gilt, hat man auch
k=0 "

e > F, und somit gilt
e = > 4. (6)
k=0

Es gilt die Abschiatzung E, <e < E, + ﬁ , und diese liefert bereits mit n = 35 die
Eulersche Zahl e auf 40 Stellen genau:

e = 2,7182818284590452353602874713526624977572 ... .

Differentiation von Exponentialfunktionen. a) Wir betrachten zunéchst ir-
gendeine Funktion £ : R — R, die die Funktionalgleichung

E(x+y> = E(.T)E(y), l‘,yER, (7>

erfiillt, also etwa E/ = exp oder eine der in Abschnitt 14 kurz diskutierten Funktionen
E:z—a® mita>0. Stets gilt E(x) = F(5)*>0. Gibteseiny € R mit E(y) =0,
muf} wegen (7) £ = 0 die Nullfunktion sein. Fiir £ # 0 gilt also E(z) > 0 fiir alle
x € R, und aus (7) folgt sofort E£(0) =1.

b) Ist nun £ # 0 in 0 differenzierbar, so folgt fiir x € R

— E(z) E'(0) fir h =0, also
E'(z) = E'(0)-E(z), x€eR. (8)

Dies ist offenbar auch fiir £ = 0 richtig.
¢) Man hat

LA+ =pl4+2) L = (1427 (1+ )" — exp (z) (9)
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fiir n — oo, und dies suggeriert
exp'(z) = exp(z), x€R. (10)

Beachten Sie, daB (9) kein Beweis fiir (10) ist (vgl. [A1], 22.13 und 22.14); bisher haben
wir ja noch nicht einmal die Existenz des Grenzwerts in (3) bewiesen.

d) Jetzt nehmen wir an, daff exp : R — (0,00) eine Umkehrfunktion L : (0,00) — R
besitzt. Gilt wirklich (10), so folgt fiir y := exp(z) € (0,00) aus Satz 14.4 sofort

o 1 _ 1 _
) = o = =@ = » (11)

Eine Funktion mit (11) und L(1) = 0 kénnen wir aber aufgrund des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung exakt definieren:

—

Definition. Die Logarithmusfunktion log : (0,00) — R wird definiert durch
logz := [{{dt, x>0, (12)

20.1 Satz. Die Logarithmusfunktion log : (0,00) — R ist streng monoton wachsend,
konkav, bijektiv und C*° mit

log'z =1, 2>0. (13)
Es gilt die Funktionalgleichung
log(zy) = logx +logy fir z,y >0. (14)

BEWEIS. a) Aufgrund des Hauptsatzes ist log differenzierbar mit (13) und liegt somit
in C*°(0,00). Insbesondere ist log'z > 0 fiir alle z € (0,00) und somit log streng
monoton wachsend aufgrund von Theorem 12.9. Weiter ist log” z = —x—12 < 0 auf
(0,00) und somit log konkav nach 16.10.

b) Fiir z,y > 0 gilt

log(zy) = "¢ = ¥+ = 9+ 7L =loga +logy

aufgrund von Satz 18.4 und der Substitution s = % im zweiten Integral.

c) Nach (14) gilt log2™ = n log2 — oo fiir n — oo, und wegen der Monotonie von
log folgt daraus logz — oo fiir x — oo. Weiter ist

logz = —logs, x>0, (15)

nach (14), und daraus folgt auch logz — —oo fiir z — 07. Damit ist dann die
Funktion log : (0,00) — R bijektiv aufgrund des Zwischenwertsatzes.

Beachten Sie bitte, dafl der Beweis von Satz 20.1 eine Reihe wichtiger friitherer Resul-
tate benutzt.
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Definition. Die Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion log : (0,00) — R heifit
Ezxponentialfunktion exp : R — (0, 00) .

20.2 Satz. Die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) ist streng monoton wachsend,
konvez, bijektiv und C> mit

exp’(r) = exp(x), z€eR. (16)
Es gilt die Funktionalgleichung
)-exp(y), =,y€R. (17)

exp(z+y) = exp(z
BEWEIS. Mit u := exp(z) € (0,00) folgt aus Satz 14.4 und (13) sofort

ep(2) = b = u = expla),
und somit ist liegt exp in C*°(R). Mit v := exp(y) > 0 folgt wegen (14)

exp(z+y) = exp(logu+logv) = exp (log(uv)) = uw
= exp (z) exp (y).
Die anderen Behauptungen sind klar.

20.3 Satz. Firx € R gilt nlg&(l + )" = exp ().
BEWEIS. Wegen log’ 1 =1 gilt hm log(Hh) = 1. Damit folgt

log(1+2
n n

318

fiir n — oo und somit die Behauptung wegen der Stetigkeit von exp .

Reelle Potenzen. Nun koénnen wir reelle Potenzen positiver Zahlen (vgl. S. 67)
exakt einfithren.

a) Fiir festes a > 0 erhélt man durch Iteration von (17)

a” = (exp(loga))” = exp(nloga) fir neN.

Weiter gilt fir m € N auch (exp(%loga))™ = exp(m - Lloga) = a, also
{/a = exp(=loga). Firr=2 € Q (vgl. S. 66) folgt daraus

a"m = Y/a® = exp(Zloga),
und wegen a”" = a% und exp(—zx) = exp( gilt auch
a” = exp(rloga) fir a>0 und r € Q. (18)

b) Motiviert durch (18) definieren wir nun einfach

a® = exp(bloga) fir a >0 und beR. (19)
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c¢) Fiir die Eulersche Zahl e = exp (1) gilt loge =1, also
exp (z) = €°, x€R; (20)

dies erklart den Namen Ezponentialfunktion fiir exp . Ab jetzt werden wir meist die
Bezeichnung e® an Stelle von exp (z) verwenden.

d) Nun kann man die geméf (19) definierten Funktionen

exp, :R—=R | exp,(r):= a® = "% (fiira>0) , (21)
Pa:(0,00) =R | pu(z):= 2 = 8"  (fiir a € R) (22)

betrachten. Nach Satz 11.5 sind diese C*° -Funktionen mit

4 g = expl(r) = loga-a”, a>0, (23)
Lo = phlz) = 2e*!8” = qz*7! 23>0, (24)

aufgrund der Kettenregel. Die Funktionen p, sind also streng monoton wachsend fiir
a > 0 und streng monoton fallend fiir & < 0; sie sind konvex fiir « > 1 oder a < 0
und konkav fir 0 < a < 1.

Einige Stammfunktionen. a) Aufgrund von (16), (12) und (24) gilt natiirlich

Jerde = e fir b#0  iiber R, (25)
a+1
= —1

[x¥de = { 100‘;; ’ Z i . iiber (0, 00). (26)

b) Fiir eine Funktion f € C*(I) gilt auBerhalb ihrer Nullstellen aufgrund der Ketten-
regel

Llog|f(x)| = &£ logtf(z) = £ = £,
und daraus ergibt sich sofort
JED dr = log| f(x)]. (27)
c) Insbesondere hat man etwa
[z dr = + log(1 + 2?) oder (28)
ftanxdr = —log]| cosx]. (29)

Wachstumsaussagen. a) Im Beweisteil ¢) von Satz 20.1 wurde
logr — oo fiir x =00 und logz — —oo fir z — 0" (30)
gezeigt. Da exp : R — (0,00) monoton wachsend und bijektiv ist, gilt auch

e* >o0 fir t 00 und e* =0 fir x - —00. (31)
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b) Aus a) folgt sofort auch

1
lim 2z = 0 und lim — = 0 fiir a>0. (32)

r—0t r—00 &

In der Tat folgt aus x,, — 0" folgt zunichst logx, — —oo nach (30), wegen a > 0
auch alogz,, — —oo und dann dann z% = exp(alogz,) — 0 aufgrund von (31). Aus
x, — oo folgt weiter i — 0% und dann = — 0.

Mit 0% := 0 fiir @ > 0 ist also p, : [0,00) — R stetig.
c) Fir x > 1 gilt offenbar

logz = [f% < (z-1) < z.
Fiir g > 0 folgt daraus wegen (19)

logx = %logxﬂ < %xﬂ, r>1,
fiir « > 0 also

log 2 1% 2 1
< — < —

und somit

xe a @ o x%”

. logx
lim
T—>00 .I'a

= 0 fir >0. (33)

Der Logarithmus strebt also fiir x — 400 langsamer gegen +0o als jede positive
Potenz von x . Aus (33) ergibt sich wegen (15) sofort auch

lim 2% -logz = 0 fir a>0. (34)

z—0t

¢) Nun sei (z,) eine Folge mit z,, = 400 und ¥y, = exp (x,). Dann gilt

«

a,  _ (logyn)* _ (108 n

—)" =0
o) )
fiir o > 0 aufgrund von (33), also

lim - = 0 fiir a>0. (35)

r—00 T

Die Exponentialfunktion strebt also fiir v — 400 schneller gegen +00 als jede positive
Potenz von x .

d) Die Aussagen (33), (34) und (35) folgen auch aus der Regel von de I’'Hospital,

allerdings nur aus der ,,2 “-Variante 16.6. Fiir f(z) := logz und g(z) := r* mit
a >0 etwa gilt
/ 1 . 1
J'z) = / = — 0 fir x — o0,

g'(z) axel ax®

und daraus folgt dann sofort (33).
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e) Die auf S. 23 diskutierte , Wachstumshierarchie“ fir Folgen kann nun verfeinert
werden; sie wird hier fiir Funktionen formuliert.

Die Funktion g : [a,00) — R strebt schneller gegen +oo als f :[a,00) — R, falls

lim L&) = gilt. In der folgenden Liste strebt jede Funktion schneller nach +oo als

T—+00 g(z)
die vorhergehende:

a) (loglogz)*, a>0; b) (logz)?, 8> 0;
c) &V, v>0; d) exp(dxm), §, n>0.

Dies ergibt sich leicht aus (33) und (35). Bei den Funktionen in d) wird das Wachstum
primér von n bestimmt; erst bei gleichen n spielt § eine Rolle. Zwischen den Typen
b) und d) liegen die Funktionen exp(y (logz)?) mit 7, ¢ > 0, wobei ¢) genau den
Fall o = 1 beschreibt. Die Funktion 2% = €*1°8% liegt zwischen den Funktionen e’®
und exp(d x”) mit n > 1.

Schliefllich beweisen wir noch eine interessante Formel, die auch zur Definition des
Logarithmus verwendet werden kann:

20.4 Satz. Firz >0 gilt lim n({/zx—1) =logz.
BEWEIS. Wegen exp’(0) = 1 hat man
1

lim <= = 1. (36)

z—0 =

Fiir x > 0 gilt y, := %2 — 0 fiir n — oo, und daraus folgt mit (36)

n

n({Yz—1) = n(exp(+ logz) — 1) = e’(p(g%-logx — logz.
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21 Bogenlidngen, Sinus und Kosinus

Lernziele:

e Konzepte: Bogenldngen, Sinus und Kosinus

e Resultat: Eine C'-Funktion hat die Bogenlinge L®(f) = [°\/1 + f'(z)%dz .

In diesem Abschnitt werden Sinus und Kosinus mit Hilfe des Begriffs der Bogenlinge
exakt definiert.

Bogenlidngen. a) Wir bestimmen die ,Ldnge“ ebener ,Kurven®, die als Graphen
von Funktionen gegeben sind. Fiir eine affine Funktion f : x — cx + d hat man nach
dem Satz des Pythagoras

L= \Jb—a2+(fb) - f(a)? = VI+ & (b—a) (1)

fiir die Lénge der Strecke zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)) auf der Geraden
INOOR
b) Es seien nun J = [a,b] ein kompaktes Intervall und f € C(J). Fiir eine Zerlegung

Z ={a=xg<x1 <...<x.=b} € 3J)

des Intervalls J wird die Lange

Lo(f) = 3 o =m0 + (fla) = fwim)? ©)
des Streckenzuges durch die Punkte (zo, f(x0)), (z1, f(x1)), ..., (2, f(x,)) als Ap-

prozimation fir die ,Bogenlange” von I' (f) betrachtet. Offenbar gilt

Ly(f) < Lg-(f) fiir ZC 2*. (3)

Definition. Eine Funktion f € C(J) heiit von beschrdankter Variation, falls
L(f) = La(f) = sw{lz(f) | Z€3())} < oo (4)
gilt. L (f) heifit dann Bogenlinge des Graphen I'(f) von f iiber J.

21.1 Satz. Eine Funktion f € C'(J) ist von beschrinkter Variation, und es gilt

L(f) = L2%(f) = [2\/1+ f'(z)2dz. (5)
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Beweis. Fir Z € 3(J) gilt nach dem Mittelwertsatz 16.2

Lo(f) = 3 loe =@ + F&0)? (0 — mimr)?
= 3 T+ PG (o~ men) = SWTHT2,6)

mit geeigneten & € [rgx_1,xx; es ist also Lz(f) eine Riemannsche Zwischensumme
der stetigen Funktion /1 + f”2. Insbesondere hat man (vgl. Theorem 12.5)

L) < (b—a) | mma \/1+ F/(2)2,

und f ist von beschriinkter Variation. Es sei nun (Z™) C 3(J) eine Folge mit
Ly (f) — L(f); durch Verfeinerung der (Z™) kann man A(Z™) — 0 erreichen,
wobei wegen (3) auch Lyw) (f) — L(f) gilt. Mit Theorem 18.3 folgt

L(f) = lim Lyo(f) = lim S(/TFFZ,200,60) = 015 o) de.

Beispiele. a) Fiir eine affine Funktion f : z + cz +d hat man f'(z) = ¢ und somit
Lo(f) = [°V1+Ede =1+ 2 (b—a) in Ubereinstimmung mit (1).
b) Lénge eines Parabelbogens, vgl. [A1], 23.2.

Motivation. a) Die Definition von Sinus und Kosinus in der elementaren Trigono-
metrie wurde bereits in Abschnitt 5 diskutiert. Mit Hilfe von Satz 21.1 kénnen wir nun
die Linge s des dort auftretenden Kreisbogens Sp zwischen den Punkten @ := (1,0)
und P = (z,y) z B. als Funktion von y bestimmen; dies liefert dann eine ezakte Defi-
nition der Umkehrfunktion des Sinus, d. h. der Funktion Arcus-Sinus. Wir betrachten
s im Fall y > 0 als positiv, im Fall y < 0 als negativ.

b) Mit der Notation

o le,d] , ¢<d
\e d\ = { d,c] , d<c

fiir das kompakte Intervall zwischen Punkten c¢,d € R gilt fir P = (z,y) € S mit
x > 0 offenbar

Sp = {(&n) [ne\0,y\, §=1-n?}; (7)

wegen |y| < 1 liegt die Funktion f : 7+~ /1 —n2 in C}(\0,y\), und mit Satz 21.1
ergibt sich s = a(y) := [ /1 + f'(n)?>dn. Wegen

fn) = 50— (=2n) = ——— (8)

/]
folgt s = a(y) = i /1 + 15z dn = J§ 2.

(6)
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Definition. Die Funktion Arcus-Sinus wird auf (—1, 1) definiert durch

arcsiny := ly| <1. 9)

a(y) == /Oy\/ldiﬁ—n?,

21.2 Satz. Es gilt a € C*(—1,1) mit d'(y) = \/11—2; weiter ist a streng monoton
~y

wachsend und ungerade, und es gilt
lim a(y) =%. (10)

y—1— 2
BEWEIS. Die ersten Behauptungen sind klar. Fiir 0 < y < 1 ergibt partielle Integra-
tion in (9) wegen (8)
v1—n*+n’ v v
= ———dn = / 1—n%d / —d
a(y) o VT W=y Vit = i
y
= [VT=1dn—nVT=17| + [{ VT =P dy
= 2 fVI=-nrdn—yv1—y> =2A(y),
wobei A (y) der Flicheninhalt des Kreissektors mit den Eckpunkten O, @ und P ist.
Aufgrund des Hauptsatzes ist A stetig, und y — 17 liefert mittels (18.18) sofort

lim a(y) = 2 JoVI=n2dn = [LVT=n2dy = 3.
Somit ist die Kreisfliche m auch als Bogenlinge eines Halbkreises zu interpretieren.
Da der Arcus-Sinus ungerade ist, folgt aus (10) auch yEEJr a(y) = —% . Aufgrund des
Zwischenwertsatzes ist

arcsin : [—1,1] — [-F, %] (11)
eine stetige, streng monoton wachsende Bijektion.

Definition. a) Die Umkehrfunktion von arcsin : [~1,1] = [F, 7] heiflt Sinus
sin : [-5, 5] — [-1,1]. (12)

b) Der Kosinus wird auf [—7, 7] definiert durch

coss:= \/1—sin’s. (13)

21.3 Satz. (vgl. [A1], 24.7). a) Es ist sin : |3, 7] — [=1,1] streng monoton wach-

send, bijektiv, ungerade und stetig. Fir|s| <5 existiert sin’s = coss.

b) Der Kosinus ist auf [—3, 5] stetig und gerade, d. h. fir s € [=5, 5] gilt cos (—s) =

coss. Fir|s| <7 ezistiert cos’s = —sins.
Sinus und Kosinus werden nun wie auf S. 13 auf ganz R fortgesetzt:

Fir P, = (x1,y1) € S mit 1,y < 0 gelten s; = —L(Sp,) € [-7,—F] sowie
s+ m=L(S_p); fir Py = (x9,y2) € S mit 1 <0, y; > 0 hat man entsprechend
sy = L(Sp,) € [§,7] und s; — 7 = —L(S_p,). Dies fiihrt zu Teil a) der folgenden
Definition; anschliefend werden Sinus und Kosinus von [—m, 7| aus 2m- periodisch

fortgesetzt:
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Definition. a) Man definiert

sins:=—sin(s+m), coss:=—cos(s+m) fir se[—m —Z],

sins:= —sin(s —7), coss:= —cos(s—m) fir sec[7, 7.
b) Fiir k€ Z und (2k —1)7m < s < (2k + 1) 7 setzt man
sins :=sin(s —2km), coss:=cos(s—2km).

21.4 Satz. (vgl. [A1], 24.9). Durch obige Definition sind Sinus und Kosinus auf R
wohldefiniert und stetig. Weiter gilt sin, cos € C*°(R) und

sins = coss, cos’s = —sins firalle s€R. (14)

Obiger Definition entnimmt man leicht, daf§ der Sinus auf ganz R ungerade, der Ko-
sinus dort gerade ist. Nun kénnen wir leicht zeigen:

21.5 Satz. (vgl. [A1], 24.10). Fir Sinus und Kosinus gelten die Funktionalglei-
chungen

sin(s+1t) = sinscost + cosssint, s,teR, (15)
cos(s+1t) = cosscost — sinssint, s,teR. (16)

Damit sind nun Sinus und Kosinus exakt definiert und die fritheren Ergebnisse exakt
bewiesen.

Die Wallissche Produktformel (vgl. [A1], 24.13). Fiir die Integrale
Cn = Josin"xdr, n €Ny, (17)

erhalten wir rekursiv mittels partieller Integration

_ el -3 3 1

Con = o m—2 12 T (18)
_ ;e 42

Contl = 9,07 ° 21 573 2, (19)

.

und daraus ergibt sich die Wallissche Produktformel fiir 7 :

=]
[ed]

n
T | @k gy 22,4466 88
2 = 7}22%111 G — M T3 35 57 e (20)

21.6 Satz. Die Kreiszahl 7 ist irrational; es gilt sogar m° ¢ Q.
BEWEIS. a) Es sei 72 = % mit p,q € N. Wir wihlen n € N mit
el <1 (21)

und betrachten das Polynom

2n i
fl@):= La"(l—a)" = & Y gal, ¢E€eL.

nl :
j=n
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Man hat f®(0) =0 fir k <n und k > 2n; fir n <k < 2n ist fP(0) = L ¢, € Z.
Wegen f(1 — ) = f(x) folgt auch f*(1) € Z fiir alle k € Ny .

b) Nun definieren wir ein weiteres Polynom:
F(z) = ¢" [ f(z) =72 (@) + 77 fO(2) + -+ (1) [ (2)].
Nach Konstruktion gilt dann F'(0) € Z und F(1) € Z. Weiter ist

L[F'(z) sinte — 7w F(z) cosma] = (F"(z) 4+« F(z)) sinma
= "7 f(x) sinmx

= 7mp" f(x) sinmzx.
c¢) Damit ergibt sich
[:= 7 [yp"* f(z)sinmade = F(0)+ F(1) € Z;

andererseits ist aber 0 < f(z) < & auf (0,1) und somit 0 < I < % < 1 aufgrund
von (21).

Die Kreiszahl w ist sogar transzendent, und insbesondere ist eine ,Quadratur des
Kreises“ nicht moglich. Genauere Erkldrungen und einen BEWEIS findet man in [A1],
Abschnitt 44*.
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22 Uneigentliche Integrale

Lernziele:
e Konzept: Uneigentliche Integrale
e Methode: Vergleichs-Methode fiir absolute Konvergenz

o Kompetenzen: Bestimmung des Konvergenzverhaltens uneigentlicher Integrale

Flicheninhalte unbeschrinkter Mengen. In letzten Abschnitt ergab sich die

Formel 7 =2 lim [J ﬂdxﬁ fiir die Kreiszahl 7. Die auf [ :=[0,1) definierte stetige
y—1- -z
Funktion f : x + (1 —22)™ "2 ist auf I unbeschrdankt und kann somit zunichst nicht

integriert werden. Die Integrale [ ﬂdf7 haben aber fiir y — 1~ einen Grenzwert,

den man als (endlichen) Fléachen- inhalt der von den Geraden x =0 und x = 1 sowie
der x-Achse und dem Graphen von f begrenzten unbeschrdnkten Menge interpretieren
kann. Solche Phénomene werden in diesem Abschnitt allgemein untersucht.

Definition. a) Es seien a < b < +oo, I := [a,b) und f € C(I). Das uneigentli-
che Integral fabe(x) dx heifst konvergent, falls der Limes lirgl [V f(x)dx ezistiert,
y—b-

sonst divergent. Im Falle der Konvergenz nennen wir diesen Limes auch den Wert des
Integrals und schreiben

I (@) dai= dim [ f(x) do. (1)

b) Analog betrachten wir im Fall —oo < a < b uneigentliche Integrale fci)i f(x)dx iber
das Intervall I := (a,b]. Im Fall der Konvergenz schreiben wir

@) da = lim ) () do. 2)

Bemerkungen. Die (eventuell divergenten) uneigentlichen Integrale [ b f(x) dz sind
von ihren Werten [° f(2) dx zu unterscheiden, was hier durch die unterschiedliche No-
tation erleichtert werden soll. Formal betrachtet, ist [1° f(x) dz nichts anderes als die
auf I definierte Funktion F': y — [Y f(x)dx.

22.1 Beispiele. a) Es gilt also 7 = 2 [ \/flf?.

b) OTOO e~ " dx ist konvergent wegen

fetde = =™ = 1—e?—>1 fir y— 0.

oo dx
c) Jo Tra2 st konvergent wegen

I 11“;2 = arctanz|j = arctany — § fiir y — oo.
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d) i z—ﬁ konvergiert genau fiir & > 1. Denn fiir a # 1 gilt

fy d{L‘ o x7a+1|y o yl—a . 1

ze T —a+lll T 11—« 1—a
und dies ist genau fiir « > 1 konvergent mit [ gﬁ = ﬁ . Fiir @« = 1 hat man wegen
U % =log z|{ =log y Divergenz.

e) fol ! z—ﬁ konvergiert genau fiir &« < 1. Denn fiir « # 1 gilt

fl d_{L‘ o xfaﬁ»l |1 o 1 B yl—a
y xz¢ — —atlly T 1 1—a ?
1 .
und dies ist genau fiir o < 1 konvergent mit [ ;lﬁ = ;— . Fir a =1 hat man wegen
1 dz 1
J, & =log x|, = —log y Divergenz.

22.2 Satz. Es seien I :=[a,b) und f, g€ C(I).

a) Fir f > 0 st [I° f(z)dex genau dann konvergent, wenn die Funktion
F:yw— [Y f(x)de auf I beschrinkt ist.

b) Es gelte 0 < f < g, und faTb g(z)dx sei konvergent. Dann ist auch faTb f(z)dx
konvergent, und es ist ff f(z)dr < f: g(z)dz

Dies gilt entsprechend auch im Fall T = (a,b]. Aussage a) folgt aus Satz 15.4, daraus
dann sofort b).

Die Vergleichsaussage in Satz 22.2b) ist eine wichtige Methode fiir Konvergenz- oder
Divergenzbeweise; in vielen Féllen kénnen die Vergleichsfunktionen x +— x% verwendet
werden.

22.3 Beispiele. a) Die Integrale [ oo k‘fgx) liegen "zwischen den konvergenten

Integralen [T 92 (> 1) und dem divergenten Integral Jee 4r  Mittels der Substi-

[e3

tution ¢t = log x erhélt man sofort

y__do  _ logydt _ 1 (logy)'™7
e z(logx)y ~— J1 T y—1 ~y—1

und somit Konvergenz genau fiir v > 1.
b) Auch fOi TTios s log:):|’Y = fOi m konvergiert genau fiir v > 1.

c) Wegen e —2* < e fiir £ > 1 und Beispiel 22.1b) konvergiert fOTOO e~ dr. Der
Wert dieses Integrals wird erst spéter berechnet.

Weitere uneigentliche Integrale. a) Gelegentlich kommen auch uneigentliche In-
tegrale mit mehreren Singularititen vor; in diesem Fall miissen stets alle Grenziibergénge
unabhdngig voneinander durchgefiihrt werden.

b) Beispielsweise heifit ein uneigentliches Integral fan f(x)dx iber ein offenes Inter-

valle I = (a,b) konvergent, falls fiir a < ¢ < b die beiden Integrale [1* f(z)dz und
Joy f(z) dr konvergieren, sonst divergent.
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c) So gilt etwa [®_ -9, = 7. Dagegen ist das Integral ffzzixd:p divergent, obwohl

—00 1+1.2

lim [Y xdr =0 gilt.

Y—00

Die Linearitatsaussage Satz 18.5b) gilt auch fiir uneigentliche Integrale.

Absolute Konvergenz. Fiir f € Cla,b) heifit das uneigentliche Integral faT b fz)dx
absolut konwvergent, falls [ | f(x) | dz konvergiert. Analog dazu wird auch die absolute
Konvergenz uneigentlicher Integrale f;’i f(z)dz und fan f(z)dz definiert.

22.4 Satz. Absolut konvergente uneigentliche Integrale sind auch konvergent.

BEWEIS. Fiir eine Funktion f : [ — R definieren wir

fH(z) = max{f(x),0} >0, [ (z):= max{—f(x),0}>0; (3)
dann gilt
fla) = ff@)—f (), [f@)]| = =)+ f(2). (4)

Wegen Satz 22.2 impliziert die Konvergenz von [” | f(x) | dz auch die von [ f*(x) dx
und [® f~(z)dz, somit auch die von [ f(z)dx.

Die Umkehrung von Satz 22.4 ist nicht richtig, vgl. Beispiel 26.
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23 Elementare Stammfunktionen

Lernziele:
e Konzept: Elementare Funktion
e Resultat: Rationale Funktionen besitzen elementare Stammfunktionen
e Methoden: Partialbruchzerlegung, die Substitution ¢ = tan 3

o Kompetenzen: Explizite Berechnung von Stammfunktionen

Frage: Versuchen Sie, [;° % und [;° 131_:; 5 zu berechnen.

In diesem Abschnitt werden einige Klassen von Funktionen diskutiert, fiir die man
Stammfunktionen explizit angeben kann.

Primfaktorzerlegung reeller Polynome. a) Ein Polynom P € R[z] heifit Teiler
von @ € Rlz], Notation: P|@, falls es S € Rlz] mit @ = SP gibt. Ein nicht kon-
stantes Polynom P € R[z| heiBt irreduzibel oder prim, falls bis auf reelle Konstanten
1 und P die einzigen Teiler von P sind.

b) Wie im Ring Z der ganzen Zahlen hat man auch im Ring R[z] der Polynome
tiber R (im wesentlichen) eindeutige Zerlegungen in Primfaktoren: Jedes Polynom
P € R[z] ist ein endliches Produkt irreduzibler Polynome, wobei die Faktoren bis auf
Konstanten und Reihenfolge eindeutig sind. Der BEWEIS beruht auf dem Fuklidischen
Algorithmus 13.5.

c¢) Irreduzible Polynome iiber R haben Grad 1 oder Grad 2; dies wird erst spéter
mit Hilfe komplezer Zahlen bewiesen. Jedes Polynom P € R[z]| ist also ein endli-
ches Produkt von Linearfaktoren (r — a), a € R, und von quadratischen Faktoren
c (2% + 2px + q) mit p* < q.

d) Es gilt beispielsweise

' +1 = (22 + V22 +1) (27 — V2 +1). (1)

Partialbruchzerlegung. a) Quotienten R = g von Polynomen werden als rationale
Funktionen bezeichnet, Notation: R € R(x). Durch Kiirzen 148t sich erreichen, daf
P und @ keine gemeinsamen Primfaktoren haben.

b) Durch Division mit Rest (vgl. 13.5) erhélt man

=T+ T,S € Rlz], degS < degQ@. (2)

S
Q>
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¢) Nun zerlegt man @ in ein Produkt irreduzibler Polynome der Form (z — a)™ und
(22 + 2pz + @)™ mit m,n € N und p* < ¢. Dann ist % eine Summe von Termen der
Form

b d
———, 1 <k<m, und ca + , 1<i<n. (3)
(z —a)t (% + 2pz + q)*
d) Beispielsweise hat man
322 —4 A Bx+C Dx+ FE

(x+2) (322 —2+7)2 T12 3P —s+7 (Bx2 —x+7)%
e) Nach (1) gilt
1 Az + B Cx+ D
i1 x2+\/§x+1+x2—\/§x+1'
Multiplikation mit z* + 1 liefert
1= (A+0)2*+(B+D+(C—AV2)2* +(A+C+ (D —B)W2)z+ B+ D
und daher
1 V2r+2 V2r—2

1 1
t 41 _Zx2+\/§x+1 Z:ﬂ—\/ﬁx—i-l.

(4)

Integration rationaler Funktionen. a) Somit sind zur Integration rationaler Funk-
tionen nur Polynome und Funktionen der Form (x —a)™, a € R, n € N (iiber Inter-
valle I mit a ¢ I) sowie % mit p* < ¢ zu integrieren.
b) Die Substitution ¢t = x? + 2px + ¢ liefert dt = (2x + 2p) dr und somit
20+ 2
/ XD g = /f"dt. (5)

(@2 + 2px + q)"
c) Es bleibt [ m dx zu berechnen. Die Substitution ¢ = a(x + p) liefert

1 1
de = a2t [ et
/ (22 + 2px + q) v @ 2+ 1) (6)

wenn o > 0 mit a2 = p? — ¢ gewihlt wird.

d) Die Integrale I,,,(z) := [ (HdTﬁ)m konnen nur rekursiv berechnet werden. Fiir m > 1

1
2(1-m) (14+x2)m—1

folgt wegen [ OJF#)M dr =

mit partieller Integration

1422 —22

Iy(z) = f(1+$2)m dx

— z dx
= Im—l(l‘) - 2 (1—m) (14a2)m—1 + f 2(1—m) (14z2)m—1
= BosIn (0 + s (7)

e) Fiir m = 10 beispielsweise ergibt sich [ m dr =

T + 17x + 85z + 1105z + 2431 x
18 (1+z2)9 288 (1+x2)8 1344 (1+22)7 16128 (1+x2)6 32256 (1+x2)5
+ 2431 x + 2431 x + 12155« + 12155« + 12155 arctan x
28672 (1+x2)4 24576 (1+x2)3 98304 (1+x2)2 65536 (1+z2) 65536
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Beispiel. Aus (4) erhélt man

dx V2 <x2+\/§x—|—1>
log | ———————

1+a4 22 —V2x+1

= =l

(arctan(\/ﬁx + 1) + arctan(v2 z — 1))

und insbesondere

/ * dv V2 . (9)
o 1+a4 4

Rationale Funktionen in mehreren Variablen. Fiir die Formulierung der fol-
genden Beispiele ist es bequem, rationale Funktionen in zwe: oder drei Variablen zu
verwenden. Ein Polynom in zwei Variablen u,v ist eine endliche Summe von Aus-
driicken cu™v™ mit m,n € Ny und ¢ € R, etwa P(u,v) = 3udv — uv? + 4u.
Quotienten R = P/g solcher Polynome heiflen rationale Funktionen; man schreibt
R € R(u,v). Entsprechend werden rationale Funktionen R € R(u,v,w) in drei Va-
riablen definiert.

Beispiele. Fiir R € R(u) wird [ := [ R (e”)dx berechnet. Die Substitution ¢ = e”

liefert wegen dt = e*dx = tdx sofort I = [ RT“)dt, wobei natiirlich noch ¢t = e*
einzusetzen ist. Damit ist die Berechnung von I auf die von Integralen rationaler

Funktionen zuriickgefiihrt.

Rationale Parametrisierung des Einheitskreises. a) Fir R € R(u,v) soll
J R (coss,sins)ds berechnet werden. Dazu benutzt man eine rationale Parametri-
sierung des Einheitskreises

S = {(Em) B &1 =1) L5F 6 O
(vgl. Abb. 23a): Es sei G die Parallele zur r P |
y-Achse durch den Punkt (1,0). Fiir einen 0.5 ]
Punkt @ = (1,2t) € G sei Gg die Gera- o4
de durch @ und A := (—1,0); weiter sei 05 /K/ |
P := (x,y) der Schnittpunkt von Gg und . G

S. Durchlauft nun @ die Gerade G, so L ‘
durchléduft P offenbar S\{A}. Fiir die Ab- ~15-1-050 05 1 15
bildung ® : Q — P wird nun eine Formel Abb. 23a
berechnet: Man hat

Gg = {P\:=(—1,00+ A (2,2t) = (2A\ — 1,2t\) | A € R};

Py € S bedeutet also (2\ — 1)% + 4t2A2 = 1 oder (* + 1) A2 = X. Der Fall A = 0
liefert den Punkt A, die andere Losung A = (1 + ¢?)~! liefert

Q) = P = ) = (T s (10
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Fiir (z,y) = (cos s, sins) ergibt sich daraus
2tan 3

2t ]
= tans = tan2.-- = ———=—, also
1—1¢2 2 1 —tan® 3

t = tanj. (11)

Es ist ¢ : s = tan § eine C* - Bijektion von (—7,7) auf R mit ¢’ > 0.

b) Mit ¢ = tan 5 oder s = 2 arctant ergibt sich nun wegen ds = fﬁ; sofort
, 1—t 2t 2dt
/R(Coss,sms)ds = /R <1+t2’1+t2> ek (12)

also wieder eine Zuriickfiihrung auf den Fall rationaler Funktionen.

c) Oft 148t sich [ R (cos s, sin s) ds auch einfacher berechnen. Ist etwa R (u,v) ungerade
in u, so gilt R(u,v) = uRy(u? v), also R(cosx,sinz) = cosx Ry(cos’z,sinz) =
cosx Ro(sinx). Mit ¢t =sinx gilt dann einfach

[ R (sinz)cosxdr = [ Ry(t)dt.

Pythagoriische Tripel. Mittels Formel (10) lassen sich alle Pythagordischen Tripel
angeben, d.h. alle Tripel (a,b,c) € N3 mit a? + b* = 2.

a) Zunéchst mufl @ oder b gerade sein: Ist @ = 2p — 1 und b = 2¢ — 1, so folgt
2 =4p* —4p+1+4¢> —4g+1=2mod 4. Insbesondere ist ¢ gerade; dies gilt dann
auch fiir ¢, und wir haben den Widerspruch ¢ = 0 mod 4.

b) Wegen (4,2) € S folgt aus (10)

a _ 1=t2 b o 2t :
S = 1 . = T mit ¢ > 0.

Aus 131;2 :3 fOlgttQ_Q%—lz(] undsgmitt:%i\/%:%ice@.
c¢) Wir schreiben ¢ = g mit teilerfremden p,q € N. Nach b) gilt

_ (@—p)c —  _2pge
a = g2 o b = 2+p2
Nach a) kénnen wir b als gerade annehmen und erhalten % = qé’j’;ﬂ € N. Da auch pg

und ¢% 4 p? teilerfremd sind, ist auch ¢ := ﬁ € N. Insgesamt folgt daher

a = (P-p)l, b=2pgl, ¢ = (P+p)l mit £, p<geN. (13)

Beispiele. a) Fir R € R(u,v) und a > 0 wird nun [ R (z,va? — 22)dz (iiber dem
Intervall (—a,a)) berechnet. Wegen va? — 22 = a /1 — (#/s)? wird dies mit w = %

zundchst auf [ Ry (w, v1 —w?)dw reduziert. Mit w = coss, 0 < s < 7, erhilt man
dann

J Ry (w, V1 —w?)dw = — [ Ry (coss,sins) sinsds. (14)
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1—¢2

e substituieren und erhalt dann

Man kann auch direkt w =

4t dt
(1+2)?

15
14+t2714¢2 (15)

[ BT dw = ~ [ B, (1—t2 2 )

b) Fiir R € R(u,v) kann man zur Berechnung der Integrale [ R (x,v/a? + 2?) dz und
[ R (z,vz? — a?) dx wieder sofort @ = 1 annehmen. Bequeme Substitutionen ergeben
sich mit Hilfe der Hyperbel-Funktionen:

Sinus und Kosinus hyperbolicus werden definiert durch

(e —e™™), (16)
(e* 4+ e7*). (17)

sinhz =

N[= N[

coshz =

a) Offenbar gilt sinh’ = cosh, cosh’ = sinh .
b) Die Funktion cosh ist gerade, und man hat cosh z > cosh0 =1 fiir z € R.

c¢) Die Funktion sinh ist ungerade, und man hat 0 = sinh0 < sinhz < coshz fiir
x>0.

d) Man hat sinhz — oo fiir  — oo und lim B2 — 1.
360 coshx

e) Es gelten die Funktionalgleichungen

sinh(z +y) = sinhxzcoshy + sinhycoshx, (18)
cosh(x +y) = coshxzcoshy + sinhzsinhy. (19)

f) Insbesondere hat man stets cosh? z — sinh®># = 1. Die Abbildung
AR —R? A(t) := (cosht,sinht), (20)

parametrisiert also den Hyperbelast H := {(z,y) e R* | z >0, 2* —y* =1} .

Tangens und Kotangens hyperbolicus werden definiert durch

sinh x e —1
tanhz = = — 21
R cosh x e2r + 1’7 (21)
cosh x e +1
cothz = ihe 1 © #0. (22)

a) tanh : R — (—1,1) ist ungerade, streng monoton wachsend und bijektiv. Es gilt

tanh’z = —1,— = 1 —tanh®x. (23)

cosh?

b) coth : R\{0} — R ist ungerade, coth : (0,00) — (1,00) ist streng monoton fallend
und bijektiv. Weiter gilt

coth's = ——L— = 1—coth®’z, z#0. (24)

sinh? x
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Areafunktionen. Die Umkehrfunktionen von sinh, cosh, tanh, coth sind

Arsinhz = log(x + \/1+2?) (25)
Arcoshz = log(x + /22 —1), z>1 (26)

1 1+=x

Artanhx = =1 1 27

rtanh 5 logT— |z| < (27)
1 r+1

Arcother = =1 1. 2

rcoth 5 log ——, |z | > (28)

Exemplarisch wird nur (25) bewiesen: Es ist y = sinhz = $ (e” — ") dquivalent zu

e?® —2ye®* —1 =10, d.h. zu e® = y=+y?+ 1. Offenbar ist nur das "+ Zeichen
moglich, und daraus folgt (25).

Die Ableitungen der Area-Funktionen findet man in der folgenden Tabelle, in der noch
einmal eine Reihe wichtiger Stammfunktionen zusammengestellt wird:

23.1 Tabelle.

Funktion f Stammfunktion I Definitionsbereich
" (n € Ny) f:ll R
x* (a# —1) ”gfll x>0
Yo log |z | z#0
e’ e’ R
cosx sin x R
sin x —COoST R
1
arctan R
1+ a2
1
T2 Artanh lz| <1
1
[ Arcothx |z|>1
1 .
Arsinh z R
1+ 22
1
—— arcsin x r| <1
— 2|
1
 — Arcoshz |z|>1
x?—1

Beispiele. Fiir R € R(u,v) liefert die Substitution z = sinht

JR(z,vV2?+1)de = [ R(sinht, cosht) coshtdt; (29)
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die Substitution x = cosht ergibt (fiir x > 1)
[ R(z,v/2? —1)dz = [ R(cosht,sinht) sinhtdt. (30)

Nach (16) und (17) sind die neuen Integranden rationale Funktionen in e*, und man
kann weiter wie in dem Beispiel b) auf S. 109 verfahren.

Algebraische Funktionen. a) Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion
f € F(I,R) heifit algebraisch, wenn es Polynome Fy, ..., P, € R[z] mit

Po+ Pif + Pof> + -+ Pf" =0 und P, #0 (31)

gibt. Nicht algebraische Funktionen heiflen transzendent.

b) Fiir n = 1 erhélt man aus (31) die rationalen Funktionen, fiir n = 2 Ausdriicke
in Quadratwurzeln und rationalen Funktionen wie etwa f(z) := va* 4+ 1. Auch Aus-

driicke wie a(z) := \/v/2#2 + 2 + 3 sind algebraische Funktionen.

c) Fiir n > 5 lassen sich algebraische Funktionen i.a. nicht durch Wurzeln ausdriicken,
auch nicht im Komplexen (vgl. Bemerkung 31.12c¢)).

d) Fiir festes € R sei g.(y) = v° + (2 + 1)y + (z* — 4). Dann ist
g.(y) =5yt + 22+ 1 > 0, g, also streng monoton wachsend. Nach Satz 13.2 hat
somit die Gleichung y° + (22 + 1)y + (2* — 4) = 0 genau eine Losung y = f(z) € R;
dadurch wird dann eine algebraische Funktion f auf R definiert.

e) Die Exponentialfunktion exp ist transzendent. Andernfalls gibt es Polynome
Py, -+, P, € Rlz] mit Py + Pie® + .-+ + P,e™ = 0, und nach Division durch e"*
folgt der Widerspruch P,(z) — 0 fiir x — oo.

Elementare Funktionen. Wir konnen nun den Begriff der ,elementaren Funkti-
on®, der ja in der Uberschrift des Kapitels wie auch des Abschnitts auftritt, etwas ge-
nauer fassen: Elementare Funktionen sind solche, die durch algebraische Operationen,
Verkettungen und Umkehrungen aus algebraischen Funktionen, der Exponentialfunk-
tion, Sinus und Kosinus bildbar sind.

Alle in Tabelle 23.1 auftretenden Funktionen sind elementar. Nach S. 108 besitzen ra-
tionale Funktionen elementare Stammfunktionen, und dies gilt auch fiir die in den Bei-
spielen auf den Seiten 109 und 112 betrachteten Funktionenklassen. Andererseits besit-
zen viele elementare Funktionen wie etwa e~* oder % keine elementaren Stamm-
funktionen; dieses Phénomen tritt auch bei der Berechnung der Langen von Ellip-
senbdgen auf, vgl. [A1], Abschnitt 30%*.
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24 Gleichmiflige Stetigkeit und Integration

Lernziele:
o Konzept: gleichméflige Stetigkeit

e Resultat: Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen sind gleichméfig stetig
und daher Riemann-integrierbar

o Kompetenzen: Verifizierung gleichméfiger Stetigkeit in speziellen Situationen

Beispiel. a) Die Stetigkeit der Funktion j : (0,1) — R, j(x) := 1, wird ausfiihrlich
bewiesen. Dazu sei a € (0,1) fest und € > 0. Wegen 1

a

a—x

i — ‘ wahlt man

a

2. woraus z > % und | j(z) — j(a)| < & |z — a| folgen. Wihlt

zunéchst |z —a| <
man nun

§:= min {3, %5}, (1)

so gilt |z —a| <d=|j(z)—jla)| <X <e.

b) Beachten Sie bitte, dal § nicht nur von e, sondern auch von a abhingt; bei festem
e >0 gilt fiir a — 0 in (1) offenbar § — 0.

Es ist in der Tat unmoglich, ein nur von € abhéngiges § > 0 zu finden, das in allen
Punkten a € (0,1) die Stetigkeitsbedingung aus (9.9) erfiillt: Zu ¢ = 1 etwa wihlt

man T, := ., Yo = ;g ; dannist |z, —y, | < 5, aber | j(z,) = j(ya) | =1 > €.
c¢) Die in b) formulierten Beobachtungen koénnen so veranschaulicht werden: Soll der
Graph von j in Késtchen mit konstanter Hohe 2¢ um Punkte (a, f(a)) eingeschlossen

werden, so strebt mit a — 0 deren Breite gegen 0.

Das soeben besprochene Phénomen fithrt zu folgendem Begriff:

Definition. FEs sei [ CR ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit gleichmafig
stetig auf I, falls folgendes gilt:

Ve>030>0Vz,yel @ |z—y|<o = |flx)—fly)|<e. (2)

Es soll also moglich sein, zu jedem € > 0 ein § > 0 zu finden, das die Stetigkeitsbe-
dingung (9.9) in allen Punkten aus I gleichzeitig erfiillt.

Eine Charakterisierung der gleichméfligen Stetigkeit mittels Folgen lautet:

24.1 Satz. Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R ist genau dann
gleichmafig stetig auf I, falls fir je zwei Folgen (z,) und (y,) in I aus
| 2 — yn | = 0 stets auch | f(xz,) — f(yn)| — O folgt.
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BEWEIS s. [Al], 13.6.

Gleichméafig stetige Funktionen sind natiirlich auch stetig. Obiges Beispiel zeigt, dafl
die Umkehrung i.a. nicht richtig ist. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
ergibt sich wie im Beweis von Theorem 18.3 auf S. 82:

24.2 Satz. Es seien I CR ein Intervall und f € F(I) differenzierbar. Ist die Ablei-
tung f': I — R beschrankt, so ist f gleichmafig stetig auf I .

BEWEIS. Es gibt M >0 mit | f/(z)| < M fir alle z € I. Fiir z,y € I gilt aufgrund
des Mittelwertsatzes f(y) — f(x) = f'(§) (y — z) fiir ein & € /x,y/ (vgl. Notation
(18.6)). Es folgt

[ fy) = f@) [ <M |y—x| fir 2, yel, (3)
und daher gilt (2) mit 0 = ;.

Bedingung (3) ist eine stéirkere Eigenschaft als gleichméfige Stetigkeit. Funktionen,
die (3) erfiillen, heiflen Lipschitz-stetig.

Beispiele. a) Fiir a <1 ist die Potenzfunktion p, auf [1,00) gleichméBig stetig. In
der Tat gilt 0 < pl(z) = az® ! < a firz > 1.

b) Wegen log’ z = % ist auch log auf [1,00) gleichmiBig stetig.

c) Die Funktion ps : [1,00) — R, py(x) = x?, ist nicht gleichmiBig stetig: Fiir

2
T :n—i—%, Yn =1 gﬂt |xn_yn| = % — 0, aber |p2(xn)_p2(yn)| = (n—f_%) —n? =

2+ 5 >2.

24.3 Theorem. Fs seien [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R stetig.
Dann ist f gleichmdfig stetig.

BEWEIS. Es sei € > 0. Die Menge
M:={cela,b] [F6>0Vryclad: |t—y[<d=|fl)-fly)l<e} (4

ist wegen a € M nichtleer und durch b nach oben beschrinkt. Man betrachtet s =
sup M € [a,b]. Da f in s stetig ist, gibt es 0 > 0 mit | f(z) — f(s)| < § fiir alle
x € [a,b] mit |z — s| < 26;. Dies zeigt | f(z) — f(y)| < e fur alle z,y € [a,b] mit
|z —s|, |y —s| <20 und insbesondere s > a+ 2d;. Zut :=s— 06 € M wihlt
man ¢; geméf (4) und setzt § := min{dy,d;}. Dann gilt | f(x) — f(y)| < e fiir alle
x,y € [a,s+ 0] Nfa,b] mit |z —y|<J. Somit ist s=b und b=s€ M.

Man kann Theorem 24.3 auch mittels Intervallhalbierungen beweisen.

24.4 Folgerung. Es sei f : (a,b) — R stetig. Falls die einseitigen Grenzwerte f(b™)
und f(a®) (vgl. (9.1) und (9.2)) existieren, so ist f gleichmdiflig stetig.

Es gilt auch die Umkehrung dieser Aussage, vgl. [Al], Satz 13.8.
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Beispiele. a) Die Umkehrung von Satz 24.2 ist i. a. nicht richtig. Die Wurzelfunktion
wy : x — /x ist auf (0,1) gleichméfig stetig, ihre Ableitung w} : x ﬁ dort aber
unbeschriankt. Offenbar ist wo auf [0, 1] nicht Lipschitz-stetig.

b) Fir 0 < a < 1 sind die Potenzfunktionen p, auf [0,00) gleichméBig stetig. Auf
dem Intervall [1,00] ist in der Tat p), beschriankt (vgl. obiges Beispiel a)), und auf
0,2] verwenden wir Theorem 24.3.

Wir kénnen nun die Integrierbarkeit stetiger Funktionen beweisen. Das Argument
auf S. 82 verwendet die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion, kommt aber auch mit nur
gletichmapiger Stetigkeit aus.

24.5 Theorem. a) Eine stetige Funktion f € C(J,R) ist Riemann-integrierbar.
b) Fiir jede Folge (Z™) C 3(J) wvon Zerlegungen von J mit A(Z™) — 0 und jede
Wahl von Zwischenpunkten gilt

2(f. 20, M) — 1. ()

BEWEIS. Nach Theorem 24.3 ist f : J — R gleichméfig stetig. Zu € > 0 wéhlt man
d >0 geméB (2). Fir Z € 3(J) mit | Z| < § gilt dann My —my, < e fiir alle k&, und
es folgt

M=

S(F,2)—s(f.2) = S (My—mp) Az, < e 3 Aay, < | J]e.
k=1

k=1





